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1.1 Γενικά 
 
Στο θαλάσσιο περιβάλλον εξελίσσεται ταυτόχρονα ένα πλήθος κυµατικών φαινοµένων, αρκετά από 
τα οποία βρίσκονται σε ουσιώδη σύζευξη µεταξύ τους. Το γεγονός αυτό γίνεται καλύτερα 
κατανοητό αν λάβουµε υπ’ όψη µας ότι: 
 
i) Το θαλασσινό νερό είναι ένα ελαφρά συµπιεστό, ανοµοιογενές και αγώγιµο υγρό, το οποίο 
εδράζεται πάνω σ’ ένα πολυστρωµατοποιηµένο (multilayered) παραµορφώσιµο στερεό πυθµένα 
(sea bed), και περατούται σε µία ελεύθερη επιφάνεια (free surface), δια της οποίας δέχεται την 
ηλιακή ακτινοβολία και την επίδραση του υπερκείµενου πεδίου του ανέµου, και 

ii)  Η µάζα του θαλάσσιου νερού βρίσκεται πάνω σε µία ελαφρά µαγνητισµένη, περιστρεφόµενη, 
περίπου σφαιρική µάζα (Γη), η οποία αλληλεπιδρά µέσω δυνάµεων βαρύτητας µε άλλα ουράνια 
σώµατα (κυρίως µε τη Σελήνη και τον Ηλιο). 

 
Χρησιµοποιώντας φαινοµενολογικά κριτήρια, µπορούµε να διακρίνουµε τις ακόλουθες κύριες 
κατηγορίες κυµατικών φαινοµένων στη θάλασσα1 (βλ. σχετικά Phillips 1977, LeBlond and Mysak 
1978): 
 
-Επιφανειακά κύµατα (surface waves) 
-Εσωτερικά κύµατα (internal waves) 
-Γυροσκοπικά κύµατα (inertial or gyroscopic waves) 
-Πλανητικά κύµατα (planetary or Rossby waves) 
-Παλίρροιες (tides) 
-Ακουστικά κύµατα, που διαδίδονται στο εσωτερικό της υδάτινης µάζας (hydroacoustic waves) και 
είναι συζευγµένα µε ακουστικά και ελαστικά κύµατα που διαδίδονται στα υποστρώµατα του 
πυθµένα. 

 
Μία γενική εικόνα όλων των ανωτέρω φαινοµένων δίνεται µέσω του γενικού φάσµατος των 
θαλάσσιων κυµατισµών, το οποίο παρουσιάζεται στο Σχήµα 12. 
 
Όπως διακρίνουµε από το σχήµα αυτό οι επιφανειακοί θαλάσσιοι κυµατισµοί αφ' ενός µέν 
καταλαµβάνουν πολύ σηµαντικό τµήµα του φάσµατος θαλασσίων κυµατισµών  από σκοπιάς 
ενεργειακής πυκνότητας,  αφ' ετέρου δε  αντιστοιχούν σε περιόδους πολύ σχετικές µε την 
πλειονότητα των ανθρωπίνων δραστηριοτήτων στο θαλάσσιο και στο παράκτιο περιβάλλον. 
Εξετάζοντας αναλυτικώτερα τους επιφανειακούς θαλάσσιους κυµατισµούς, διακρίνουµε τις εξής 
κύριες κατηγορίες, ανάλογα µε το αίτιο δηµιουργίας τους: 
 
- Ανεµογενείς κυµατισµοί, δηλαδή κύµατα ανέµου (wind waves), και αποθάλασσες, (swell), οι 

οποίοι καταλαµβάνουν ένα µεγάλο τµήµα του φάσµατος, που αντιστοιχεί σε περιόδους από T=1 
sec έως Τ=20 sec έως 25 sec, περίπου. 

- Κύµατα παραγόµενα από κινήσεις επιπλεόντων ή βυθισµένων αντικειµένων (body generated 
waves), τα οποία, γενικώς, αντιστοιχούν στις ίδιες περιόδους µε τους ανεµογενείς κυµατισµούς. 

- Κυµατωγή (surf beat) και κύµατα ιδιοταλαντώσεων λιµανιών και υφαλοκρηπίδας (harbour 
resonance, seiche, shelf waves) που αντιστοιχούν σε περιόδους  από T=1min έως  T=40 min, 
περίπου. 

-   Σεισµογενείς κυµατισµοί (σεισµικά κύµατα, tsunamis), οι οποίοι καταλαµβάνουν µεγάλο τµήµα 
του φάσµατος που αντιστοιχεί σε περιόδους από Τ=5min έως Τ=2h, περίπου. 

 
Εκτός των ανωτέρω, προς την πλευρά των πολύ µικρών περιόδων (µεγάλων συχνοτήτων) του 
φάσµατος των επιφανειακών θαλασσίων κυµατισµών διακρίνουµε τα 
                                                 
1 Η διάκριση αυτή είναι αρκετά σχηµατική και δεν περιλαµβάνει όλα τα φαινόµενα 
2  Όλα τα σχήµατα παρατίθενται στο τέλος του παρόντος κεφαλαίου 
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- Κύµατα επιφανειακής τάσης (capillary waves), τα οποία καταλαµβάνουν το τµήµα του 

φάσµατος που αντιστοιχεί σε περιόδους από Τ=0.05 sec έως T=1 sec, περίπου. Όπως φαίνεται 
και στο Σχήµα 1, η ενέργειακή πυκνότητα των κυµάτων επιφανειακής τάσεως είναι  πολύ µικρή 
συγκριτικά µε την πυκνότητα ενέργειας που µεταφέρουν οι ανεµογενείς κυµατισµοί. 

 
Από την ανωτέρω παρουσίαση καθίσταται φανερό ότι οι ανεµογενείς θαλάσσιοι κυµατισµοί 
αποτελούν ένα από τα κυριότερα αίτια δυναµικής διέργερσης και φόρτισης των πλοίων και των 
θαλάσσιων κατασκευών εν γένει3.  Πέραν αυτού όµως, οι ανεµογενείς κυµατισµοί, διαδίδοντας 
µεγάλα ποσά ενέργειάς (και, δευτερευόντως, µάζας) από την ανοικτή θάλασσα  (όπου 
δηµιουργούνται) προς τις  ακτές, αποτελούν ένα πολύ σηµαντικό παράγοντα που επιδρά στην 
διαµόρφωση των ακτών,  στην  ισορροπία  του οικοσυστήµατος στην παράκτια ζώνη,  στην  
ρύπανση των ακτών κλπ.  Εποµένως, η µελέτη των µηχανισµών διάδοσης των κυµατισµών αυτών 
και η εξέταση της αλληλεπίδρασης τους µε το παράκτιο περιβάλλον αποτελεί θέµα ζωτικής 
σηµασίας από οικονοµική και κοινωνική άποψη. 
 
Εδώ θα πρέπει να σηµειωθεί ότι οι ανεµογενείς θαλάσσιοι κυµατισµοί (βλ. κατωτέρω Εδαφ. 1.1), 
και ιδιαίτερα τα κύµατα ανέµου,  λόγω της φύσεως του διεγείροντος αιτίου, χαρακτηρίζονται από 
έντονη έλλειψη κανονικότητας, χωρικά και χρονικά. ∆ηλαδή, η µορφή της ανύψωσης της  
ελεύθερης επιφάνειας, το πεδίο ταχυτήτων και πιέσεων και τα λοιπά φυσικά µεγέθη που 
χαρακτηρίζουν το κυµατικό πεδίο έχουν µη κανόνικές µορφές. Η τοποθέτηση (διατύπωση), µελέτη 
και κατανόηση των σχετικών φυσικών φαινοµένων  απαιτεί την χρήση πιθανοθεωρητικών 
(στοχαστικών)  µεθόδων. (Μεγάλο µέρος του µαθήµατος 'Στοχαστική µοντελοποίηση και πρόβλεψη 
θαλασσίων συστηµάτων' ασχολείται ακριβώς µε τα θέµατα αυτά).  Σε ότι αφορά όµως τη βασική 
φυσική της διάδοσης των κυµατισµών αυτών, µακριά από την περιοχή διέγερσης, οι  δυνάµεις 
βαρύτητας έχουν τον  κύριο ρόλο. Επιπροσθέτως, µε την βοήθεια της ανάλυσης Fourier, οι 
σύνθετες κυµατοµορφές  των κυµατισµών ανέµου µπορούν να αναλυθούν σε υπέρθεση αρµονικών 
µορφών, κάθε µία από τις οποίες παρουσιάζει  χωρική και χρονική  κανονικότητα4.  Κατά 
συνέπεια,  η αιτιοκρατική (ντετερµινιστική)  εξέταση της διάδοσης  των θαλασσίων κυµατισµών 
στα πλαίσια της θεωρίας των  επιφανειακών  κυµατισµών βαρύτητας (surface gravity waves)  
αποτελεί θεµελιώδες γνωστικό υπόβαθρο.  Ως εκ τούτου, στο παρόν εισαγωγικό µάθηµα θα 
ασχοληθούµε µε τη µελέτη της διάδοσης επιφανειακών κυµατισµών βαρύτητας από την  ανοικτή 
θάλασσα προς την παράκτια ζώνη και της διαµόρφωσης του κυµατικού πεδίου λόγω των 
επιδράσεων του πυθµένα, οι οποίες, όπως θα δούµε στην συνέχεια,  είναι σηµαντικώτερες  στο 
ρηχό νερό. Συνεχίζοντας, όπως παρατηρούµε στο Σχήµα 1, την περιοχή των πολύ µικρών περιόδων 
του φάσµατος θαλασσίων κυµατισµών,  η οποία αντιστοιχεί σε συχνότητες από 1Hz έως µερικές 
εκατοντάδες KHz, περίπου, καταλαµβάνουν τα ακουστικά κύµατα. Τα ακουστικά κύµατα είναι 
κύµατα πίεσης που διαδίδονται στο εσωτερικό της θαλάσσιας µάζας.  Σε αντίθεση µε τους 
επιφανειακούς και ιδιαίτερα τους ανεµογενείς κυµατισµούς, οι οποίοι µεταφέρουν κατά την 
διάδοση τους σηµαντικά ποσά ενέργειας (και, δευτερευόντως, µάζας), τα ακουστικά κύµατα 
µεταφέρουν ελάχιστη ενέργεια, και ως εκ τούτου η επίδραση τους στις  κατασκευές και στο 
παράκτιο περιβάλλον είναι αµελητέα.  Από την άλλη πλευρά όµως, τα ακουστικά κύµατα έχουν την 
ιδιότητα να  διαδίδονται σε µεγάλα βάθη, να διαπερνούν τον θαλάσσιο πυθµένα, και να διαδίδονται 
σε µεγάλες οριζόντιες αποστάσεις στο θαλασσινό νερό, σε αντίθεση µε τα ηλεκτοµαγνητικά 
κύµατα τα οποία  αποσβένονται ταχύτατα. Κατ΄αυτήν την έννοια, τα ακουστικά κύµατα στη 
θάλασσα   αναλαµβάνουν το ρόλο που έχουν τα ηλεκτοµαγνητικά κύµατα στην ατµόσφαιρα. Μέσω 
αυτων καθίσταται δυνατή η µεταφορά πληροφορίας (επικοινωνία) στην θάλασσα, καθώς και η 
διερεύνηση του θαλασσίου και υποθαλασσίου περιβάλλοντος. 

                                                 
3 Αλλα αίτια δυναµικής φόρτισης των θαλάσσιων κατασκευών είναι ο άνεµος, τα θαλάσσια ρεύµατα, και, ειδικά για τις 
σταθερές θαλάσσιες κατασκευές, οι σεισµοί. 
4 Σηµειώνεται ότι µε την υπέρθεση αρµονικών που παρουσιάζουν τυχαία (random) διαφορά φάσης, µπορούµε να 
µοντελοποιήσουµε και τους πραγµατικούς (µη-κανονικούς) θαλάσσιους κυµατισµούς (irregular sea waves). 
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Σχήµα 1: Το γενικό φάσµα των θαλάσσιων κυµατισµών 

 
Το παρόν µάθηµα αποσκοπεί στο να δώσει το θεµελιώδες µαθηµατικό υπόβαθρο που απαιτείται για 
την µελέτη των φυσικών φαινοµένων που σχετίζονται µε την διάδοση των επιφανειακών  
κυµατισµών  βαρύτητας και των ακουστικών κυµάτων  στο θαλάσσιο και παράκτιο περιβάλλον. Εκ 
πρώτης απόψεως τα δύο αυτά θέµατα  φαίνεται να έχουν µικρή  συγγένεια µεταξύ τους. Οι 
επιφανειακοί κυµατισµοί χαρακτηρίζονται από υψηλή πυκνότητα ενέργειας (κύµατα  ενέργειας), 
ενώ τα ακουστικά κύµατα µεταφέρουν  υψηλή πυκνότητα πληροφορίας (κύµατα πληροφορίας). 
Από την άλλη πλευρά όµως,  οι µαθηµατικές µέθοδοι και τεχνικές που έχουν αναπτυχθεί για την  
µοντελοποίηση και τη µελέτη των αντιστοίχων φαινοµένων είναι (τουλάχιστον για την περίπτωση 
των γραµµικών κυµατισµών) παρόµοιες, αν όχι  ταυτόσηµες.  Αυτό µας επιτρέπει την  ενιαία 
παρουσίαση και µελέτη των σχετικών µαθηµατικών προβληµάτων. 
 
Ένα επιπλέον κοινό χαρακτηριστικό των επιφανειακών κυµατισµών και των ακουστικών κυµάτων 
στην θάλασσα, ιδιάιτερα  σε περιοχές µικρού και ενδιάµεσου βάθους νερού,  είναι το φαινόµενο 
της κυµατοδήγησης. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι  το µέσο διάδοσης (θαλασσινό νερό) 
περιορίζεται από δύο φυσικά σύνορα, την ελεύθερη επιφάνεια και τον πυθµένα, µε αποτέλεσµα 
(και στις δύο εξεταζόµενες περιπτώσεις) το κυµατικό φαινόµενο να εξελίσεται  κυρίως κατά την 
οριζόντια διάσταση, και, ως εκ τούτου,  να διαδίδεται σε µεγάλες οριζόντιες αποστάσεις. 
 
1.2  Ανεµογενείς κυµατισµοί. Κυµατισµοί ανέµου και αποθάλασσες 
 
Οι ανεµογενείς κυµατισµοί που παρατηρούνται σε µια συγκεκριµένη περιοχή, διακρίνονται  σε  
 
- κυµατισµούς ανέµου (wind waves) ή θάλασσες (seas), οι οποίοι αντιστοιχούν σε περιόδους 

από Τ=0.5 sec έως Τ=15 sec, περίπου, 
 
και  σε 
 
- αποθάλασσες  ή φουσκοθαλασσιές (swells), οι οποίοι αντιστοιχούν σε περιόδους από Τ=10 sec 

έως Τ=30 sec,  περίπου. 
 
Οι κυµατισµοί ανέµου διεγείρονται απ’ ευθείας από το υπερκείµενο τυρβώδες πεδίο ροής του 
ανέµου, ενώ οι αποθάλασσες είναι το αποτέλεσµα της διάδοσης των πρώτων, που έχουν όµως 
παραχθεί από τη δράση του ανέµου σε άλλες περιοχές.  
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Στην περίπτωση των θαλασσών, οι κυµατισµοί είναι έντονα “ανακατεµένοι” (confused), 
διαδίδονται προς διάφορες κατευθύνσεις (short-crested) (αν υπάρχει κύρια κατεύθυνση αυτή γενικά 
µεταβάλλεται χρονικά και χωρικά), ο λόγος ύψους προς µήκος κύµατος είναι σχετικά µεγάλος και 
συχνά συµβαίνει θραύση των κυµατισµών και εµφάνιση αφρού (whitecaps and spray). Ακόµη, η 
ροή στο νερό, κοντά στην ελεύθερη επιφάνεια, είναι ισχυρά στροβιλή λόγω της επίδρασης των 
διατµητικών τάσεων του τυρβώδους πεδίου του υπερκείµενου ανέµου. 
 
Αντίθετα, στην περίπτωση των αποθαλασσών, οι κυµατισµοί είναι περισσότερο οµαλοί και λείοι, 
έχουν σαφή κύρια κατεύθυνση διάδοσης (long-crested), και είναι περισσότερο επιµήκεις 
(µικρότερος λόγος ύψους προς µήκος κύµατος). Ακόµη, εάν οι κυµατισµοί δεν βρίσκονται κάτω 
από την επίδραση άλλου τοπικού πεδίου ανέµου ή άλλου αιτίου διέγερσης τύρβης, η ροή στο νερό 
µπορεί να θεωρηθεί µη τυρβώδης και αστρόβιλη, και συνήθως δεν συµβαίνει θραύση των 
κυµατισµών. Ας σηµειωθεί ότι, σε µια συγκεκριµένη θαλάσσια περιοχή, µπορεί να έχουµε είτε 
µόνο (τοπικούς) κυµατισµούς ανέµου, είτε µόνο αποθάλασσες (αν δεν φυσά άνεµος), είτε 
ταυτόχρονη παρουσία κυµατισµών ανέµου και αποθαλασσών. Επίσης, είναι δυνατόν να 
συνυπάρχουν περισσότερα από ένα συστήµατα αποθαλασσών. 
 
Σχετικά µε το στάδιο ανάπτυξής τους οι ανεµογενείς κυµατισµοί διακρίνονται σε 
αναπτυσσόµενους (developing seas/waves), πλήρως ανεπτυγµένους (fully developed or fully 
arisen seas) και αποσβενύµενους (decaying seas). Προφανώς οι αποθάλασσες είναι αποσβενύµενοι 
κυµατισµοί που έχουν αποµακρυνθεί από τον τόπο της δηµιουργίας τους. 
 
Η φάση της γέννεσης και ανάπτυξης των κυµατισµών ανέµου (generation of wind waves) είναι 
ένα εξαιρετικά περίπλοκο φυσικό φαινόµενο το οποίο δεν έχει κατανοηθεί πλήρως προς το παρόν. 
Στη διάρκεια αυτής της φάσης, µέσω των διατµηµατικών και των ορθών τάσεων που εξασκεί το 
τυρβώδες πεδίο του ανέµου πάνω στην επιφάνεια του νερού, µεταφέρεται ορµή και ενέργεια από 
τον άνεµο στο νερό. Η έρευνα για την κατανόηση των φυσικών φαινοµένων που σχετίζονται µε τη 
γέννεση και την ανάπτυξη των κυµατισµών ανέµου άρχισε στις αρχές του αιώνα και συνεχίζεται 
µέχρι σήµερα µε αυξανόµενη ένταση. Οι πρώτες εργασίες (Jeffreys 1925, Stanton 1937, Eckart 
1953 και άλλες) παρουσιάζονται και σχολιάζονται στη συνθετική εργασία του Ursell (Ursell 1956). 
Το κύριο συµπέρασµα για το επίπεδο ανάπτυξης (state-of-the-art) µέχρι τότε µπορεί να διατυπωθεί 
πολύ συνοπτικά: “nothing very satisfying”. Το επόµενο έτος (1957) εµφανίστηκαν τα δύο πρώτα 
σηµαντικά µοντέλα από τους Phillips και Miles. Ο πρώτος µελέτησε την επίδραση των ορθών 
τάσεων του πεδίου του ανέµου στο νερό και διατύπωσε το µοντέλο του συντονισµού (resonance 
model, Phillips 1957, 1958), και ο δεύτερος µελέτησε την επίδραση των διατµηµατικών τάσεων του 
πεδίου του ανέµου στο νερό (µοντέλο της διατµηµατικής ροής, (shear-flow model) Miles 1957, 
1959, 1962). Μία πρώτη προσπάθεια συνδιασµού των δύο µοντέλων (combined model) έγινε από 
τον Miles (1960). Το επίπεδο ανάπτυξης µετά από τις εργασίες αυτές σχολιάζεται από το Lighthill 
(1962) και παρουσιάζεται µε αρκετές λεπτοµέρειες από τον Kinsman (1965). Μεταγενέστερες 
επισκοπήσεις δίνονται από τους Phillips (1967), Kitaigorodskii (1970), Barnett and Kenyon (1975), 
LeBlond and Mysak (1978), Blennerhassett (1980). Η σύγχρονη έρευνα σχετικά µε τους 
µηχανισµούς γέννεσης των κυµάτων από τον άνεµο περιλαµβάνει, εκτός από την θεωρητική 
µοντελοποίηση, και συστηµατικές µετρήσεις, κυρίως σε εργαστηριακή κλίµακα, οι οποίες 
επιτρέπουν την εκτίµηση της σχετικής βαρύτητας (σηµασίας) των διαφόρων παραγόντων που 
υπεισέρχονται στο φαινόµενο. Βλ. σχετικά Hsu et al. (1981, 1982, 1983), Papadimitrakis et al. 
(1986). 
 
Στη φάση της πλήρους ανάπτυξης (saturation range) των κυµατισµών ανέµου, η οποία σπάνια 
συµβαίνει στη φύση και µόνο “µερικώς” (Wiegel, 1964, p. 222), υπάρχει ενεργειακή ισορροπία 
(energy balance) ανάµεσα στο πεδίο του ανέµου και στο κυµατικό πεδίο, µε συνέπεια η ειδική 
ενέργεια του κυµατικού πεδίου (ενέργεια ανά µονάδα επιφάνειας) να µην αυξάνεται περαιτέρω. Το 
φυσικό φαινόµενο της αλληλεπίδρασης ανέµου-θάλασσας είναι σηµαντικά απλούστερο στην 
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περίπτωση των πλήρως ανεπτυγµένων κυµατισµών (σε σχέση µε την περίπτωση των 
αναπτυσσόµενων κυµατισµών), και έχει µελετηθεί εκτενώς από πολλούς ερευνητές, µεταξύ των 
οποίων αναφέρουµε τους Neumann (1952), Phillips (1958, 1977, 1985), Kitaigorodskii (1962, 
1970), Kitaigorodskii et al. (1975), Komen et al. (1984). 
 
Καθώς οι κυµατισµοί ανέµου αποµακρύνονται από την περιοχή δηµιουργίας τους µεταπίπτουν σε 
αποθάλασσες και αρχίζει η φάση της αποσβεσης τους. Στη διαµόρφωση και απόσβεση των 
αποθαλασσών συµβάλλουν: το φαινόµενο διασποράς (dispersion), που οφείλειται στην επίδραση 
της ελεύθερης επιφάνειας, η γεωµετρική διασπορά της ενέργειας λόγω της διδιάστατης διάδοσης 
(geometric spreading), η βαθµιαία κατανάλωση της ενέργειας από τις συνεκτικές τάσεις (viscous 
dissipation), και, ειδικά στις ρηχές θάλασσες, η απόσβεση λόγω της επίδρασης του πυθµένα. Στις 
βαθιές θαλάσσιες περιοχές, οι αποθάλασσες διαδίδονται κατά µήκος των µέγιστων κύκλων της 
Υδρόγειας Σφαίρας, και µπορεί να διασχίσουν τεράστιες αποστάσεις πριν αποσβεθούν σηµαντικά. 
Οι Munk et al. (1963) ανίχνευσαν στις ακτές της Καλιφόρνιας αποθάλασσα που οφείλονταν σε 
καταιγίδα στην περιοχή της Μαδαγασκάρης. (Ο σχετικός µέγιστος κύκλος περνάει νότια από την 
Αυστραλία και τη Νέα Ζηλανδία). Αντίστοιχα αποτελέσµατα έχουν επίσης δηµοσιευθεί από τους 
Barber and Ursell (1948). Στο Σχήµα 2 δίνεται η µέση περίοδος και το σηµαντικό ύψος κύµατος 
µιας αποθάλασσας συναρτήσει της απόστασης από την εστία διέγερσης των κυµατισµών (decay 
distance) (Myers et al. 1969). Μια άλλη ιδιότητα των αποθαλασσών είναι ότι δεν επηρεάζονται 
σηµαντικά από τους τοπικούς ανέµους των περιοχών από όπου περνούν (Snodgrass et al. 1966). Το 
γεγονός αυτό οφείλεται στη διαφορετική φασµατική σύσταση των κυµατισµών ανέµου και των 
αποθαλασσών. 
 
1.3  Το παράκτιο περιβάλλον 
 
Ο κυµατικός χαρακτήρας των  επιφανειακών κυµατισµών βαρύτητας είναι πολύ σηµαντικός πάνω 
και κοντά στην ελεύθερη επιφάνεια του νερού (δικαιολογώντας έτσι και τον  όρο 'επιφανειακός') 
και εξασθενεί µε σχετικά γρήγορο ρυθµό καθώς το βάθος αυξάνεται. Ετσι, καθώς  οι  κυµατισµοί 
βαρύτητας διαδίδονται από την περιοχή µεγάλου βάθους (όπου κυρίως αναπτύσσονται)  προς τις 
(γειτονικές ή και πιο αποµεµακρυσµένες) ακτές έρχονται σε  σηµαντική αλληλεπίδραση µε τον 
θαλάσσιο πυθµένα. Επιπροσθέτως, καθώς  το βάθος του νερού ελαττώνεται τα φαινόµενα µη 
γραµµικότητας και διασποράς που σχετίζονται µε τους επιφανειακούς κυµατισµούς βαρύτητας 
καθίστανται ολοένα και πιο σηµαντικά. Τα ανωτέρω  έχουν ως άµεσο αποτέλεσµα η βαθυµετρία 
της  θαλάσσιας περιοχής κοντά στις ακτές και οι µεταβολές αυτής να αποτελούν  (φυσικές) 
παραµέτρους πρώτιστης σηµασίας σε σχέση µε την  διαµόρφωση του κυµατικού πεδίου. 
 
Γνωρίζοντας ότι στην περίπτωση των  επιφανειακών κυµατισµών βαρύτητας το κυµατικό πεδίο 
παρουσιάζει πολύ γρήγορο ρυθµό εξασθένησης µε το βάθος, µε την βοήθεια της σχέσεως 
διασποράς

5 στο βαθύ νερό  
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µπορούµε  να καθορίσουµε σε πρώτο βαθµό τα  (µέσα) όρια έκτασης της παράκτιας ζώνης από την 
ακτή προς την ανοικτή θάλασσα (βαθύ νερό). 
 
 

                                                 
5 Η σχέση (ή εξίσωση) διασποράς  είσάγει έναν περιορισµό µεταξύ της περιόδου (Τ) και του µήκους κύµατος (λ), η 
οποία πρακτικά δηλώνει ότι δεν είναι δυνατή η διάδοση κυµατισµών βαρύτητας που αντιστοιχούν σε αυθαίρετες 
επιλογές  (Τ, λ).  Θα επανέλθουµε στην απόδειξη της σχέσης αυτής σε επόµενο κεφάλαιο. 
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Σχήµα 2:  Περιοχή υφαλοκρηπίδας και παράκτια ζώνη 

 
Για παράδειγµα, στον Ελληνικό θαλάσσιο χώρο (αλλά και στην ευρύτερη περιοχή της Μεσογείου) 
η πλειονότητα (99%) των ανεµογενών κυµατισµών αντιστοιχεί σε µέσες περιόδους  από Τ=2sec 
έως Τ=10 sec. Επειδή το µήκος κύµατος των επιφανειακών κυµατισµών βαρύτητας αυξάνεται  
ανάλογα µε το τετράγωνο της περιόδου, τα αναµενόµενα µήκη κύµατος στο βαθύ νερό που 
αντιστοιχούν στο ανωτέρω διάστηµα των περιόδων  είναι  m150<λ . Γνωρίζοντας ότι το κυµατικό 
πεδίο αποσβένεται σε βάθος νερού που αντιστοιχεί, πρακτικά, σε µισό µήκος κύµατος, µια πρώτη 
εκτίµηση  του βάθους νερού στα όρια µεταξύ της παράκτιας ζώνης και της ανοικτής θάλασσας 
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είναι  mh 70< . Χρησιµοποιώντας µια τυπική τιµή για την µέση κλίση πυθµένα από  2 % έως 3 %  
καταλήγουµε στην ακόλουθη εκτίµηση για την µέγιστη οριζόντια έκταση της παράκτιας  ζώνης  
από την ακτή: kml 3< , βλ., π.χ., και Σχήµα 2. 

 
 

Στις περισσότερες γεωγραφικές περιοχές, η γεωµετρία του θαλάσσιου πυθµένα  παρουσιάζει  
σχετική κανονικότητα, βλέπε Σχήµα  2. Η µέση κλίση του πυθµένα κοντά στην ακτή και στην 
γενικώτερη περιοχή της υφαλοκρηπίδας κυµαίνεται από 2% έως 5%. Μετά την υφαλοκρηπίδα  και 
προς την περιοχή των µεγάλων βαθών, η µέση κλίση του πυθµένα αυξάνεται σηµαντικά  (και έχει, 
γενικώς, τιµές µεγαλύτερες από 10% έως 15%). 
 
 
Η  δυναµική των επιφανειακών κυµατισµών βαρύτητας στην περιοχή της παράκτιας ζώνης  είναι 
πιο πλούσια σε φυσικά φαινόµενα, και ως εκ τούτου παρουσιάζει και το µεγαλύτερο ενδιαφέρον 
εξέτασης, Massel (1989). Στην περιοχή αυτή  συναντώνται όλα τα  χαρακτηριστικά κυµατικά 
φαινόµενα, και συγκεκριµένα 
 
- ανάκλαση (reflection) και διάθλαση (refraction) των κυµατισµών, καθώς και τροποποίηση του 

πλάτους των κυµατισµών λόγω ρήχωσης (shoaling), 
- αλληλεπίδραση µε την τρισδιάστατη βαθυµετρία και φαινόµενα περίθλασης ή σκέδασης των 

κυµατισµών (diffraction), 
- διασπορά των κυµατισµών (dispersion), 
 
καθώς επίσης και σηµαντικά µη γραµµικά φαινόµενα, όπως: 
 
-    τριβή πυθµένα και εξασθένηση της ροής της κυµατικής ενέργειας (bottom friction and wave 

energy dissipation), 
- µη γραµµικές αλληλεπιδράσεις µεταξύ διαφορετικών κυµατικών συνιστωσών, και µεταφορά 

ενέργειας από µια αρχική ζώνη συχνοτήτων του φάσµατος των κυµατισµών προς µικρότερες 
και µεγαλύτερες συχνότητες (non-linear interactions), 

- δηµιουργία (κυµατογενών) ρευµάτων (wave induced currents) και µεταφορά µάζας, 
- θραύση των κυµατισµών κοντά στην ακτή (wave breaking). 
 
 
 
1.4  Ακουστικά  κύµατα στο θαλάσσιο περιβάλλον 

 
Τα ακουστικά κύµατα (acoustic waves), τα οποία παράγουν την αίσθηση του ήχου στο ανθρώπινο 
αυτί, είναι κύµατα συµπίεσης (διαταραχές πίεσης), που διαδίδονται µέσα σε ένα ακουστικό µέσο. 
Το ακουστικό µέσο (ή µέσο διάδοσης του ήχου) µπορεί να είναι ρευστό (υγρό ή αέριο), στερεό ή 
και συνδυασµός των ανωτέρω. Αντίστοιχα µε τα ακουστικά είναι τα υπερηχητικά κύµατα 
(ultrasonic waves) και υποηχητικά κύµατα (infrasonic waves), των οποίων οι συχνότητες είναι 
εκτός των ορίων της ανθρώπινης ακοής (υψηλότερες ή χαµηλότερες, αντίστοιχα).  
 
Η διάδοση των ακουστικών κυµάτων βρίσκει πολλές και σηµαντικές εφαρµογές στη θάλασσα. Το 
θαλάσσιο περιβάλλον αποτελεί ένα φυσικό κυµατοδηγό, ο οποίος περιορίζεται άνωθεν από την 
ελεύθερη απιφάνεια και κάτωθεν από το θαλάσσιο πυθµένα. Λόγω του γεγονότος  αυτού, και 
επειδή η απορρόφηση της ακουστικής ενέργειας (ισχύος) από το θαλασσινό νερό είναι πού µικρή, 
τα ακουστικά κύµατα µπορούν να διαδοθούν σε µεγάλες αποστάσεις µέσα στη θάλασσα (ως πολλές 
εκατοντάδες χιλιόµετρα). Γι’ αυτό το λόγο, ακουστικά κύµατα χρησιµοποιούνται στη θάλασσα για 
βαθυµετρήσεις, ανίχνευση και παρακολούθηση αντικειµένων, υποθαλάσσια τηλεπικοινωνία και 
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µετάδοση πληροφοριών, τοµογραφική διερεύνηση των θαλασσίων µαζών και του πυθµένα της 
θάλασσας και πολλές άλλες εφαρµογές, βλ., π.χ., Brekhovskikh & Lysanov (1982), Urick (1975). 
 
1.5  ∆ιεγείροντα αίτια του ήχου και  θορύβου στην θάλασσα 
 
Η διέγερση των ακουστικών κυµάτων στο θαλάσσιο περιβάλλον προέρχεται είτε από το θόρυβο 
περιβάλλοντος (ambient noise) είτε από κάποια συγκεκριµένη υδροακουστική εφαρµογή. Οι όροι 
ήχος και θόρυβος χρησιµοποιούνται εδώ για να δηλώσουν  την διάκριση  ανάµεσα σε ένα 
διαµορφωµένο  ηχητικό σήµα (ήχος), το οποίο µπορεί να περιλαµβάνει  µια  ή περισσότερες κύριες 
αρµονικές και τα πολλαπλάσια αυτών, και ένα ηχητικό σήµα µε περισσότερο ακανόνιστα 
χαρακτηριστικά (θόρυβος), στο οποίο δεν διακρίνεται κάποια διαµόρφωση ή άλλη κανονικότητα, 
αντίστοιχα. 
 
Θόρυβος  περιβάλλοντος 
 
Σε ότι αφορά τον θόρυβο περιβάλλοντος στην θάλασσα αυτός κυρίως οφείλεται  είτε σε φυσικά 
αίτια, είτε σε άλλες ανθρώπινες δραστηριότητες που δεν σχετίζονται µε κάποια συγκεκριµένη 
υδροακουστική εφαρµογή. 
 
Ο  θόρυβος περιβάλλοντος αποτελεί ουσιαστικό χαρακτηριστικό γνώρισµα µιας θαλάσσιας 
περιοχής, περιέχοντας µια πληθώρα πληροφοριών για την κατάσταση θάλασσας στην 
συγκεκριµένη περιοχή, την κατάσταση της ατµόσφαιρας άνωθεν αυτής, τις τεκτονικές διεργασίες 
στον θαλάσσιο πυθµένα κλπ. 
 
Η γενική µορφή του φάσµατος του θορύβου περιβάλλοντος εικονίζεται στο Σχήµα 3, Wenz (1962). 
 
Πιο συγκεκριµένα, στην περιοχή των πολύ χαµηλών συχνοτήτων (0.1 Hz έως 10 Hz) η κύρια πηγή 
του θορύβου περιβάλλοντος είναι οι σεισµοί, οι εκρήξεις υποθαλασσίων ηφαιστίων, και οι µη 
γραµµικές αλληλεπιδράσεις  θαλασσίων κυµατισµών βαρύτητας. 
 
Στην περιοχή των µεσαίων χαµηλών συχνοτήτων (50 Hz  έως 300 Hz) η κύρια πηγή του θορύβου 
περιβάλλοντος είναι οι θαλάσσιοι πλόες. Ανάλογα µε την ύπαρξη κανονικής ή αυξηµένης 
κυκλοφορίας πλοίων στην ευρύτερη εξεταζόµενη περιοχή, το φάσµα θορύβου περιβάλλοντος 
διαµορφώνεται όπως εικονίζεται στο Σχήµα 2,  µε  γραµµοσκίαση και µε διακεκοµµένη γραµµή, 
αντίστοιχα. 
 
Στην ευρύτερη περιοχή των συχνοτήτων από 1 Hz έως 50 kHz µεγάλο τµήµα του φάσµατος 
θορύβου περιβάλλοντος προέρχεται από την κατάσταση της θάλασσας και της ατµόσφαιρας (τον 
καιρό) στην εξεταζόµενη περιοχή. Πιο συγκεκριµένα, στην περιοχή από 1 Hz έως 100 Hz  µεγάλο 
τµήµα του θορύβου περιβάλλοντος προέρχεται από τους θαλάσσιους  ανεµογενείς κυµατισµούς και 
από τις δευτεροτάξιες µεταβολές της πίεσης στο πεδίο κυµατισµών.  Στην περιοχή συχνοτήτων από 
100 Hz έως 10 kHz ο θόρυβος περιβάλλοντος προέρχεται από την αλληλεπίδραση της αέριας µάζας 
µε την θάλασσα, την γένεση και την θραύση των κυµατισµών, και από την θραύση των 
φυσαλλίδων αέρα, οι οποίες  παγιδεύονται  στο επιφανειακό στρώµα νερού. 
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Σχήµα 3: Το γενικό φάσµα θορύβου περιβάλλοντος 
 
 
 
Υδροακουστικές εφαρµογές 
 
Σε ότι αφορά τις υδροακουστικές εφαρµογές, οι περιοχές συχνοτήτων των ακουστικών κυµάτων 
που χρησιµοποιούνται στις εφαρµογές καλύπτουν ένα ευρύτατο φάσµα, που αρχίζει από 
υποπολλαπλάσια του Hz και φτάνει ως πολλά KHz. Ανάλογα µε την περιοχή συχνοτήτων, οι 
εφαρµογές των ακουστικών κυµάτων στη θάλασσα ταξινοµούνται ως εξής: 
 
(i) Πολύ χαµηλές συχνότητες (0.1-10Hz): Χρησιµοποιούνται σε σεισµικές εφαρµογές, στις οποίες 

το ενδιαφέρον στρέφεται στη διερεύνηση του πυθµένα της θάλασσας. Η έρευνα του πυθµένα 
έχει ως στόχο τη µελέτη των υποστρωµάτων που τον αποτελούν και την ανίχνευση τυχόν 
ασυνεχειών. Ετσι, γίνεται γνωστή η σύστασή του, διαπιστώνεται η δυνατότητα θεµελίωσης 
υποθαλασσίων κατασκευών, ανιχνεύονται υποθαλάσσια κοιτάσµατα πετρελαίου κ.λ.π.  
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(ii)  Μεσαίες συχνότητες (10Hz-1KHz): ∆ύο µεγάλες περιοχές εφαρµογών που χρησιµοποιούν 
αυτές τις συχνότητες είναι η Θαλάσσια Ακουστική Τοµογραφία (Ocean Acoustic Tomography) 
και η παθητική ακρόαση.  

 
Η αρχή της ακουστικής τοµογραφίας βασίζεται στο γεγονός ότι, καθώς κάποιο ηχητικό σήµα 
διαδίδεται στο θαλάσσιο περιβάλλον επηρεάζεται και διαµορφώνεται από τις ακουστικές 
παραµέτρους του περιβάλλοντος, αποθηκεύοντας έτσι πληροφορίες για την δοµή και τη 
σύσταση της θαλάσσιας µάζας απ'όπου διέρχεται. Καταγράφοντας το διαµορφωµένο ηχητικό 
σήµα που φθάνει σε µια ορισµένη θέση, µε κατάλληλη επεξεργασία µπορούµε να ανακτήσουµε 
ένα µέρος από τις πληροφορίες που περιέχει.. 
 
Τα παθητικά συστήµατα ακρόασης αξιοποιούν τους ήχους που φτάνουν σε κάποιο δέκτη που 
παρακολουθεί το θόρυβο της θάλασσας. Τα ακουστικά κύµατα που συλλαµβάνονται έχοντας 
διανύσει πολλές εκατοντάδες (ή και χιλιάδες) χιλιόµετρα στη θάλασσα µεταφέρουν 
πληροφορίες για σεισµούς, εκρήξεις ηφαιστείων και µακρινές καταιγίδες. Επίσης, στις 
συχνότητες αυτές (κυρίως στην περιοχή 50-300Hz), είναι αισθητός ο θόρυβος από την κίνηση 
των πλοίων (ship traffic noise), τον επιφανειακό άνεµο και τα κύµατα ελεύθερης επιφάνειας, 
τις βροχοπτώσεις και άλλα µετεωρολογικά φαινόµενα  
 

(iii)  Υψηλές συχνότητες (1 KHz-µερικές δεκάδες KHz): Χρησιµοποιούνται για την  ανίχνευση 
αντικειµένων (echo location) από “ενεργά” (active) συστήµατα (τα οποία είναι γνωστά και ως 
SONAR), για βαθυµετρήσεις (echo sounding), ανίχνευση κοπαδιών από ψάρια, στην 
υποβρύχια αρχαιολογία, στον εντοπισµό υποβρυχίων, τορπιλών και άλλων υποθαλάσσιων 
στόχων από πλοία του Πολεµικού Ναυτικού.  

 
(iv) Πολύ υψηλές συχνότητες (ως 300KHz περίπου): Σ’ αυτήν την περιοχή συχνοτήτων γίνεται η 

υποθαλάσσια επικοινωνία και µετάδοση πληροφοριών. Είναι γνωστό ότι στον αέρα, ως µέσο 
τηλεπικοινωνίας και µεταφοράς πληροφοριών, χρησιµοποιούνται τα ηλεκτροµαγνητικά 
κύµατα. Οµως στο νερό παρουσιάζουν µεγάλη απόσβεση και δεν διαδίδονται παρά µόνο σε 
πολύ µικρές αποστάσεις. Ετσι το ρόλο που παιζουν τα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα στον αέρα 
παίζουν στο νερό τα ακουστικά κύµατα, τα οποία, όπως αναφέραµε και προηγουµένως, 
διαδίδονται σε πολύ µεγάλες αποστάσεις, Jensen et al (1994). ∆ύο σηµαντικές εφαρµογές της 
διάδοσης των ακουστικών κυµάτων στην υποθαλάσσια επικοινωνία και µετάδοση 
πληροφοριών είναι:  

 
α)  οµιλία, π.χ. συνοµιλία ανάµεσα σε δύτες, και  
β)  µεταφορά δεδοµένων από κατάλληλα όργανα (telemetry). 
 

  
1.6   Ακουστικές  παράµετροι θαλασσίου περιβάλλοντος 
 
Οι σηµαντικώτερες φυσικές παράµετροι οι οποίες επηρεάζουν την διάδοση των ακουστικών 
κυµάτων στην θάλασσα είναι: η θερµοκρασία και η αλατότητα του θαλασσινού νερού,  η ταχύτητα 
του ήχου στο νερό, η πυκνότητα του νερού και η ύπαρξη διαστρωµατώσεων της στήλης του νερού, 
η γεωµορφολογία και η σύσταση του θαλάσσιου πυθµένα,  καθώς και η κατάσταση της θάλασσας 
από άποψη κυµατισµών. 
 
Λόγω της µεγάλης σηµασίας που παρουσιάζουν οι ανωτέρω φυσικές παράµετροι στην διάδοση του 
ήχου στη θάλασσα θα αναπτυχθούν λεπτοµερέστερα στην συνέχεια. 
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1.6.1  Κατακόρυφη κατανοµή της  θερµοκρασσίας στη θάλασσα 
 
Στο Σχήµα 4 παρουσιάζεται µια τυπική µορφή της  κατακόρυφης κατανοµή της θερµοκρασίας στη 
στήλη του θαλασσινού νερού. Όπως προκύπτει από το σχήµα αυτό, η θερµοκρασία παρουσιάζει 
µέγιστο κοντά στην ελεύθερη επιφάνεια του νερού. 
 
Το πρώτο στρώµα κάτω από την ελεύθερη επιφάνεια πάχους µερικών δεκάδων έως περίπου εκατό 
µέτρων ονοµάζεται στρώµα αναµείξεως. Στην περιοχή αυτή η δράση των θαλασσίων κυµατισµών 
συντελεί σε µια εξισορρόπηση της θερµοκρασίας του νερού σε σταθερά επίπεδα. Τα επίπεδα αυτά  
διαφοροποιούνται ανάλογα µε την εποχή, αλλά και την ώρα της ηµέρας, Ειδικώτερα, κατά τους 
θερινούς µήνες, αλλά και κατά τις θεµότερες ώρες της ηµέρας, το κατακόρυφο προφίλ της 
θερµοκρασίας του θαλασσινού νερού παρουσιάζει µια τοπική αύξηση κοντά στην ελεύθερη 
επιφάνεια (θερινό προφίλ στο  Σχήµα 4). Κατά τους χειµερινούς µήνες η µέση θερµοκρασία του 
θαλασσινού νερού στο στρώµα αναµείξεως παραµένει σταθερή µε µια πολύ µικρή τάση ελάττωσης 
κοντά στην ελεύθερη επιφάνεια. 
 
Κάτωθεν του στρώµατος αναµείξεως υπάρχει η κύρια θερµοκλινής ζώνη, η οποία συνήθως έχει 
πάχος αρκετές εκατοντάδες µέτρα, όπου η θερµοκρασία ελαττώνεται µε σταθερό ρυθµό, λόγω της 
ελάττωσης του βάθους και, κατά συνέπεια, της ελάττωσης της ροής της θερµότητας από την 
ελεύθερη επιφάνεια. Σε πολύ µεγαλύτερα βάθη,  κάτωθεν της κύριας θερµοκλινούς, ευρίσκεται η 
ισοθερµική ζώνη. Στην περιοχή αυτή η θερµοκρασία του νερού σταθεροποιείται στους 3οC, 
περίπου, ως αποτέλεσµα της θερµοδυναµικής ισορροπίας του θαλασσινού νερού σε πολύ µεγάλη 
πίεση.  
 
Ενδεικτικά, στο Σχήµα 5 παρουσιάζεται η µέση ετήσια κατανοµή της θερµοκρασίας σε βαθµούς 
Κελσίου κατά µήκος µιάς τοµής Ατλαντικό Ωκεανό, από τον Νότιο έως τον Βόρειο Πόλο. 
 
1.6.2 Αλατότητα του θαλασσινού νερού 
 
Η αλατότητα του θαλασσινού νερού δηλώνει την µέση περιεκτικότητα των διαλυµένων  αλάτων σε 
αυτό,  και κυµαίνεται από 30 00

0  έως  45 00
0 . Η αλατότητα έχει την τάση να ελαττώνεται µε το 

βάθος χωρίς όµως να παρουσιάζει την έντονη διαστρωµάτωση που παρουσιάζει η κατακόρυφη 
κατανοµή της θερµοκρασίας. Επίσης, η αλατότητα είναι σηµαντικά εξαρτώµενη από την ευρύτερη 
γεωγραφική περιοχή, π.χ. η µέση επιφανειακή αλατότητα του  Ατλαντικού (34-36 00

0 ) είναι 
µικρότερη από την αντίστοιχη της Μεσογείου (36 00

0  στις δυτικές περιοχές -39 00
0  στις 

ανατολικώτερες περιοχές), και η τελευταία είναι σηµαντικά µικρότερη από την αλατότητα της 
Ερυθράς θάλασσας.  Εκτός αυτού, η αλατότητα παρουσιάζει εντονώτερη διακύµανση στην 
παράκτια ζώνη,  όπου π.χ. κοντά στις εκβολές µεγάλων ποταµών το θαλασσινό νερό εµπλουτίζεται  
µε γλυκό νερό µε αποτέλεσµα την έντονη πτώση της αλατότητας. 
 
Ενδεικτικά, στο Σχήµα 6 παρουσιάζεται η µέση ετήσια κατανοµή της αλατότητας σε µέρη τοις 
χιλίοις κατά µήκος µιάς τοµής Ατλαντικό Ωκεανό, από τον Νότιο έως τον Βόρειο Πόλο. 
 
1.6.3  Ταχύτητα του ήχου στη θάλασσα 

 
Η κατανοµή της ταχύτητας του ήχου στην θαλάσσια µάζα. επηρεάζει σε µέγιστο βαθµό τα 
φαινόµενα διάδοσης του ήχου στην θάλασσα. Γενικώς, η ταχύτητα διάδοσης του ήχου σε 
οποιοδήποτε ακουστικό µέσο είναι ένα µέγεθος που σχετίζεται µε την πυκνότητα και την 
συµπιεστότητα του ακουστικού µέσου. Στη θάλασσα η πυκνότητα του νερού επηρεάζεται κυρίως 
από τη (στατική) πίεση, την αλατότητα και την θερµοκρασία του νερού. Ετσι, η ταχύτητα του ήχου 
στην θάλασσα είναι αύξουσα συνάρτηση της θερµοκρασίας της αλατότητας, καθώς επίσης και της 
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υδροστατικής πίεσης. Επειδή η υδροστατική πίεση αυξάνεται γραµµικά µε το βάθος, η ταχύτητα 
του ήχου στην θάλασσα είναι αύξουσα συνάρτηση του βάθους. 
 
Μία απλή έκφραση για την εξάρτηση της ταχύτητας του ήχου στην θάλασσα από τις ανωτέρω 
παραµέτρους δίδεται από την ακόλουθη σχέση, Clay & Medwin (1977), 
 
 z.)S()T..(T.T.T..c 016003501034100029005506421449 32 +−−++−+=  
 
όπου c  η ταχύτητα του ήχου στο θαλάσσινο νερό σε m/sec, T  η θερµοκρασία του νερού σε 
βαθµούς Κελσίου, S  η αλατότητα του νερού σε ποσοστό επί τοις χιλίοις ( 00

0  ή ppt), και z  το 
βάθος σε m. Όπως προκύπτει και από την ανωτέρω σχέση, η ταχύτητα του ήχου στο θαλασσινό 
νερό παρουσιάζει µικρές διακυµάνσεις και, γενικώς, λαµβάνει τιµές εντός των ορίων  από c=1450 
m/s   έως  c=1570 m/s. Παρ' όλα αυτά, όπως θα δούµε και στην συνέχεια, οι διακυµάνσεις αυτές, 
και ιδιαίτερα η δηµιουργία τοπικών ελαχίστων της κατακόρυφης κατανοµής της ταχύτητας του 
ήχου c(z)  σε κάποιο βάθος, έχουν ως αποτέλεσµα πολύ σηµαντικές τροποποιήσεις στην µορφή 
διάδοσης του ήχου στην θάλασσα. Το γεγονός αυτό οφείλεται, κυρίως, στα φαινόµενα διάθλασης 
τα οποία είναι άµεσα συνδεδεµένα µε τις µεταβολές της ταχύτητας του ήχου. 
 
Επιπροσθέτως, η κατανοµή της ταχύτητας του ήχου στο θαλασσινό νερό, πέραν της εξάρτησης της 
εκ των ανωτέρω παραµέτρων, παρουσιάζει συγκεκριµένη εποχιακή και ηµερήσια µεταβλητότητα, 
καθώς και γεωγραφική µεταβλητότητα (δηλαδή µεταβάλλεται από τόπο σε τόπο). 
 
Μία τυπική µορφή της κατακόρυφης κατανοµής της ταχύτητας του ήχου στην θάλασσα 
παρουσιάζεται στο Σχήµα 7. Οπως παρατηρούµε στο σχήµα αυτό η ταχύτητα του ήχου παρουσιάζει 
εντονότερη µεταβολή στο ανώτερο στρώµα του νερού.  Στην περιοχή αυτή µερικών µέτρων έως 
µερικών δεκάδων µέτρων βάθους κάτω από την επιφάνεια της θάλασσας η ταχύτητα του ήχου 
µεταβάλλεται  σηµαντικά τόσο κατά την διάρκεια της µέρας, όσο και εποχιακά. Στις θερµότερες 
ώρες της ηµέρας και κατά τους θερινούς µήνες, όταν η κατάσταση της θάλασσας είναι σχετικά 
ήρεµη, η τοπική αύξηση της θερµοκρασίας του νερού κοντά στην επιφάνεια  έχει σαν αποτέλεσµα 
την αντίστοιχη αύξηση της ταχύτητας του ήχου. 
 
Το πρώτο στρώµα  νερού  κοντά στην ελεύθερη επιφάνεια παχους µερικών δεκάδων ονοµάζεται 
στρώµα αναµείξεως.  Στην  περιοχή αυτή, η θερµοκρασία του νερού είναι σταθερή, γεγονός που 
οφείλεται στην δράση των κυµατισµών. Κατά συνέπεια, στην περιοχή αυτή η ταχύτητα του ήχου 
παραµένει σταθερή ή αυξάνεται µε πολύ µικρό ρυθµό, λόγω της  αυξήσεως της υδροστατικής 
πίεσης µε το βάθος. Ακριβώς κάτω από το στρώµα αναµείξεως ευρίσκεται η κύρια θερµοκλινής, 
µία περιοχή βαθών στην οποία η θερµοκρασία του νερού και κατά συνέπεια και η ταχύτητα του 
ήχου ελαττώνονται µε σταθερό ρυθµό καθώς το βάθος αυξάνεται. 
 
Σε αρκετά µεγαλύτερα βάθη, κάτωθεν της κύριας θερµοκλινούς, η θερµοκρασία του θαλασσινού 
νερού σταθεροποιείται περίπου στους 3οC, και παύει να µεταβάλλεται µε το βάθος. Στη περιοχή 
αυτή, η οποία ονοµάζεται ισοθερµική ζώνη, η ταχύτητα του ήχου αυξάνεται µε µικρό και σταθερό 
ρυθµό µε το βάθος, λόγω της διαρκούς αυξήσεως της υδροστατικής πίεσης. 
 
Ενδεικτικά, στο Σχήµα 8 εικονίζεται η ανωτέρω εξάρτηση της ταχύτητας του ήχου από την τυπική  
κατακόρυφη κατανοµή της θερµοκρασίας και  το βάθος, για σταθερή αλατότητα.  Από το Σχήµα 8 
παρατηρούµε την χαρακτηριστική εµφάνιση δύο τοπικών ελαχίστων  στην τυπική κατακόρυφη 
κατανοµή της ταχύτητας του ήχου. Ένα  πρώτο τοπικό ελάχιστο παρατηρειται στην θέση της 
ελεύθερης επιφάνειας  (ή κοντά σε αυτήν), και ένα γενικό ελάχιστο παρατηρείται  σε βάθος που 
αντιστοιχεί κοντά στο βαθύτερο όριο της κύριας θερµοκλινούς ζώνης. Αυτό συµβαίνει διότι µεταξύ 
της κυρίας θερµοκλινούς ζώνης, όπου η ταχύτητα του ήχου ελαττώνεται µε το βάθος, και της 
ισοθερµικής ζώνης, όπου η ταχύτητα του ήχου αυξάνεται µε το βάθος, υπάρχει κάποια θέση στην 
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οποία η κατανοµή της ταχύτητας του ήχου παρουσιάζει ελάχιστο. Το βάθος που αντιστοιχεί στην 
θέση αυτή ορίζει τον άξονα του βαθέος υποβρυχίου ακουστικού καναλιού (deep Underwater Sound 
Channel). 
 
Η σηµασία των ανωτέρω τυπικών  χαρακτηριστικών της κατακόρυφης κατανοµής της ταχύτητας 
του ήχου στο θαλασσινό νερό  γίνεται  εµφανής µε την βοήθεια του  Σχήµατος  9.  Στο σχήµα αυτό, 
που ονοµάζεται διάγραµµα ηχητικών ακτίνων,    εικονίζεται η µορφή των χαρακτηριστικών 
γραµµών διάδοσης του ήχου στην θάλασσα,  οι οποίες αντιστοιχούν σε ένα ηχητικό σήµα το οποίο 
εκπέµπεται την ηχητική πηγή µε συγκεκριµένη γωνία εκποµπής. Επίσης, στο αριστερό µέρος του  
ίδιου σχήµατος  εικονίζεται και η τυπική κατακόρυφη κατανοµή της ταχύτητας του ήχου, η οποία  
θεωρείται οριζοντίως αµετάβλητη, και η οποία παρουσιάζει ένα τοπικό ελάχιστο στην ελεύθερη 
επιφάνεια και ένα ολικό ελάχιστο σε βάθος  περίπου 300m (θέση υποβρυχίου ακουστικού 
καναλιού). 
 
Στην περίπτωση του Σχήµατος 9(α), η ηχητική πηγή ευρίσκεται σε µικρό βάθος (περίπου 50 m) 
κάτω από την ελεύθερη επιφάνεια. και εκπέµπει µια δέσµη ηχητικών ακτίνων. Παρατηρούµε από 
το σχήµα αυτό ότι λόγω της συγκεκριµένης µορφής του κατακορύφου προφίλ της ταχύτητας του 
ήχου ένα σηµαντικό τµήµα της ηχητικής ενέργειας από την πηγή περιορίζεται κατά την διάδοση 
του σε ένα στρώµα νερού κάτω από την ελεύθερη επιφάνεια (στο παράδειγµα το στρώµα αυτό έχει 
πάχος περίπου 100 m ).  Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα την δηµιουργία ενός επιφανειακού ηχητικού 
καναλιού (surface duct), στο οποίο η ένταση του ηχητικού σήµατος θα είναι αυξηµένη, και ως εκ 
τούτου στην ζώνη αυτή το ηχητικό σήµα θα διανύσει µεγάλη απόσταση προτού να αποσβεσθεί. Η 
παραπάνω µορφή αποτελεί  µιά από τις χαρακτηριστικές µορφές διάδοσης του ήχου στην θάλασσα. 
 
Επίσης, µε την βοήθεια του ανωτέρω παραδείγµατος, είµαστε σε θέση να παρατηρήσουµε την 
ύπαρξη ενός άλλου χαρακτηριστικού φαινοµένου κατά την διάδοση του ήχου στη θάλασσα,  όπως 
είναι η εµφάνιση ζώνης σκιάς. Στο συγκεκριµένο παράδειγµα, εξ'αιτίας της καµπύλωσης των 
ηχητικών ακτίνων λόγω διάθλασης, οι ηχητικές ακτίνες δεν διαδίδονται  στην περιοχή που 
εκτείνεται από 5km έως 15 km από την πηγή και σε βάθος από 100m έως 300m, περίπου.  
 
Στην περίπτωση του Σχήµατος 9(β), η ηχητική πηγή εκπέµπει σε  βάθος κοντά στον άξονα του 
υποβρύχιου ακουστικού καναλιού, ο οποίος αντιστοιχεί στην θέση του ολικού ελαχίστου της 
ταχύτητας του ήχου, και ο οποίος ευρίσκεται περίπου 300 m κάτω από την ελεύθερη επιφάνεια. 
Παρατηρούµε από το σχήµα αυτό ότι ένα σηµαντικό τµήµα της ηχητικής ενέργειας από την πηγή 
περιορίζεται κατά την διάδοση του σε ένα στρώµα νερού γύρω από τον άξονα του υποβρύχιου 
ακουστικού καναλιού.   Για τους ίδιους όπως και προηγουµένως λόγους,  η ένταση του ηχητικού 
σήµατος στο υποβρύχιο ακουστικό κανάλι θα είναι σηµαντικά αυξηµένη, και ως εκ τούτου στην 
ζώνη αυτή το ηχητικό σήµα θα διανύσει µεγαλύτερη απόσταση προτού να αποσβεσθεί. 
 
H ανωτέρω συζήτηση για τις  χαρακτηριστικές µορφές  διάδοσης του ήχου στο θαλάσσιο 
περιβάλλον αφορά κυρίως το βαθύ νερό. Καθώς το βάθος του νερού ελαττώνεται η επίδραση του 
θαλάσσιου πυθµένα στην διάδοση του ήχου καθίσταται ολοένα και πιο σηµαντική. Στην  ζώνη της 
υφαλοκρηπίδας, όπου το βάθος νερού είναι µικρότερο από  300m έως 500m, η χαρακτηριστική 
µορφή διάδοσης του ήχου περιλαµβάνει  πολλαπλές ανακλάσεις της δέσµης των ηχητικών ακτίνων 
από την ελεύθερη επιφάνεια και τον πυθµένα. Με αυτήν την έννοια, στην ανωτέρω περιοχή, η 
ελεύθερη επιφάνεια και ο πυθµένας, ως φυσικά σύνορα του θαλάσσιου κυµατοδηγού, καθίστανται 
πολύ σηµαντικά. 
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Κλείνοντας το εδάφιο αυτό, στο Σχήµα 10 παρουσιάζονται ενδεικτικά οι µέσες εποχιακές 
κατακόρυφες κατανοµές της ταχύτητας του ήχου στην θαλάσσια περιοχή µεταξύ Λέσβου και Χίου. 
Συγκεκριµένα στο Σχήµα 10(α,β,γ,δ) παρουσιάζονται τα κατακόρυφα προφίλ της ταχύτητας του 
ήχου στην ανωτέρω περιοχή κατά τον Χειµώνα, την Ανοιξη, το Θέρος και το Φθινόπωρο, 
αντίστοιχα. Όπως παρατηρούµε από τα σχήµατα αυτά, οι χαρακτηριστικές εποχιακές µεταβολές της 
κατακόρυφης κατανοµής της ταχύτητας του ήχου συµβαίνουν στο ανώτερο στρώµα νερού πάχους 
200m. Κάτωθεν του στρώµατος αυτού, το οποίο για την συγκεκριµένη περιοχή αντιστοιχεί κοντά 
στο βάθος του υποβρύχιου ακουστικού καναλιού, η κατανοµή της ταχύτητας του ήχου είναι 
πρακτικά ανεξάρτητη από την εποχή, και εξαρτάται µόνο από το βάθος. Τέλος, στο Σχήµα 11 
εικονίζεται η µέση εποχιακή κατανοµή της ταχύτητας του ήχου κατά τους µήνες Φεβρουάριο, 
Μάρτιο και Απρίλιο, κατά µήκος µιας τοµής στον Ατλαντικό Ωκεανό. Παρατηρούµε στο σχήµα 
αυτό  την θέση του υποβρύχιου ηχητικού καναλιού (έντονη αξονική γραµµή) καθώς και τα όρια 
του επιφανειακού ηχητικού καναλιού (έντονη διακεκοµµένη γραµµή). 
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   ελεύθερη  επιφάνεια                  θερινό προφίλ 
           c(z) 
  χειµερινό 
                        προφίλ                                          
 
 
      κύρια  θερµοκλινής 
 
 
 
      άξονας  βαθέος  υποβρυχίου  
       ηχητικού καναλιού 
 
       
 
 
 
       z 
 
 
Σχήµα  7:  Τυπική  µορφή της κατακόρυφης κατανοµής  της ταχύτητας του ήχου στο  θαλασσινό 
νερό. 
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1.6.4  Φυσικά σύνορα του θαλάσσιου κυµατοδηγού 
 
Ο θαλάσσιος ακουστικός κυµατοδηγός δηµιουργείται από δύο φυσικά σύνορα: την ελεύθερη 
επιφάνεια και τον πυθµένα. Τα φυσικά αυτά σύνορα έχουν την ιδιότητα να περιορίζουν την 
κατακόρυφη έκταση του ακουστικού µέσου (θαλασσινό νερό) και µε αυτόν τον τρόπο να 
υποβοηθούν τη διάδοση των ακουστικών κυµάτων σε µεγάλες οριζόντιες αποστάσεις στο 
θαλασσινό νερό, ιδιαίτερα στην περιοχή της υφαλοκρηπίδας.  
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Η ελεύθερη επιφάνεια αποτελεί γενικώς ένα  σύνορο µε πολύ καλές ανακλαστικές ιδιότητες. Τα 
υδροακουστικά κύµατα τα οποία προσπίπτουν στην ήρεµη ελεύθερη επιφάνεια  ανακλώνται σχεδόν 
πλήρως, και µε αυτό τον τρόπο η ακουστική ενέργεια που προσπίπτει στην ελεύθερη επιφάνεια 
ανακλάται χωρίς µεγάλες απώλειες και συνεχίζει την διάδοση της στην θαλάσσια µάζα. 
 
Στην περίπτωση  που η ελεύθερη επιφάνεια είναι ταραγµένη, όπως συµβαίνει εξ' άιτίας των 
επιφανειακών κυµατισµών, η δηµιουργία  φυσαλλίδων αέρα (από την θραύση των κυµατισµών και 
την ανάµιξη του αέρα) που παγιδεύονται σε ένα πρώτο στρώµα νερού µικρού πάχους έχει σαν 
αποτέλεσµα την τοπική σκέδαση ενός τµήµατος της ακουστικής ενέργειας. Παρά το γεγονός ότι 
στην περίπτωση αυτή οι απώλειες είναι κάπως αυξηµένες, σηµαντικό τµήµα της ηχητικής ενέργειας 
που προσπίπτει στην ελέυθερη επιφάνεια ανακλάται πίσω προς την θαλάσσια µάζα. 
 
Όπως ήδη έχει αναφερθεί ο θαλάσσιος πυθµένας είναι µια επιφάνεια  µε  σχετικά µικρή µέση 
κλίση στην περιοχή της υφαλοκρηπίδας (δηλαδή σε βάθη νερού µικρότερα από 200 - 300 m), η 
οποία συνήθως κυµαίνεται από 2%  έως  3%. 
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Ενδεικτικά, στο Σχήµα 12 παρουσιάζονται τα γεωλογικά χαρακτηριστικά του θαλάσσιου πυθµένα 
σε µια περιοχή της Μεσογείου, από την ακτή (βάθος νερού 35 m περίπου) έως και µετά το όριο της 
υφαλοκρηπίδας. Παρατηρούµε στο συγκεκριµένο παράδειγµα ότι στο όριο της υφαλοκρηπίδας η 
κλίση πυθµένα µεταβάλλεται σχετικώς απότοµα από γωνία περίπου 2.5ο (κλίση 4.3%) στην περιοχή 
της υφαλοκρηπίδας σε γωνία  περίπου 27ο (κλίση 50%) στην περιοχή νερού µεγάλου βάθους. 
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Η δοµή του θαλάσσιου πυθµένα εξαρτάται βεβαίως από τα τοπικά γεωλογικά χαρακτηριστικά της 
κάθε γεωγραφικής περιοχής, γενικώς όµως µπορεί να θεωρηθεί ότι αποτελείται από µια σειρά 
(διαστρωµάτωση) από ιζήµατα τα οποία  ευρίσκονται υπερκείµενα στο στερεό υπόστρωµα, βλέπε, 
π.χ.,  και Σχήµα  12.  
 
Ο τυπικός χαρακτηρισµός των ακουστικών ιδιοτήτων των ιζηµάτων γίνεται µε βάση την ισοδύναµη 
περιεκτικότητα τους σε άµµο, πηλό και άργιλο. Ενδεικτικά στον Πίνακα 1, καταγράφονται τυπικές 
τιµές της πυκνότητας και της ταχύτητας του ήχου για διάφορα υλικά, σε σχέση και µε το πορώδες 
του κάθε υλικού. 
 

Υλικό Πορώδες 
(%) 

Πυκνότητα 
(kg/m3) 

Ταχύτητα ήχου 
(m/sec) 

Αργιλος 70 1280 1500 
Πηλός 55 1600 1600 
Αµµος 45 1900 1700 
Χαλίκι 35 2000 1750 
Πέτρες 25 2100 2000 
Ασβεστόλιθος - 2400 3000 

 
Πίνακας 1. Τυπικές τιµές της πυκνότητας και της ταχύτητας του ήχου για διάφορα υλικά, 
σε σχέση µε το πορώδες του κάθε υλικού. 

 
Ο θαλάσσιος πυθµένας είναι ακουστικά διαπερατό υλικό. Κατά συνέπεια, ένα (συνήθως 
σηµαντικό) τµήµα της ακουστικής ενέργειας που µεταφέρει ένα ηχητικό κύµα και το οποίο 
προσπίπτει στον πυθµένα ανακλάται πίσω προς την θαλάσσια µάζα ενώ το υπόλοιπο διαπερνά τον 
θαλάσσιο πυθµένα και διαδίδεται µέσα σε αυτόν. Με βάση τις ανωτέρω παρατηρήσεις ένα  γενικό 
ακουστικό µοντέλο του θαλάσσιου κυµατοδηγού, το οποίο συµπεριλαµβάνει και τον ακουστικό 
πυθµένα,  είναι όπως παρουσιάζεται στο Σχήµα 13. 

 
1.6.5  Γεωµετρική εξασθένηση της ηχητικής ενέργειας 
 
Στην υδροακουστική ασχολούµαστε µε τη µελέτη φαινοµένων διάδοσης του ήχου σε µεγάλες 
αποστάσεις στη θάλασσα. Λογω των µεγάλων αποστάσεων η ακουστική πίεση που σχετίζεται µε 
ένα διαδιδόµενο ηχητικό σήµα καλύπτει ένα σηµαντικό εύρος τιµών, και συγκεκριµένα λαµβάνει 
πολύ µεγάλες (σχετικά) τιµές κοντά στην πηγή (ή στο διεγείρον αίτιο γενικώτερα), και πέφτει σε 
πολύ χαµηλά επίπεδα σε µεγάλες αποστάσεις από αυτή. Σε ένα ιδανικό θαλάσσιο κυµατοδηγό η 
µείωση της εντάσεως ενός ηχητικού σήµατος είναι αντιστρόφως ανάλογη της οριζοντίου 
αποστάσεως από την πηγή. Το αποτέλεσµα αυτό συνάγεται από  τον ορισµό της έντασης που είναι  
'η διαδιδόµενη ακουστική ισχύς ανά µονάδα επιφανείας', µε την παρατήρηση ότι καθώς η οριζόντια 
απόσταση που διατρέχεται από ένα σήµα κατά την µετάδοση του αυξάνεται, η παράπλευρη 
επιφάνεια απ' όπου εξέρχεται η ακουστική ενέργεια αυξάνεται αναλογικά. 
 
Επιπροσθέτως, η ικανότητα καταγραφής των σύγχρονων οργάνων µέτρησης υδροακουστικών 
χαρακτηριστικών καλύπτει ένα µεγάλο εύρος τιµών.  Για παράδειγµα, αναφέρουµε εδώ ότι η 
ανθρώπινη αντίληψη για τον ήχο κυµαίνεται σε ένα εύρος από 20µPa (1Pa=1Nt/m2) έως 200 Pa, 
περίπου, καλύπτει δηλαδή ένα εύρος της τάξης του 107.  
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Εξ αιτίας όλων των ανωτέρω, στην υδροακουστική είναι πολύ βολικώτερο να δουλέψουµε µε 
σχετικές παρά µε απόλυτες µονάδες µέτρησης, και µάλιστα να χρησιµοποιήσουµε λογαριθµική 
παρά γραµµική κλίµακα. Χρησιµοποιείται για τον σκοπό αυτό ως σχετική µονάδα µέτρησης της 
έντασης του ακουστικού πεδίου το decibel που ορίζεται από την σχέση 
 

[ ] 









±=
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I
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Η χρήση των προσήµων ( )±   στην ανωτέρω σχέση έχει να κάνει µε το αν στην συγκεκριµένη 
εφαρµογή µετράµε εξασθένηση της ηχητικής εντάσεως (οπότε χρησιµοποιείται το πρόσηµο µείον) 
ή ενίσχυση του σήµατος (οπότε χρησιµοποιείται το πρόσηµο συν). Επίσης, για την εξαγωγή του 
τελικού αποτελέσµατος είναι υποχρεωτικό να χρησιµοποιηθεί µια στάθµη αναφοράς ( )refI . Συχνά 

χρησιµοποιείται στην ακουστική η τιµή 21210 −−= WmI ref . Στην περίπτωση αυτή  ένα σήµα που 

καταγράφεται σε κάποια θέση µε µε ένταση 21010 −−= WmI  θα λέµε ότι έχει ένταση  
2121020 WmredB − .  Ο όρος  ' 21210 Wmre − ' χρησιµοποιείται για να δηλώσει  την στάθµη 

αναφοράς. 
 
Το decibel χρησιµοποιείται στις υδροακουστικές εφαρµογές και ως σχετική µονάδα µέτρησης της 
πίεσης  του ακουστικού πεδίου. Επειδή η ένταση του ηχητικού πεδίου είναι ανάλογη µε το 
τετράγωνο της πίεσης,  χρησιµοποιείται η ακόλουθη σχέση 
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όπου στην περίπτωση αυτή η στάθµη αναφοράς λαµβάνεται συνήθως  ίση µε 

26101 −−== NmPapref µ . 

 
1.6.6  Απορρόφηση της ηχητικής ενέργειας από το θαλασσινό νερό 
 
Καθώς ένα ηχητικό κύµα διαδίδεται στο θαλασσινό νερό, τµήµα της ακουστικής ισχύος που 
µεταφέρει απορροφάται, µε την έννοια ότι µετατρέπεται σε θερµότητα. Το ποσοστό αυτό εξαρτάται 
σε σηµαντικό βαθµό από την συχνότητα του κύµατος, µε αποτέλεσµα (όπως θα γίνει πιο φανερό 
στην συνέχεια) τα περισσότερο υψίσυχνα κύµατα να αποσβένονται µε σηµαντικά γρηγορότερο 
ρυθµό απ'ότι τα χαµηλόσυχνα κύµατα στο θαλασσινό νερό. 
 
Ο συντελεστής απορρόφησης (attenuation coefficient) χαρακτηρίζει το ποσοστό απορρόφησης της 
ακουστικής ενέργειας στo θάλασσινό νερό  ανά µονάδα αποστάσεως διάδοσης.  Συνήθως ο 
συντελεστής αυτός εκφράζεται σε µονάδες dB/km. Στο Σχήµα 14 παρουσιάζεται η τυπική µορφή 
του συντελεστή απορρόφησης της ηχητικής ενέργειας στο θαλασσινό νερό συναρτήσει της 
συχνότητας, όπως αυτός προκύπτει  από τον ακόλουθο (εµπειρικό) τύπο των Francois και Garrison 
(1982), για διάφορες τιµές της θερµοκρασίας, της αλατότητας, του βάθους και του pH του 
θαλασσινού νερού: 
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Στην ανωτέρω σχέση οι επιµέρους επιδράσεις από την περιεκτικότητα του θαλασσινού νερου σε 
γλυκό νερό, σε διαλυµένα άλατα και από την οξύτητα δίδονται ως ακολούθως: 
 
Επιδράσεις γλυκού νερού (T: Θερµοκρασία σε deg C) 
 
A = 4.94 10 - 2.6 10 T + 9.1 10  T  -  1.5 10  T1

-4 -5 -7 2 -8 3 
 
Επιδράσεις MgSO4 s (S: Αλατότητα (ppt), z: Βάθος (m), T: Θερµοκρασία) 
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Επιδράσεις βορικού οξέως (pH) 
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Ευκολα αντιλαµβάνεται κανείς από το Σχήµα 14 τις δραµατικές επιπτώσεις της συχνότητας 
στην απόσβεση ενός ηχητικού κύµατος στην θάλασσα. Για παράδειγµα,  αύξηση της 
συχνότητας από 1 kHz  σε 10 kHz έχει σαν αποτέλεσµα  την αύξηση του συντελεστή 
απορρόφησης κατά περίπου 15 φορές !! 
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Σε ένα εισαγωγικό µάθηµα κυµατικής είναι φυσικό να ξεκινάει κανείς δίδοντας διάφορα 
παραδείγµατα κυµατικής κίνησης σε συγκεκριµένα απλά συστήµατα, όπως π.χ., σειρά υλικών 
σηµείων συνδεοµένων µεταξύ τους µε ελατήρια, τεντωµένο σχοινί, χορδή κιθάρας, ηχητικός 
σωλήνας κ.λπ.. Tο µάθηµα που υποστηρίζουν αυτές οι σηµειώσεις απευθύνεται σε φοιτητές 
που έχουν διδαχθεί Γενική Φυσική σε Πανεπιστηµιακό επίπεδο, και γνωρίζουν καλά 
∆ιαφορικό και Ολοκληρωτικό Λογισµό συναρτήσεων µιας και πολλών µεταβλητών. 
Εποµένως, µια αναλυτική συζήτηση απλών παραδειγµάτων θα ήταν µάλλον µια ανιαρή 
επανάληψη γνωστών πραγµάτων, η οποία θα µείωνε το ενδιαφέρον του ακροατή 
(αναγνώστη) και θα κλόνιζε την προσδοκία της απόκτησης νέας γνώσης. 
 
Από την άλλη µεριά, ένα προχωρηµένο µάθηµα κυµατικής θα έχανε µεγάλο µέρος της ουσίας 
του και του ενδιαφέροντός του, αν εστιάζετο αποκλειστικά στην ανάλυση σε βάθος της 
κυµατικής κίνησης σε ειδικές (πιθανώς δύσκολες ή περίπλοκες) περιπτώσεις, τονίζοντας έτσι 
την ετερότητα (διαφορετικότητα) µάλλον, παρά το κοινό υπόβαθρο των φυσικών εννοιών και 
των µαθηµατικών µεθόδων, που εφαρµόζονται σε όλα (σχεδόν) τα κυµατικά προβλήµατα. 
 
Στο παρόν κεφάλαιο προσπαθούµε να ανταποκριθούµε στην ανάγκη µιας γενικής εισαγωγής 
στη µελέτη της κυµατικής κίνησης µε έµφαση στις ιδέες, χωρίς όµως να αποφύγουµε το 
τµήµα του µαθηµατικού φορµαλισµού που είναι ουσιώδες. Στο εδάφιο 2.1 δίδεται έµφαση 
στη µελέτη της κινηµατικής της κυµατικής κίνησης, δηλαδή στη τη µελέτη της µορφής και 
της δοµής των συναρτήσεων χώρου-χρόνου οι οποίες αναπαριστούν κυµατικές κινήσεις. Οι 
βασικές ιδέες και οι βασικές µαθηµατικές τεχνικές της κυµατικής κινηµατικής είναι 
ανεξάρτητες της δυναµικής του εκάστοτε κυµατικού φαινοµένου, µε συνέπεια να 
εφαρµόζονται (σχεδόν) σε όλα τα κυµατικά προβλήµατα. 
 
Το εδάφιο 2.2 αρχίζει µε την κινηµατική παραγωγή της εξίσωσης D' Alembert 

( )2 0,tt ,xxcη η− ⋅ = . Αποδεικνύεται δηλαδή ότι κάθε κυµατική διαταραχή η οποία διαδίδεται 

αναλλοίωτη (διατηρεί τη µορφή της), και µε σταθερή ταχύτητα, οφείλει να ικανοποιεί την 
εξίσωση D' Alembert. Καταδεικνύονται έτσι οι εξής δύο, εξαιρετικά σηµαντικές, θέσεις: (i) η 
κύρια πληροφορία την οποία εισάγουν οι δυναµικοί νόµοι σε κυµατικά φαινόµενα που 
διέπονται από την εξίσωση D' Alembert αφορά την σταθερά c  (ταχύτητα διάδοσης του 
κύµατος), που υπεισέρχεται στην εξίσωση, και (ii) η εξίσωση D' Alembert(1) είναι συµβατή 
µόνο µε µια πολύ απλουστευµένη κινηµατική. Θα πρέπει λοιπόν να υπάρχει πλήθος άλλων 
κυµατικών εξισώσεων, οι οποίες να είναι συµβατές µε τη γενικότερη κινηµατική της 
κυµατικής κίνησης. Στη συνέχεια του εδαφίου 2.2 παρουσιάζεται ένας µεγάλος αριθµός 
κυµατικών εξισώσεων(2) οι οποίες περιγράφουν ελαστικά, ακουστικά, ηλεκτροµαγνητικά και 
υδάτινα κύµατα, και συζητούνται οι οµοιότητες και οι διαφορές τους. ∆εν δίδεται εδώ 
αναλυτική παραγωγή των εξισώσεων αυτών από τους αντίστοιχους φυσικούς νόµους (πράγµα 
το οποίο σε µερικές περιπτώσεις είναι εξαιρετικά επίπονο και µακροσκελές), αλλά περιγρά-
φονται µε σαφήνεια οι φυσικοί χαρακτήρες των φαινοµένων που µοντελοποιούνται µέσω των 
εξισώσεων. 
 
Στο εδάφιο 2.3 παράγονται και σχολιάζονται απλές λύσεις ορισµένων απλών κυµατικών 
εξισώσεων. Με τη βοήθεια αυτών, διάφορα φαινόµενα, τα οποία συζητήθηκαν προηγουµένως 
µόνον ποιοτικά, ποσοτικοποιούνται και καθίστανται σαφέστερα. 
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Το εδάφιο 2.4 είναι αφιερωµένο στη µελέτη τριών γενικών αρχών της κυµατικής: της αρχής 
της υπέρθεσης, της αρχής των Huygens-Fresnel, και της αρχής των Ήρωνος-Fermat. Οι αρχές 
διατυπώνονται προσεκτικά, σε διάφορα επίπεδα περιπλοκότητας και γενικότητας, και 
εφαρµόζονται σε απλά (αλλά και σε ... όχι απλά και άρα περισσότερο ενδιαφέροντα) 
παραδείγµατα. Επίσης, συζητείται το πεδίο εφαρµογής τους, και τονίζεται ότι η εφαρµοσι-
µότητά τους είναι ανεξάρτητη από το είδος των κυµάτων (ακουστικά, υδάτινα, ηλεκτροµα-
γνητικά, κ.λπ.), εξαρτάται δε από µαθηµατικές συνθήκες οι οποίες µπορεί να ισχύουν (ή να 
µην ισχύουν) σε κάθε είδους φυσικό φαινόµενο. Μεγαλύτερη έµφαση δίδεται στην αρχή των 
Ήρωνος-Fermat (αρχή του Στασίµου Χρόνου), για δύο λόγους. Αφ' ενός, διότι η αρχή αυτή 
χρησιµοποιείται συστηµατικά σε προβλήµατα κυµατικής διάδοσης στο περιβάλλον(3) 
(υδρόσφαιρα, ατµόσφαιρα, γαιόσφαιρα), και, αφετέρου, διότι διατυπώνεται ως µεταβολική 
αρχή (η πρώτη µεταβολική αρχή που συναντάµε σ' αυτό το βιβλίο(4)). Έτσι, µε αυτήν την 
ευκαιρία, παρουσιάζουµε µια αρκετά διεξοδική τοποθέτηση και ανάλυση των συναφών 
µαθηµατικών εννοιών και προβληµάτων, τα οποία θα χρησιµοποιηθούν και στη συνέχεια, σε 
σχέση µε άλλες µεταβολικές αρχές που θα συναντήσουµε (π.χ., την αρχή του Hamilton). 
 
Τέλος, στο εδάφιο 2.5 µελετώνται τέσσερα γενικά κυµατικά φαινόµενα: η ανάκλαση, η 
διάθλαση, η περίθλαση και η συµβολή των κυµάτων. 
 
 
 

2.1 Κύµατα και κυµατοµορφές 
 
Το παρόν εδάφιο είναι διαρθρωµένο ως µια σειρά ερωτήσεων και απαντήσεων. Κατά κανόνα, 
οι απαντήσεις είναι συνοπτικές και γενικές, και αποσκοπούν κυρίως (όπως και ολόκληρο το 
κεφάλαιο αυτό) στο να βοηθήσουν τον αναγνώστη: 
 
i) Να διαβλέψει την ενότητα και γενικότητα διαφόρων εννοιών, αρχών και µαθηµατικών 

χειρισµών, που υπεισέρχονται λίγο ως πολύ σε κάθε περίπτωση κυµατικής κίνησης, 
ii)  Να αποκαταστήσει ορισµένες συνήθεις παρανοήσεις και περιοριστικές οπτικές, που 

οφείλονται στην αποσπασµατική εισαγωγή εννοιών και µεθόδων στα πλαίσια µιας 
πρώτης εισαγωγής σε κυµατικά φαινόµενα και, τέλος, 

iii)  Να διευρύνει τον αντιληπτικό του ορίζοντα, εισάγοντας και σχολιάζοντας έννοιες και 
φαινόµενα που συνήθως δεν αναφέρονται σε εισαγωγικό επίπεδο. 

 
Ας σηµειωθεί, πάντως, ότι στα πλαίσια ορισµένων απαντήσεων, αναπτύσσονται απλά αλλά 
σηµαντικά µαθηµατικά εργαλεία, τα οποία θα χρησιµοποιηθούν κατά κόρον στη συνέχεια, 
και εισάγονται (µε σαφήνεια και πληρότητα) θεµελιώδεις έννοιες της κυµατικής, η γνώση 
των οποίων είναι απολύτως απαραίτητη για την αφοµοίωση της ύλης που ακολουθεί. 
 
2.1.1 Γενικά 
 
Ερώτηση  Γ.1: Τί είναι κύµα;    
 

Κύµα είναι οποιαδήποτε διαταραχή που διαδίδεται στο χώρο µε πεπερασµένη 
ταχύτητα. 
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Ανάλογα µε τις συνθήκες τα κύµατα µπορούν να διαδίδονται σε µία, δύο ή τρεις 
διαστάσεις. 

 
Ερώτηση  Γ.2:  Τί λογής είναι η διαταραχή που διαδίδεται;    
 

Η διαταραχή που διαδίδεται µπορεί να είναι οποιασδήποτε φύσεως. Παραδείγµατα 
δίδονται στον ακόλουθο πίνακα: 

 
 Πίνακας 1: Μερικά είδη κυµάτων 
 

Είδος διαταραχής Ονοµασία κύµατος 
Μετατόπιση υλικού στοιχείου Μηχανικά κύµατα 
Μεταβολή των χαρακτηριστικών του ηλεκτροµαγνητικού 
(Η/Μ) πεδίου 

Η/Μ κύµατα 

Μεταβολή της θερµοκρασίας Θερµικά κύµατα 
Μεταβολή της συγκέντρωσης µιας φάσεως σε πολυφασικό 
σύστηµα 

Χηµικά κύµατα 

Μεταβολή της ροής των αυτοκινήτων σε ένα οδικό 
σύστηµα 

Κυκλοφοριακά κύµατα 

Μεταβολή της πυκνότητας του πληθυσµού ενός είδους σε 
ένα οικοσύστηµα 

Πληθυσµικά κύµατα 

Μεταβολή της πιθανότητας εµφάνισης µιας κατάστασης Κύµατα πιθανότητας 
 

Σχόλιο 1:  Τα κύµατα πιθανότητας µπορούν να εµφανισθούν τόσο σε κβαντοµηχανικά 
όσο και σε κλασσικά συστήµατα. 

Σχόλιο 2:  Τα κύµατα πιθανότητας µπορούν να θεωρηθούν ως µία µετακατηγορία 
κυµάτων, που αφορά οποιαδήποτε κατηγορία διαταραχής. ∆ηλαδή, µπορεί να έχουµε 
ντετερµινιστικά µηχανικά κύµατα και στοχαστικά µηχανικά κύµατα, ντετερµινιστικά 
Η/Μ κύµατα και στοχαστικά Η/Μ κύµατα κ.ο.κ. 

 
Ερώτηση  Γ.3:  Πώς διαφοροποιούνται τα µηχανικά κύµατα σε σχέση µε την κατάσταση 
(αέριο, υγρό, στερεό) του µέσου διάδοσης;    
 
 Θα πρέπει κατ' αρχήν να διευκρινήσουµε µε ποιόν τρόπο θεωρούµε (φανταζόµαστε, 

µοντελοποιούµε) το υλικό µέσο διάδοσης. Γενικώς, υπάρχουν δύο διαφορετικοί τρόποι 
προσέγγισης: η διακριτή θεώρηση και η συνεχής θεώρηση. Σύµφωνα µε την πρώτη 
θεώρηση το υλικό µέσο νοείται ως σύστηµα διακριτών υλικών στοιχείων, στα οποία 
αντιστοιχούν διακεκριµένες µάζες ,...,, 21=im i , και τα οποία αλληλεπιδρούν µεταξύ 

τους µε κάποιον τρόπο (αµελητέα αλληλεπίδραση στα αέρια, συγκεκριµένοι 
µηχανισµοί αλληλεπίδρασης στα υγρά και τα στερεά). 

 
 Σύµφωνα µε τη δεύτερη θεώρηση, του συνεχούς µέσου, η µάζα του υλικού µέσου 

θεωρείται συνεχώς κατανεµηµένη στο χώρο και περιγράφεται µε τη βοήθεια της 
πυκνότητάς της )( t,rρ , η οποία νοείται ως συνεχής ή κατά τµήµατα συνεχής 

συνάρτηση ως προς τη χωρική µεταβλητή )()( 321 zyxxxx ,,,, ==r . Και στην 

περίπτωση αυτή µιλάµε για υλικά στοιχεία, η µάζα των οποίων εκφράζεται όµως από τη 
σχέση rr dtdm )( ,ρ= , όπου 321 dxdxdxd =r  είναι ο στοιχειώδης όγκος τον οποίο 

καταλαµβάνουν. Στη θεώρηση αυτή, η µετακίνηση των υλικών στοιχείων εκφράζεται 
επίσης µέσω µιας συνεχούς ή κατά τµήµατα συνεχούς συναρτήσεως )( t,rηη = , και 
αντιστοίχως εκφράζονται η ταχύτητα, η επιτάχυνση, η πίεση, η θερµοκρασία, οι 
παραµορφώσεις και οι τάσεις που αναπτύσσονται στο συνεχές υλικό µέσο. Ας 
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σηµειωθεί εδώ ότι, στα πλαίσια διαφόρων µοντελοποιήσεων, η χωρική µεταβλητή r  
µπορεί να θεωρηθεί είτε µονοδιάστατη (οπότε συνήθως συµβολίζεται µε x ), είτε 
διδιάστατη ( 1 2( ) ( )x ,x x, y= =r ), είτε τριδιάστατη, όπως προαναφέρθηκε. ∆ιακρίνουµε 
έτσι, µονοδιάστατα, διδιάστατα και τριδιάστατα υλικά µέσα(5). Η θεώρηση του 
συνεχούς µέσου είναι πολύ ικανοποιητική για τη µελέτη όλων σχεδόν των κυµατικών 
φαινοµένων που εξελίσσονται σε µεσαίες και µεγάλες κλίµακες χώρου, όπως είναι τα 
κύµατα που αναπτύσσονται και διαδίδονται στο περιβάλλον. Περισσότερα σχετικά µε 
τη θεώρηση (µοντελοποίηση) αυτή θα αναπτυχθούν σε επόµενο κεφάλαιο. 

 
Επιστρέφουµε τώρα στην Ερώτηση 3, έχοντας κατά νου την εικόνα του τριδιάστατου 
συνεχούς µέσου. Το αέριο υλικό µέσο αντιδρά µόνο στις µεταβολές του όγκου του. Ως 
εκ τούτου, στα αέρια διαδίδονται µόνο κύµατα πιέσεως, τα οποία ονοµάζονται και 
ακουστικά κύµατα, εφ' όσον τα κύµατα αυτά, σε µια ευρεία περιοχή συχνοτήτων,  
διεγείρουν το αισθητήριο της ακοής. 
 
Κύµατα πιέσεως αναπτύσσονται και διαδίδονται και στα υγρά και τα στερεά, 
δεδοµένου ότι και αυτά αντιδρούν στις µεταβολές του όγκου τους. Τα στερεά αντιδρούν 
όµως σε κάθε µεταβολή του σχήµατός τους. Ως εκ τούτου, σε αυτά διαδίδονται και 
διατµητικά κύµατα (shear waves), τα οποία δεν συνδέονται µε µεταβολές πιέσεως, 
αλλά µόνο µε µεταβολές του σχήµατος των υλικών στοιχείων. ∆ιατµηµατικά κύµατα 
αναπτύσσονται και στα υγρά όταν η εσωτερική τριβή δεν είναι αµελητέα. ∆εν 
διαδίδονται όµως σε µεγάλες αποστάσεις επειδή η ενέργεια απορροφάται από τις 
διατµηµατικές τάσεις, οι οποίες, στα υγρά, είναι ανάλογες µε την κλίση (βαθµίδα, 
gradient) της ταχύτητας. 
 
Τέλος, τόσο τα υγρά όσο και τα στερεά, έχουν την ιδιότητα να εµφανίζουν 
διαχωριστικές ή/και ελεύθερες επιφάνειες. Η διαχωριστική επιφάνεια (ή διεπιφάνεια) 
αποτελεί το σύνορο µεταξύ δύο περιοχών υλικού µέσου µε διαφορετικές ιδιότητες, π.χ. 
διαφορετική πυκνότητα. Η ελεύθερη επιφάνεια αποτελεί το σύνορο στο οποίο περατούται 
το υλικό µέσο, είναι δηλαδή µια διεπιφάνεια µεταξύ του µέσου και του κενού. Η ύπαρξη 
διεπιφανειών και ελευθέρων επιφανειών επιτρέπει τη δηµιουργία µιας ειδικής 
κατηγορίας µηχανικών κυµάτων, που διαδίδονται µόνον κατά µήκος αυτών των 
επιφανειών, και τα οποία ονοµάζονται κύµατα διεπιφάνειας ή κύµατα ελεύθερης 
επιφάνειας, αντιστοίχως. 
 
Η ανωτέρω συζήτηση, σχετικά µε τα διάφορα είδη διαταραχής που εµφανίζονται στην 
περίπτωση διάδοσης µηχανικών κυµάτων δια µέσου αερίων, υγρών ή στερεών, 
συνοψίζεται στον Πίνακα 2. 
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Πίνακας 2: Μηχανικά κύµατα 
 

Είδος διαταραχής Ονοµασία κύµατος 
Μεταβολή όγκου (σε αέρα, υγρά, στερεά) Κύµατα πιέσεως ή ακουστικά κύµατα  ή 

P -κύµατα (pressure waves ή acoustic  
                                     waves ή P -waves) 

Μεταβολή σχήµατος (δηλ. µεταβολή 
 διατµητικών παραµορφώσεων-τάσεων) 

       (σε στερεά) 

∆ιατµητικά κύµατα ή S -κύµατα (shear 
waves) 

Μεταβολή βαθµίδας ταχύτητας (δηλ.  
µεταβολή διατµητικών τάσεων ) 

(σε υγρά) 

∆ιατµητικά κύµατα ή S -κύµατα (shear 
waves) 

Μεταβολή σχήµατος της διεπιφάνειας 
µεταξύ στερεών, υγρών ή υγρού-στερεού 

Κύµατα διεπιφάνειας (Interfacial waves) 

Μεταβολή σχήµατος της ελεύθερης 
επιφάνειας υγρού ή στερεού 

Επιφανειακά κύµατα (surface waves) 
Υδάτινα κύµατα (water waves) (στο νερό) 
Κύµατα Rayleigh (στα στερεά) 

 
 

Ερώτηση  Γ.4:  Υπάρχουν, µήπως, κάποια χαρακτηριστικά µεγέθη που διαδίδονται µαζί µε 
τη διαταραχή, σε κάθε περίπτωση κυµατικής κίνησης;    
 

Πράγµατι, υπάρχουν δύο τέτοια µεγέθη και αυτά είναι: ενέργεια και πληροφορία. 
∆ηλαδή, σε κάθε περίπτωση κυµατικής κίνησης λαµβάνει χώρα  

 
-∆ιάδοση ενέργειας και 
-∆ιάδοση πληροφορίας. 

 
Αν και σχεδόν πάντοτε οι δύο αυτοί χαρακτήρες συνυπάρχουν, σε αρκετές περιπτώσεις 
(εφαρµογές) ένας εξ αυτών είναι ο επικρατέστερος και χαρακτηρίζει το αντίστοιχο 
κυµατικό φαινόµενο. Με αυτήν την έννοια µπορούµε να µιλάµε για  

 
 

-Κύµατα ενέργειας και 
-Κύµατα πληροφορίας (ή σήµατα). 

 
Ως κύµατα ενέργειας µπορούµε, π.χ., να θεωρήσουµε τους ανεµογενείς θαλάσσιους 
κυµατισµούς και τα σεισµικά κύµατα. Ως κύµατα πληροφορίας µπορούµε, να 
θεωρήσουµε τα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα (π.χ. στις ραδιοφωνικές συχνότητες) και τα 
ακουστικά κύµατα. Βεβαίως, και τα θαλάσσια και τα σεισµικά κύµατα µεταφέρουν 
πληροφορία (µπορείτε να δώσετε παραδείγµατα;), καθώς επίσης και τα 
ηλεκτροµαγνητικά και τα ακουστικά κύµατα µεταφέρουν ενέργεια! 

 
Σχόλιο: Καµµιά φορά, σε εισαγωγικά βιβλία γενικής κυµατικής, µε σκοπό να τονισθεί 
το γεγονός ότι η κυµατική µετάδοση δεν συνδέεται ουσιωδώς µε µεταφορά µάζας, 
αναφέρεται ότι κατά τη διάδοση της κυµατικής διαταραχής δεν συµβαίνει µεταφορά 
µάζας. Αυτό, αν και αποτελεί το γενικό κανόνα, δεν είναι πάντοτε σωστό. Για 
παράδειγµα, κατά τη διάδοση υδατίνων κυµάτων στην επιφάνεια της θάλασσας 
συµβαίνει και µεταφορά µάζας! Κατά συνέπεια, η σωστή διατύπωση είναι ότι, η 
µεταφορά µάζας δεν αποτελεί ουσιώδες κυµατικό χαρακτηριστικό. 
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Ερώτηση  Γ.5: Ποιά είναι η µορφή της διαδιδόµενης διαταραχής; Ποιά είναι τα κύρια χαρα-
κτηριστικά της µορφής µιας κυµατικής διαταραχής;    
 

Απάντηση: Γενικώς, η µορφή της διαδιδόµενης διαταραχής µπορεί να είναι 
οποιαδήποτε. Για λόγους µεθοδολογικούς είναι όµως σκόπιµο να διακρίνουµε και να 
σχολιάσουµε τέσσερεις συγκεκριµένους τύπους κυµατικών διαταραχών (κυµατο-
µορφών): 

 
-Αρµονική κυµατοµορφή, 
-Περιοδική κυµατοµορφή, 
-Εντοπισµένη κυµατοµορφή (ή κυµατοπακέτο ή κυµατοπαλµός), 
-Κρουστική κυµατοµορφή. 

 
∆ύο διαδοχικά στιγµιότυπα µιας αρµονικής, µιας περιοδικής και µιας εντοπισµένης 
κυµατοµορφής φαίνονται στο Σχήµα 1. Μην ξεχνάτε ότι οι κυµατοµορφές "τρέχουν" 
στο χώρο, καθώς περνά ο χρόνος! Στο Σχήµα 2 παρουσιάζεται σκαρίφηµα και 
φωτογραφία υδραυλικού άλµατος (hydraulic jump, bore), το οποίο αποτελεί παράδει-
γµα κρουστικής κυµατοµορφής, που εµφανίζεται στην ελεύθερη επιφάνεια του νερού ή 
σε εσωτερική διαχωριστική επιφάνεια στρωµατοποιηµένου υγρού. 
 
Οπως θα δούµε στη συνέχεια, οι περιοδικές κυµατοµορφές αναπαρίστανται µε τη 
βοήθεια σειρών αρµονικών κυµατοµορφών (σειρών Fourier), ενώ οι εντοπισµένες 
κυµατοµορφές αναπαρίστανται µε τη βοήθεια ολοκληρωµάτων αρµονικών 
κυµατοµορφών (ολοκληρωµάτων Fourier). 
 
Ως κύρια χαρακτηριστικά της µορφής µιας κυµατικής διαταραχής συνήθως 
αναφέρονται το µήκος κύµατος, η περίοδος κύµατος, και το πλάτος κύµατος. Πρέπει 
όµως να τονισθεί ότι τα χαρακτηριστικά αυτά είναι σαφώς και µονοσηµάντως ορισµένα 
µόνο στην περίπτωση περιοδικών (άρα και αρµονικών) κυµατοµορφών. 
 
Στην περίπτωση αυτή, το µήκος κύµατος ορίζεται ως η περίοδος (ως προς τη χωρική 
µεταβλητή) του "στιγµιοτύπου" της κυµατοµορφής που λαµβάνεται για == 0tt σταθ.. 

Η περίοδος κύµατος ορίζεται ως η περίοδος της ταλάντωσης που επάγει η κυµατική 
διαταραχή σε µια σταθερή θέση στο χώρο == 0xx σταθ.. Το πλάτος κύµατος ορίζεται 
ως η µέγιστη απόκλιση από τη θέση ισορροπίας (µέση θέση ή κατάσταση του 
συστήµατος όταν δεν διαδίδεται η κυµατική διαταραχή). Η γενίκευση των ανωτέρω 
κυµατικών χαρακτηριστικών σε σχεδόν περιοδικά κύµατα είναι άµεση, αν 
ερµηνεύσουµε την περιοδικότητα τοπικά και κατά προσέγγιση. Βέβαια, στην 
περίπτωση αυτή, τα κυµατικά χαρακτηριστικά (µήκος κύµατος, περίοδος, πλάτος 
κύµατος) θα µεταβάλλονται στο χώρο και στο χρόνο. 
 
Η γενίκευση των εννοιών του µήκους, της περιόδου και του πλάτους του κύµατος σε 
ορισµένες γενικώτερες (ακανόνιστες) κυµατοµορφές είναι δυνατή (και χρήσιµη), αλλά 
αποτελεί ένα δύσκολο πρόβληµα, η λύση του οποίου εξαρτάται από τη φύση της 
κυµατικής διαταραχής και από τη µαθηµατική µοντελοποίηση που χρησιµοποιείται. Ως 
παράδειγµα αναφέρουµε τους ανεµογενείς θαλάσσιους κυµατισµούς, οι οποίοι 
µοντελοποιούνται ως στοχαστικές διαδικασίες (στοχαστικές ή τυχαίες κυµατοµορφές). 
Στην περίπτωση αυτή οι έννοιες του µήκους, της περιόδου και του πλάτους κύµατος 
ορίζονται και πάλι, αλλά τώρα µε τη µορφή τυχαίων µεταβλητών! Με τη θεώρηση αυτή 
και τις εφαρµογές της θα ασχοληθούµε στο µάθηµα "Στοχαστική µοντελοποίηση και 
πρόβλεψη θαλασσίων συστηµάτων". 
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Σχήµα 1 (2.1): Αρµονική (a), περιοδική (b) και εντοπισµένη (c) κυµατοµορφή 

 
Πρέπει, τέλος, να σηµειωθεί ότι σε ορισµένες κυµατοµορφές οι έννοιες αυτές (µήκος, 
πλάτος και περίοδος κύµατος) δεν έχουν νόηµα. Σχετικά παραδείγµατα είναι οι 
κρουστικές κυµατοµορφές, όπως, επί παραδείγµατι, το υδραυλικό πλήγµα που 
διαδίδεται µέσα σε σωλήνες νερού, ή το υδραυλικό άλµα (πλήγµα) που αναπτύσσεται 
στην ελεύθερη επιφάνεια του νερού (βλ. Σχήµα 2), ή το κρουστικό κύµα που 
αναπτύσσεται κατά την υπερηχητική πτήση αεροπλάνου. 
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Σχόλιο: Βεβαίως υπάρχουν και άλλες κυµατοµορφές που δεν καλύπτονται από τις 
τέσσαρες κατηγορίες που περιγράφονται ανωτέρω. Να δώσετε σχετικά παραδείγµατα. 

 

 
 
 
Σχήµα 2 (2.1):  Κρουστική κυµατοµορφή διαδιδόµενη στην ελεύθερη επιφάνεια του νερού 

"υδραυλικό άλµα ή υδραυλικό πλήγµα, Hydraulic jump, bore). (a): Σκαρίφηµα 
(b): Φωτογραφία υδραυλικού άλµατος στον ποταµό Tsien-Tang. (scanned 
from J.J. Stoker, Water Waves:  The mathematical theory with applications", 
pp. 368.) 

 
 
Ερώτηση  Γ.6: Ποιό είναι το φυσικό νόηµα των σταθερών k  και ω , στην περίπτωση των 
απλών αρµονικών κυµατοµορφών  
 
   1 1( ) ( )x,t A cos kx tη ω= −  και 2 2( ) ( )x,t A sin kx tη ω= − ;    
  
 Απάντηση: Θα εξετάσουµε µόνο την περίπτωση της "συνηµιτονικής" κυµατοµορφής  

1 ( )A cos kx tω− , διότι τόσο η µέθοδος όσο και τα αποτελέσµατα που θα βρούµε, 
εφαρµόζονται αναλλοίωτα και στην περίπτωση της "ηµιτονικής" κυµατοµορφής 

2 ( )A sin kx tω− (6). Για την εύρεση της φυσικής σηµασίας της σταθεράς k , θεωρούµε 

ένα "στιγµιότυπο" της κυµατοµορφής για == 0tt σταθερό, οπότε παίρνουµε τη 

συνάρτηση 1 0 1 0( ) ( ) ( )y x x,t A cos kx tη ω= = −  ή 1( ) ( )y x A cos kx ε= + . Προφανώς, η 

συνάρτηση αυτή είναι περιοδική ως προς x , µε περίοδο, έστω, λ . Η περίοδος λ  της 
)( xy  είναι το µήκος κύµατος της αρµονικής κυµατοµορφής. Η σχέση 
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)()( λ+= xyxy  ισοδυναµεί µε την ))(()( ελε ++=+ xkkx coscos , εκ της οποίας 
προκύπτει  

 
    πκλπεελ 22)(])([ =⇔=+−++ kxxk . 
 
 Από την τελευταία σχέση βλέπουµε ότι η σταθερά k  σχετίζεται µε το µήκος κύµατος 

λ  της αρµονικής κυµατοµορφής )2( λπ /=k . Στην περίπτωση αυτή, η σταθερά k  
ονοµάζεται κυµατικός αριθµός (ή κυµαταριθµός). 

 
 Για τη εύρεση της φυσικής σηµασίας της σταθεράς ω , θεωρούµε τη χρονική εξέλιξη 

της διαταραχής σε µια ορισµένη θέση στο χώρο == 0xx σταθερό, οπότε παίρνουµε τη 

συνάρτηση 1 0 1 0( ) ( ) ( )y t x ,t A cos kx tη ω= = −  ή 1( ) ( )y t A cos tω ε= + . Προφανώς η 

συνάρτηση αυτή είναι περιοδική ως προς t  µε περίοδο, έστω, T . Η περίοδος T  της 
)( ty  είναι η περίοδος κύµατος (περίοδος της αρµονικής κυµατοµορφής). Η σχέση 

)()( Ttyty +=  ισοδυναµεί µε την ))(()( εωεω ++=+ Ttt coscos , εκ της οποίας 
προκύπτει  

 
    πωπεωεω 22)(])([ =⇔=+−++ TtTt . 
 

Από την τελευταία βλέπουµε ότι η σταθερά ω  σχετίζεται µε την περίοδο της αρµονικής 
κυµατοµορφής )2( T/πω = . Η σταθερά ω  ονοµάζεται κυκλική συχνότητα, και είναι 
διαφορετική από τη συχνότητα Tf /1=  της κυµατικής κίνησης. Προφανώς ισχύει η 
σχέση fπω 2= . 

 
Ερώτηση  Γ.7: Τα κυµατικά φαινόµενα(7) διακρίνονται σε γραµµικά και µη-γραµµικά. Ποιό 
είναι το βασικό κριτήριο µέσω του οποίου γίνεται αυτή η διάκριση;    
 

Απάντηση: Η συνθήκη γραµµικότητας για οποιοδήποτε κυµατικό (και όχι µόνον!) 
φαινόµενο µπορεί να διατυπωθεί ως εξής: 
 
Ας υποθέσουµε ότι κάθε µια διέγερση nf  (όταν δρα µόνη της) δηµιουργεί την κυµατική 

διαταραχή (πεδίο) ( ) ( )n ny ,t fx = L , 1 2n ,= . Εάν επιδράσουν ταυτόχρονα (και 

αθροιστικά) οι διεγέρσεις 1f  και 2f , δηλαδή εάν η διέγερση γίνει 1 2f f f= + , 

δηµιουργείται η κυµατική διαταραχή ( ) ( ) ( )1 2y ,t f f f= +x L = L . Εάν ισχύει η 

σχέση 
 
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2y x,t f f f f y ,t y ,t≡ + = + = +x xL L L ,    (1) 

 
για κάθε ζεύγος δυνατών διεγέρσεων 1f , 2f , τότε το φαινόµενο είναι (λέγεται) 
γραµµικό. Εάν η σχέση (1) δεν ισχύει, τότε το φαινόµενο είναι (λέγεται) µη-γραµµικό. 
 
Η συνθήκη (1) αναφέρεται επίσης ως Αρχή της (γραµµικής) υπέρθεσης (βλ. και εδάφιο 
2.4.1). Σύµφωνα µε τα ανωτέρω, η αρχή της υπέρθεσης χαρακτηρίζει τα γραµµικά 
φαινόµενα. 
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Ερώτηση Γ.8: Πώς µπορούν να ταξινοµηθούν περαιτέρω τα µη-γραµµικά κυµατικά φαινό-
µενα;    
 
 Απάντηση: Ο χαρακτηρισµός ενός φαινοµένου ως µη-γραµµικού είναι αποφατικός 

(αρνητικός). ∆εν προσδιορίζει κατ' ουσίαν τί ιδιότητες έχει το φαινόµενο. Απλώς µας 
λέει ότι δεν έχει τη συγκεκριµένη ιδιότητα της γραµµικότητας. Με αυτήν την έννοια 
είναι ιδιαίτερα σηµαντικό να προχωρήσουµε σε µια ταξινόµηση των µη-γραµµικών 
φαινοµένων, µε βάση συγκεκριµένες χαρακτηριστικές ιδιότητές τους. Ας σηµειωθεί ότι 
το θέµα δεν έχει απαντηθεί πλήρως, προς το παρόν. Αποτελεί ανοικτό θέµα έρευνας. 

 
 Παρ' όλα αυτά, µπορούµε να αναφέρουµε µια κατηγορία µη-γραµµικών φαινοµένων, η 

οποία χαρακτηρίζεται κατά θετικό τρόπο, από συγκεκριµένες ιδιότητες. Αυτή είναι η 
κατηγορία των πολυωνυµικώς µη-γραµµικών φαινοµένων(8) (polynomially non-linear 
phenomena). Στη συνέχεια, για λόγους απλότητας, θα διατυπώσουµε τον χαρακτηρισµό 
µόνον των τετραγωνικώς µη-γραµµικών φαινοµένων. 
 
Έστω ότι κάθε µια διέγερση nf  (όταν δρα µόνη της) δηµιουργεί την κυµατική 

διαταραχή ( ) ( )n ny ,t Q f=x , 1 2 3n , ,= . Εάν επιδράσουν ταυτόχρονα (και αθροιστικά) 

όλες τις διεγέρσεις 1f , 2f , 3f , δηλαδή εάν η διέγερση γίνει 1 2 3f f f f= + + , τότε 

δηµιουργείται η κυµατικά διαταραχή ( ) ( )y ,t Q f=x ( )1 2 3Q f f f= + + . 

 
Το φαινόµενο θα λέγεται τετραγωνικώς µη-γραµµικό (ή τετραγωνικό) εάν ισχύει η 
σχέση 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 2 3 3 1 1 2 3Q f f f Q f f Q f f Q f f Q f Q f Q f+ + = + + + + + − − − ,   (1) 

 
για κάθε τριάδα δυνατών διεγέρσεων 1f , 2f , 3f . 

 
Με παρόµοιο, αν και πιο πολύπλοκο, τρόπο διατυπώνονται συνθήκες για την κυβική 
µη-γραµµικότητα και, γενικώς, για την πολυωνυµική µη-γραµµικότητα τάξεως n . Η 
συνθήκη της πολυωνυµικής µη-γραµµικότητας τάξεως 1n +  εµπλέκει την ταυτόχρονη 
(και αθροιστική) δράση n  ανεξαρτήτων διεγέρσεων. 
 

Ερώτηση  Γ.9: Πώς ταξινοµούνται τα (ντετερµινιστικά) κυµατικά φαινόµενα ως προς τη 
χρονική εξάρτηση της διαταραχής;    
 

Απάντηση: Χωρίς την απαίτηση να καλύψουµε κάθε δυνατή περίπτωση, µπορούµε να 
διακρίνουµε τρεις γενικές (και σηµαντικές) κατηγορίες κυµατικών φαινοµένων, ως 
προς το είδος της χρονικής εξάρτησης της διαταραχής: 
  
- Τα µεταβατικά (transient) κυµατικά φαινόµενα, 
- Τα χρονικώς περιοδικά (time periodic) κυµατικά φαινόµενα, µε ιδιαίτερο 

σηµαντική κατηγορία τα χρονικώς αρµονικά (time harmonic) φαινόµενα, και 
- Τα µόνιµα (steady) κυµατικά φαινόµενα. 
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Ως µεταβατικά φαινόµενα θεωρούµε αυτά που ξεκινούν από µια αρχική κατάσταση 
(συνήθως ηρεµία), εξελίσσονται κατά γενικό τρόπο στο χρόνο, και τέλος 
αποσβέννυνται. 
 
Τα (χρονικώς) περιοδικά φαινόµενα έχουν ένα χαρακτήρα µονιµότητος. Στην 
περίπτωση αυτή, υποτίθεται ότι η αιτία (πηγή) της διαταραχής έχει χρονικώς περιοδική 
υφή και δρα διαρκώς (δηλαδή για µεγάλο χρονικό διάστηµα), οπότε και το αποτέλεσµα 
(κυµατική διαταραχή) είναι χρονικώς περιοδικό. Ας σηµειωθεί ότι στην περίπτωση των 
(αυστηρώς) χρονικώς περιοδικών κυµατικών φαινοµένων, η διαταραχή καταλαµβάνει 
ολόκληρο το πεδίο (χώρο) στον οποίο µπορεί να διαδοθεί, πεπερασµένο ή άπειρο. 
 
Τέλος, ως µόνιµα κυµατικά φαινόµενα θεωρούµε αυτά τα οποία καθίστανται 
ανεξάρτητα του χρόνου ως προς κατάλληλο σύστηµα αναφοράς (παρατηρητή). Ως ένα 
παράδειγµα αυτής της (κάπως ιδιότυπης) κατηγορίας κυµατικών φαινοµένων 
αναφέρουµε το σύστηµα των κυµατισµών που παράγει ένα πλοίο, λόγω της κίνησής 
του µε σταθερή ταχύτητα σε ήρεµη θάλασσα (Kelvin ship wave pattern). Αυτό το 
σύστηµα κυµατισµών είναι µόνιµο (ανεξάρτητο του χρόνου) ως προς παρατηρητή επί 
του πλοίου. Βέβαια, το ίδιο σύστηµα κυµατισµών είναι µεταβατικό ως προς 
παρατηρητή ακίνητο ως προς τη Γη. 
 
Σχόλιο 1: Η δεύτερη και η τρίτη κατηγορία αποτελούν συχνά εξιδανικεύσεις των 
πραγµατικών φαινοµένων. Είναι όµως πολύ χρήσιµες όσον αφορά το µαθηµατικό 
χειρισµό των αντιστοίχων προβληµάτων. 

Σχόλιο 2: Τα πραγµατικά κυµατικά φαινόµενα συνήθως εµφανίζουν και τους τρεις 
χαρακτήρες, αν και σε διαφορετικές κλίµακες χώρου-χρόνου. 

Σχόλιο 3: Συχνά χρησιµοποιείται η ακόλουθη ορολογία. Στην περίπτωση µεταβατικής 
χρονικής εξάρτησης, λέµε ότι µελετάµε το φαινόµενο (πρόβληµα) στο πεδίο του 
χρόνου, ενώ στην περίπτωση (χρονικώς) αρµονικής εξάρτησης, λέµε ότι µελετάµε το 
φαινόµενο (πρόβληµα) στο πεδίο συχνοτήτων. 

 
Ερώτηση  Γ.10: Πώς διαφοροποιείται η µαθηµατική µοντελοποίηση των κυµατικών προβλη-
µάτων, αναλόγως µε το είδος της χρονικής εξάρτησης της διαταραχής;    
 

Απάντηση: Στην περίπτωση των µεταβατικών φαινοµένων, η µαθηµατική 
µοντελοποίηση οδηγεί σε προβλήµατα αρχικών τιµών. Απαιτείται, δηλαδή, η γνώση 
της αρχικής κατάστασης του εξεταζοµένου συστήµατος (του πεδίου), η οποία, σε 
συνδυασµό µε τους νόµους που διέπουν τα φαινόµενα (π.χ., διαφορικές ή 
ολοκληροδιαφορικές εξισώσεις), µας επιτρέπει να µελετήσουµε (προβλέψουµε) την 
εξέλιξή του στο χρόνο. 
 
Περαιτέρω, και εφόσον τα κυµατικά φαινόµενα εκτείνονται στο χώρο, αυτά υφίστανται 
και την επίδραση των συνοριακών επιφανειών, οι οποίες περιορίζουν το χωρικό πεδίο, 
καθώς και των διεπιφανειών, οι οποίες προσδιορίζουν ασυνέχειες παραµέτρων µέσα 
στο πεδίο. Κατά συνέπεια, τα µαθηµατικά προβλήµατα µέσω των οποίων 
µοντελοποιείται η κυµατική κίνηση είναι, γενικώς, προβλήµατα αρχικών-συνοριακών 
τιµών (initial-boundary value problems), στα οποία (ενδεχοµένως) υπεισέρχονται και 
συνθήκες συναρµογής (matching conditions) στις διεπιφάνειες. 
 
Στην περίπτωση των (χρονικώς) περιοδικών, καθώς και των µονίµων, κυµατικών 
φαινοµένων δεν τίθεται ζήτηµα αρχικών τιµών. Ειδικά στην περίπτωση γραµµικών και 
(χρονικώς) αρµονικών φαινοµένων, η χρονική εξάρτηση είναι τελείως συγκεκριµένης 
µορφής και, κατ' ουσίαν, απαλείφεται από τα αντίστοιχα µαθηµατικά προβλήµατα. 
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Έτσι, στην περίπτωση αυτή, τα αντίστοιχα µαθηµατικά προβλήµατα διατυπώνονται ως 
προβλήµατα συνοριακών τιµών (ενδεχοµένως, και µε συνθήκες συναρµογής, εάν 
υπάρχουν διεπιφάνειες).  
 

Ερώτηση  Γ.11: Πώς µπορούµε να απαλείψουµε τη χρονική εξάρτηση από τα γραµµικά 
(χρονικώς) αρµονικά προβλήµατα;    
 

Απάντηση: Αυτό γίνεται εύκολα, µε τη βοήθεια των αρµονικών συναρτήσεων sin tω  και 
cos tω  ή, κατά πιο συστηµατικό τρόπο, µε τη βοήθεια του µιγαδικού εκθετικού 

( )exp j tω− (9). Λόγω της µεγάλης χρησιµότητάς της, η όλη µεθοδολογία της απαλοιφής 

(αλγεβρικοποίησης) του χρόνου, στην περίπτωση αρµονικών κυµάτων, περιγράφεται 
αναλυτικά στη συνέχεια. 

 
Έστω ( ),tη η= x  το (οποιοδήποτε) θεµελιώδες πεδιακό µέγεθος το οποίο αναπαριστά 

την κυµατική διαταραχή. Εφ' όσον η χρονική εξάρτηση υποτίθεται αρµονική, µιας 
ορισµένης συχνότητας ω  (µονοχρωµατικό κύµα), η κυµατική διαταραχή θα γράφεται 
στη µορφή 

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }o
j t

C S,t cos t sin t Re e ωη η ω η ω η −= ⋅ + ⋅ = ⋅x x x x ,    (1) 

όπου 

  ( ) ( ) ( )
o

C Sjη η η= +x x x          (2) 

είναι το µιγαδικό πλάτος του χρονικά αρµονικού κύµατος. Το µέγεθος ( )
o
η x  θα 

αναφέρεται επίσης και ως µιγαδικό πεδίο. Η χρήση του µιγαδικού πεδίου ( )
o
η x  δεν 

έχει κάποια ιδιαίτερη φυσική σηµασία. Αποτελεί απλώς ένα βολικό τρόπο µαθηµατικού 
χειρισµού της χρονικά αρµονικής εξάρτησης. Η µαθηµατική ευκολία που προκύπτει µε 

τη χρήση του µιγαδικού πεδίου ( )
o
η x  καθίσταται φανερή από τις ακόλουθες σχέσεις: 

 

  ( ) ( ) ( ){ }o
j t

,t ,t Re j e ωη ω η −= − ⋅ ⋅x x ,      (3α) 

 ( ) ( ) ( ){ }2 o
j t

,tt ,t Re j e ωη ω η −= − ⋅ ⋅x x ,      (3β) 

 . . .  

 
( ) ( ) ( ){ }

n on j t
n

,t
Re j e

t
ωη

ω η −∂
= − ⋅ ⋅

∂

x
x , για κάθε  n IN∈ ,  (3γ) 

 
οι οποίες δείχνουν την αντιστοιχία: 
 

      Αν   ( )
o
η x    είναι το µιγαδικό πλάτος του   ( )x,tη , 

Τότε  ( ) ( )
on

jω η− ⋅ x   είναι το µιγαδικό πλάτος του  
( )n

n

,t

t

η∂
∂

x
.     (4) 
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Με αυτόν τον τρόπο, στην περίπτωση (χρονικώς) αρµονικών κυµατικών διαταραχών, η 
χρονική παράγωγος αλγεβρικοποιείται κατά πολύ απλό και συστηµατικό τρόπο.  

 
Ερώτηση Γ.12: Να µελετήσετε την ελεύθερη και την εξαναγκασµένη ταλάντωση απλού 
γραµµικού ταλαντωτή, µε τη βοήθεια της µιγαδικής αναπαράστασης των χρονικώς αρµονι-
κών µεγεθών.      
 

Απάντηση: Θα δώσουµε µόνον µια γενική περιγραφή της µεθόδου. Η λεπτοµερής 
µελέτη του προβλήµατος αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη. 
 
Το πρόβληµα της ελεύθερης ταλάντωσης απλού γραµµικού ταλαντωτή διατυπώνεται 
ως πρόβληµα αρχικών τιµών µιας συνήθους διαφορικής εξισώσεως, ως εξής: 
 
  ( ) ( ) ( )2 0mX t bX t X tκ′′ ′+ + = ,      (1α) 

 
  ( )0X t a= ,     ( )0X t b′ = ,       (1β) 

 
όπου m  είναι η ταλαντευόµενη µάζα, b  ο συντελεστής απόσβεσης, και κ  η σταθερά 
του ελατηρίου. Υποθέτοντας αρµονική χρονική εξάρτηση για την άγνωστη συνάρτηση 
(κίνηση) ( )X t , θέτουµε 

 

  ( ) { }o
j tX t Re X e ϖ−= ⋅ ,          (2) 

 

όπου 
o

X  είναι το µιγαδικό πλάτος (σταθερά). Εισάγοντας την αναπαράσταση (2) στη 
διαφορική εξίσωση (1α), παίρνουµε 
 

  ( ){ } ( ){ } { }2
2 0

o o o
j t j t j tm Re j X e b Re j X e Re X eω ω ωω ω κ− − −⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =  

   ( ) ( ){ }2
2 0

o
j tRe m j b j X e ωω ω κ − ⇔ − + − + ⋅ ⋅ =  .     (3) 

 
Η ανωτέρω σχέση είναι ισοδύναµη(10) µε την 
 

  ( ) ( )2
2 0

o
j tm j b j X e ωω ω κ − − + − + ⋅ ⋅ =  .       (4) 

 
Η τελευταία πρέπει να ισχύει για κάθε 0t t> , προκειµένου η ( )X t , όπως ορίζεται µέσω 

της (2), να επαληθεύει τη διαφορική εξίσωση (1α). Παρ' όλα αυτά, ο παράγοντας j te ω−  

µπορεί να απλοποιηθεί διότι 0j te ω− ≠ . Υποθέτοντας, περαιτέρω, ότι 0
o

X ≠  (πράγµα 

αναγκαίο εάν 0a b+ ≠ ), η (4) παίρνει τη µορφή αλγεβρικής εξισώσεως ως προς την 

κυκλική συχνότητα ω  (χαρακτηριστική εξίσωση της (1α)): 
 
  2 2 0m bjω ω κ⋅ + ⋅ − = .         (5) 
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Έστω 1ω , 2ω ∈C , οι δύο ρίζες της (5). Υποθέτουµε κατ' αρχήν ότι 1 2ω ω≠ . Τότε οι 
συναρτήσεις 
 

  ( ) { }1
101

o
j tX t Re X e ω−= ⋅       και      ( ) { }2

202

o
j tX t Re X e ω−= ⋅ ,     (6) 

 
ικανοποιούν τη διαφορική εξίσωση (1α). (Να το αποδείξετε!). ∆εδοµένου ότι οι δύο 
συναρτήσεις ( )1X t , ( )2X t  είναι γραµµικά ανεξάρτητες, η γενική λύση της εξισώσεως 

(1α) γράφεται στη µορφή 
 

  ( ) { }1 2
10 20

o o
j t j tX t Re X e X eω ω− −= ⋅ + ⋅ .        (7) 

Οι σταθερές 10

o

X  και 20

o

X  προσδιορίζονται από τις αρχικές συνθήκες (1β). (Να 

αποδείξετε ότι τα πλάτη 10

o

X , 20

o

X , µπορούν να θεωρηθούν πραγµατικοί αριθµοί). 
 
Εάν 1 2 0ω ω ω= = , τότε δύο γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις της (1α) είναι οι  

 

  ( ) { }0
101

o
j tX t Re X e ω−= ⋅       και      ( ) { }202

o
j tX t Re X t e ω−= ⋅ ⋅ .    (8) 

 
(Να το αποδείξετε!). Στη συνέχεια, εργαζόµεθα ως ανωτέρω. 
 
Το πρόβληµα της εξαναγκασµένης ταλάντωσης του απλού γραµµικού ταλαντωτή 
διατυπώνεται ως µη-οµογενής (συνήθης) διαφορική εξίσωση, στη µορφή 
 
  ( ) ( ) ( ) ( )2mX t bX t X t F tκ′′ ′+ + = .        (9) 

 
Υποθέτοντας ότι η διέγερση είναι αρµονική µπορούµε να γράψουµε 
 

  ( ) { }o
j tF t Re F e ω−= ⋅ .        (10) 

 
Εισάγοντας τις αναπαραστάσεις (2) και (10) στη διαφορική εξίσωση (9), και 
εργαζόµενοι ως ανωτέρω, λαµβάνουµε τελικά 
 

  ( ) ( )2
2

o o

m j b j X Fω ω κ − + − + ⋅ =  .      (11) 

 
Από την τελευταία υπολογίζεται αµέσως το µιγαδικό πλάτος της εξαναγκασµένης 
ταλάντωσης: 

  
2 2

o
o F
X

m j bω κ ω
= −

− +
.       (12) 

 
Εισάγοντας την (12) στην (2), βρίσκουµε την απόκριση ( )X t . 
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Χρησιµοποιώντας τις ανωτέρω λύσεις, (7) και (12), µπορούµε να µελετήσουµε πλήρως 
τα προβλήµατα της ελεύθερης και της εξαναγκασµένης ταλάντωσης. (Ιδιοσυχνότητα, 
συντονισµός, µορφή της απόκρισης στις διάφορες περιπτώσεις). Να το κάνετε! 

 
2.1.2 Κυµατική διάδοση σε µία χωρική διάσταση 
 
Ερώτηση  1D.1:  Να απαλείψετε τη χρονική παραγώγιση από τις ακόλουθες γραµµικές 
κυµατικές εξισώσεις(11), υποθέτοντας αρµονική χρονική εξάρτηση: 

 
  ( )2

,tt ,xxc f x,tη η− =           (1) 

 
  ( )2

,tt ,xx ,tc b f x,tη η η κη− + + =         (2) 

 
  2 0,tt ,xxxxaη η+ = ,          (3) 

 
  2 2 0,tt ,xx ,xxttcη η β η− + = ,         (4) 

 
Απάντηση:  Η διέγερση (δεξιά µέλος) της εξίσωσης (1), ως χρονικώς αρµονική συνάρ-
τηση, αναπαρίσταται στη µορφή: 

  ( ) ( ) ( ) ( ){ }o
j t

c sf x,t f x cos t f x sin t Re f x e ωω ω −= ⋅ + ⋅ = ⋅ .     (α) 

Υποθέτοντας ότι και η κυµατική διαταραχή ( )x,tη  αναπαρίσταται κατά τον ίδιο τρόπο, 

δηλαδή: 

  ( ) ( ){ }o
j tx,t Re x e ωη η −= ⋅ ,         (β) 

η διαφορική εξίσωση (1) γράφεται στη µορφή: 
 

 ( ){ } ( ){ } ( ){ }2 2
2

2 2

o o o
j t j t j t ό

ό
Re x e c Re x e Re f x e

t x
ω ω ω Λ γω

γραµµικ τητας
η η− − −  ∂ ∂

⋅ − ⋅ = ⋅ ⇔  ∂ ∂  
 

 

( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2
o o o

j t j t
,xxRe j x c x e Re f x eω ωω η η − −  ⇔ − ⋅ − ⋅ ⋅ = ⋅    

.     (γ) 

 
Η ανωτέρω σχέση είναι όµως ισοδύναµη µε την 
 

  ( ) ( ) ( ) ( )2 2
o o o

j t j t
,xxj x c x e f x eω ωω η η − − − ⋅ − ⋅ ⋅ = ⋅  

.      (δ) 

 

(Να το αποδείξετε!). ∆εδοµένου ότι 1j te ω− = , ο παράγων j te ω− , ο οποίος εµφανίζεται 

και στα δύο µέλη της (δ), µπορεί να απλοποιηθεί, οπότε λαµβάνουµε  

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2
o o o

,xxj x c x f xω η η− ⋅ − ⋅ = .       (1́) 
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Η τελευταία είναι η ζητούµενη απλοποιηµένη µορφή της (1), στην περίπτωση χρονικώς 
αρµονικής εξάρτησης. Θα λέµε επίσης ότι η (1΄) είναι " η (1) στο πεδίο συχνοτήτων" .  
 
Με τελείως ανάλογο τρόπο βρίσκουµε ότι οι (2), (3) και (4) στο πεδίο συχνοτήτων 
γράφονται ως εξής: 
 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
o o o o o

,xxj x c x j b x x f xω η η ω η κη− ⋅ − ⋅ + − ⋅ ⋅ + =    (2́ ) 

 

  ( ) ( ) ( )2 2 0
o o

,xxxxj x a xω η η− ⋅ + ⋅ =        (3́) 

 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 0
o o o

,xx ,xxj x c x j xω η η β ω η− ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ = .    (4́ ) 

 
Εκτελώντας τις αλγεβρικές πράξεις στις εξισώσεις (1΄)-(4΄), και αναδιατάσσοντας τους 
όρους λαµβάνουµε τις ακόλουθες τελικές µορφές των τεσσάρων κυµατικών εξισώσεων 
στο πεδίο συχνοτήτων: 
 

  ( ) ( ) ( )
2

2

1o o o

,xx x x f x
c c

ω
η η + ⋅ = − ⋅ 

 
,                (1́́ ) 

 

  ( ) ( ) ( )
2

2 2 2

1o o o

xx

b
, x j x f x

c c c c

ω κ ω
η η

  + − + ⋅ = − ⋅  
   

,              (2́́ ) 

 

  ( ) ( )
2

0
o o

,xxxx x x
a

ω
η η − ⋅ = 

 
,                 (3́́ ) 

 

  ( ) ( )
2

2 2 2
0

o o

,xx x x
c

ω
η η

β ω
+ ⋅ =

+
.                (4́́ ) 

 
Όπως διαπιστώνουµε αµέσως, οι εξισώσεις (1΄΄)-(4΄΄) είναι συνήθεις διαφορικές 
εξισώσεις ως προς τη χωρική µεταβλητή, µε συντελεστές εξαρτώµενους τόσο από τους 
αντίστοιχους συντελεστές των αρχικών κυµατικών εξισώσεων, όσο και από την κυκλική 
συχνότητα ω  της χρονικής ταλάντωσης. 

 
Ερώτηση  1D.2: ∆ίδεται η συνάρτηση µιας πραγµατικής 
µεταβλητής RIf ∈ξξ ,)( , όπου ξ  είναι αδιάστατη 
ποσότητα (βλ. ένθετο σχήµα). Nα αποδείξετε ότι η 
συνάρτηση χώρου-χρόνου == )( txyy , )( εω +− tkxf , µε 

εω ,,k  σταθερά και 0>ω,k , αναπαριστά µια 
κυµατοµορφή που διαδίδεται προς τα θετικά x . Ποιά είναι 
η ταχύτητα διάδοσης της διαταραχής; Τι παριστάνει η 
συνάρτηση ( )y y x,t= = ( )f kx tω ε+ + ;     
 

Απάντηση: Στο σηµείο αυτό πρέπει να κάνουµε ένα απλό, αλλά πολύ σηµαντικό για την 
κατανόηση της κυµατικής κίνησης, βήµα: να συνδέσουµε τη φυσική-εµπειρική 
αντίληψη της κυµατικής διάδοσης ως διαταραχής που τρέχει στο χώρο καθώς περνά ο 
χρόνος, µε τη δοµή της µαθηµατικής αναπαράστασης της αντίστοιχης κυµατοµορφής. 
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Αν και όχι απαραίτητο, είναι βοηθητικό να σχεδιάσουµε τη συνάρτηση 
)()( εω +−== tkxftxyy ,  ως συνάρτηση του x , για ορισµένες χρονικές στιγµές. 

Βλ. Σχήµα 3. Ας παρακολουθήσουµε τώρα, µε τη βοήθεια του σχήµατος και, κυρίως 
της σκέψης µας (µια και το φαινόµενο εξελίσσεται διαρκώς στο χρόνο, ενώ το σχήµα 
δείχνει µόνο στατικά στιγµιότυπα) πως κινείται ένα συγκεκριµένο χαρακτηριστικό 
σηµείο της µορφής )(ξf , π.χ. το σηµείο ( ))( maxmax , ξξ f , το οποίο αντιστοιχεί στη 

µέγιστη τιµή (κορυφή) της διαταραχής. 
 
Προφανώς, σε κάθε χρονική στιγµή t , η κορυφή της διαταραχής βρίσκεται στη θέση 

maxxx = , για την οποία το όρισµα εω +− tkx  της )( εω +− tkxf  ισούται µε maxξ :  

 

  
k

t
k

txtkx
εξω

ξεω
−

+⋅=⇔=+− max
maxmaxmax )( . 

 
∆ηλαδή, η κορυφή της διαταραχής )(ξf  µετακινείται διαρκώς προς τα δεξιά 
(αυξανόµενα x ) καθώς περνάει ο χρόνος, και µάλιστα µε σταθερή ταχύτητα c / kω= . 
Εύκολα διαπιστώνουµε ότι το ίδιο συµπέρασµα ισχύει και για κάθε άλλο 
χαρακτηριστικό σηµείο της µορφής )(ξf , π.χ. για τα σηµεία )(11 txx = , και 

)(22 txx =  τα οποία ορίζουν το διάστηµα εντός του οποίου η )( εω +− tkxf  είναι  
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Σκεπτόµενοι τελείως αναλόγως, διαπιστώνουµε ότι η συνάρτηση 

)()( εω ++== tkxftxyy ,  παριστάνει µια κυµατοµορφή που κινείται προς τα 
αριστερά (µειούµενα x ) µε ταχύτητα, και πάλι, kc /ω= . 
 
Σχόλιο 1: Τα ανωτέρω συµπεράσµατα είναι ανεξάρτητα τόσο από τη συγκεκριµένη 
µορφή (σχήµα), όσο και από το συγκεκριµένο φυσικό νόηµα της συνάρτησης )(ξf . 

Σχόλιο 2: Το όρισµα ξ  της κυµατοµορφής )( εω +− tkxf  περιέχει τόσο τη χωρική 
όσο και τη χρονική µεταβλητή: εωξ +−= tkx . Ετσι, για σταθερό t , η )(ξf  µας 
δίδει τη χωρική µορφή της κυµατοµορφής f , ενώ για σταθερό x , η )(ξf  µας δίδει 
τη χρονική µορφή της ταλάντωσης του µεγέθους f  στη θέση x . Επίσης, είναι 
προφανές ότι  

 
=ξ σταθερό    ⇒  )(ξf  σταθερό. 

Όµως 

  =ξ  σταθερό  ⇔   0=ξ∆   ⇔   0=⋅−⋅ txk ∆ω∆   ⇔   ==
kt

x ω
∆
∆

σταθερό. 

 
Η ανωτέρω σχέση έχει την εξής προφανή ερµηνεία:  Η διαταραχή )( εω +− tkxf  
έχει την ίδια τιµή στη (θέση, χρόνο) )( tx ,=  και στη (θέση, χρόνο) )( ttxx ∆∆ ++= , , 
όπου ktx // ω∆∆ = . Οδηγούµεθα έτσι και πάλι στο συµπέρασµα ότι η διαταραχή 
κινείται προς τα θετικά x  µε σταθερή ταχύτητα kc /ω= , είναι δηλαδη µια 
κυµατοµορφή. 

Σχόλιο 3: Η σταθερά k  έχει διαστάσεις (Μήκος)-1 και η σταθερά ω  έχει διαστάσεις 
(Χρόνος)-1. Η σταθερά ε  είναι αδιάστατη. Το αδιάστατο όρισµα εωξ +−= tkx  
λέγεται φάση της κυµατοµορφής. 

Σχόλιο 4: Στην περίπτωση εντοπισµένης διαταραχής, π.χ. όπως αυτής του Σχήµατος 3, 
οι σταθερές k  και ω  δεν έχουν νόηµα κυµατικού αριθµού και κυκλικής συχνότητας, 
αντιστοίχως. Είναι απλώς, "κατάλληλες" σταθερές, των οποίων ο λόγος kω  έχει 
συγκεκριµένο φυσικό νόηµα (είναι η ταχύτητα διάδοσης του κύµατος). 

Σχόλιο 5: η κυµατοµορφή που εξετάσαµε σ' αυτήν την ερώτηση έχει την ιδιότητα να 
διαδίδεται διατηρώντας αναλλοίωτο το σχήµα της. Αυτή είναι µια πολύ ειδική 
περίπτωση η οποία σπανίως συµβαίνει στα πραγµατικά κύµατα. Όπως είναι ευνόητο, 
και θα το δούµε στη συνέχεια, µια κυµατοµορφή καθώς διαδίδεται έχει συνήθως 
µειούµενο πλάτος, λόγω της επιδράσεως διαφόρων µηχανισµών απόσβεσης που 
µειώνουν τη διαδιδόµενη ενέργεια. Επίσης, σε πολλές περιπτώσεις, το σχήµα της 
κυµατοµορφής διαφοροποιείται καθώς αυτή διαδίδεται, ακόµη και αν οι αποσβέσεις 
είναι αµελητέες. Το φαινόµενο αυτό ανοµάζεται διασπορά (dispersion) και τα 
αντίστοιχα κύµατα ονοµάζονται κύµατα µε διασπορά (dispersive waves). 

 
Ερώτηση  1D.3: Υπάρχει κάποια διαφορά µεταξύ των ακολούθων δύο κυµατοµορφών: 

  )()(11 εω +−== tkxftxyy , , 

  )()( 132122 εω +−== tkxftxxxyy ,,, ;    
 
Απάντηση: Υπάρχει! Όπως υποδηλώνεται από τα ορίσµατα των 1y  και 2y , η πρώτη 
κυµατοµορφή θεωρείται ορισµένη σε µία χωρική διάσταση (π.χ. κατά µήκος µιας 
χορδής ή ενός καλωδίου), ενώ η δεύτερη κυµατοµορφή θεωρείται ορισµένη στον 
τρισδιάστατο χώρο, παρά το ότι διαδίδεται µόνον κατά τη διεύθυνση του άξονα 1x . 
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Ερώτηση  1D.4: Θεωρούµε την κυµατοµορφή )()( εω +−⋅== tftyy xkx , , µε 

)( 321 kkk ,,=k , )( 321 xxx ,,=x , και εω ,,ik  πραγµατικές σταθερές. Σε πόσες 

διαστάσεις (µία, δύο ή τρεις) διαδίδεται το αντίστοιχο κύµα;    
 

Απάντηση: Το κύµα που παριστάνει η δοθείσα κυµατοµορφή διαδίδεται σε µία 
διάσταση, η οποία ορίζεται από το διάνυσµα k . Αυτό προκύπτει ως εξής: Εστω M  

ένα σηµείο του χώρου µε συντεταγµένες (διάνυσµα θέσεως) OM=x . Βλ. Σχήµα 4. 

Αναλύουµε το διάνυσµα OM  σε δύο συνιστώσες, τις kk x=OM , επί του φορέα του 

διανύσµατος k , και κk x⊥⊥ =OM , κάθετα προς τον φορέα του διανύσµατος k .  

Προφανώς kk xxx ⊥+=  και kxkx k ⋅=⋅ , εφ' όσον 0=⋅⊥ kx k . Αρα 

 
  )()()( εωεω +−⋅=+−⋅= tftfty kxkxkx , . 

 
Αν συµβολίσουµε µε 1x~  το µέτρο του kx , και µε k  το µέτρο του k , τότε, προφανώς, 

1xk~=⋅ kxk , και άρα 

 
  )()( 1 εω +−= txkfty ~,x . 
 
Από την τελευταία συµπεραίνουµε τα εξής: Η )( ty ,x  έχει σταθερή τιµή πάνω σε όλα 
τα σηµεία του επιπέδου του καθέτου στο φορέα του k , που τέµνει τον τελευταίο στη 
θέση x~ . Άρα η )( ty ,x  µπορεί να γραφεί στη µορφή 1 2 3 1 )y( x ,x ,x ,t ) y( x ,t=ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ , όπου 

32 xx ~,~  άξονες κάθετοι στον άξονα 1x~  (φορέα του k ). Προφανώς, η )( 1 txy ,~~  έχει τη 

µορφή µιας κυµατικής διαταραχής που διαδίδεται κατά µήκος του φορέα του k  προς 
αυξανόµενες τιµές του 1x~ , µε ταχύτητα k/ω . Προκύπτει έτσι, ότι η δοθείσα 
κυµατοµορφή παριστάνει ένα κύµα που διαδίδεται σε µία διάσταση, παρά το ότι η 
διαταραχή υπάρχει (ορίζεται) σε ολόκληρο τον τριδιάστατο χώρο. 
 

 
 
 

Σχήµα 4 (2.1): ∆ιεύθυνση διάδοσης επιπέδου κύµατος. 
 
 
Σχόλιο 1: Το ανωτέρω παράδειγµα µας δείχνει ότι ο φυσικός χώρος (physical space) 
µπορεί να διαφέρει από το χώρο διάδοσης (propagation space). Στο ανωτέρω 
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παράδειγµα ο φυσικός χώρος (το πεδίο στο οποίο ορίζεται η διαταραχή) είναι ο 
3

RI , 

ενώ ο χώρος διάδοσης είναι ο µονοδιάστατος )(
1

RI  χώρος που ορίζεται από τον 

άξονα 1x~  του διανύσµατος k . Η διάκριση αυτή είναι εξαιρετικά σηµαντική και, όπως 
θα δούµε σε επόµενο κεφάλαιο σχετίζεται µε την έννοια της κυµατοδήγησης. 

Σχόλιο 2: Το κύµα που αντιστοιχεί στην κυµατοµορφή )( εω +−⋅ tf xk  λέγεται 
επίπεδο κύµα. Αν θέλουµε να τονίσουµε το γεγονός ότι η τιµή της διαταραχής είναι η 
ίδια σε όλα τα σηµεία των καθέτων στο k  επιπέδων, χρησιµοποιούµε την ορολογία 
οµογενές επίπεδο κύµα. Σε επόµενα εδάφια θα µελετήσουµε και ανοµοιογενή 
επίπεδα κύµατα, στα οποία η τιµή της διαταραχής µεταβάλλεται από θέση σε θέση 
πάνω στα κάθετα στο k  επίπεδα. 

Σχόλιο 3: Η κυµατοµορφή )( εω ++⋅ tf xk  παριστάνει οµογενές επίπεδο κύµα που 
διαδίδεται στη διεύθυνση του φορέα του k , αλλά αντίρροπα προς το διάνυσµα k . 

 
Ερώτηση 1D.5:  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση (κυµατοµορφή) ( ) ( )y x,t f x ct= ∓ , 

c = σταθερά, ικανοποιεί τις ακόλουθες δύο διαφορικές εξισώσεις 
 

  0
y y

c
t x

∂ ∂
± ⋅ =

∂ ∂
,               

2 2
2

2 2
0

y y
c

t x

∂ ∂
− =

∂ ∂
,             (1α,β) 

 
για οποιαδήποτε (δύο φορές παραγωγίσιµη) συνάρτηση ( )f , IRξ ξ ∈ .    

 
Απάντηση: Παραγωγίζοντας ως προς x  και ως προς t  τη συνάρτηση ( )y x,t , 

βρίσκουµε 
 

  ( )
x ct

y
f

x ξ

ξ
= −

∂
′=

∂
 και  ( ) ( )

x ct

y
c f

t ξ

ξ
= −

∂
′= ⋅

∂
∓ .             (α,β) 

 
Πολλαπλασιάζοντας την (α) επί ( )c±  και προσθέτοντας την προκύπτουσα στην (β), 

διαπιστώνουµε ότι η κυµατοµορφή ( ) ( )y x,t f x ct= ∓  ικανοποιεί τη διαφορική 

εξίσωση πρώτης τάξεως (1α). Ενθυµούµενοι ότι η κυµατοµορφή ( )f x ct−  κινείται 

προς τα δεξιά (αυξανόµενα x ), ενώ η κυµατοµορφή ( )f x ct+  κινείται προς τα 

αριστερά (µειούµενα x ), συµπεραίνουµε ότι οι δύο εξισώσεις (1α) αντιστοιχούν σε 
κύµατα µε διαφορετική κατεύθυνση διάδοσης, ως εξής: 

 

  0
y y

c
t x

∂ ∂
± ⋅ =

∂ ∂
,     

: ά ό x

: ά ύ x

δι δοσηπρος αυξαν µενα
δι δοσηπρος µειο µενα

+

−

.    (2) 

 
Οι εξισώσεις αυτές (αλλά και κάθε κυµατική εξίσωση που δέχεται ως λύσεις κύµατα 
οδεύονται µόνον προς τη µια κατεύθυνση) λέγονται µονοκατευθυντικές κυµατικές 
εξισώσεις (one-way wave equations). 

 
Αν παραγωγίσουµε τις (α) και (β) µια ακόµη φορά ως προς x  και t , αντιστοίχως, 
λαµβάνουµε τις σχέσεις 
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  ( )
2

2
x ct

y
f

x
ξ

ξ
= −

∂
′′=

∂
 και ( )

2
2

2
x ct

y
c f

t
ξ

ξ
= −

∂
′′=

∂
,            (3α,β) 

 
από τις οποίες προκύπτει αµέσως ότι η κυµατοµορφή ( ) ( )y x,t f x ct= ∓  ικανοποιεί 

επίσης τη διαφορική εξίσωση δευτέρας τάξεως (1β). Προφανώς, η διαφορική εξίσωση 
(4) είναι ενιαία για τις δύο περιπτώσεις (διάδοση προς αυξανόµενα x  και διάδοση προς 
µειούµενα x ). Γι' αυτό το λόγο λέγεται και δικατευθυντική κυµατική εξίσωση (two-
way wave equation). 
 
Οι διαφορικές εξισώσεις (1α,β) ισχύουν, προφανώς, ανεξαρτήτως της µορφής της 
συνάρτησης ( )f ξ , αρκεί η τελευταία να είναι µια ή δύο φορές παραγωγίσιµη, 

αντιστοίχως.  
 
Σχόλιο 1: Οι διαφορικές εξισώσεις (1α,β), ανωτέρω, προέκυψαν αποκλειστικά και µόνο 
από κινηµατικές θεωρήσεις. Μπορούµε, λοιπόν, να τις χαρακτηρίσουµε κυµατικές 
εξισώσεις κινηµατικής προέλευσης(12). 

Σχόλιο 2: Η εξίσωση (1β) διατυπώθηκε για πρώτη φορά από τον D' Alembert, στα 
πλαίσια της µελέτης των ελαστικών κυµάτων που διαδίδονται σε λεπτή χορδή υπό 
τάση. Γι' αυτό αναφέρεται συνήθως ως εξίσωση D' Alembert.  Πολλά άλλα κυµατικά 
φαινόµενα διέπονται από την ίδια εξίσωση, ή από γενικεύσεις αυτής. 

Σχόλιο 3: Η παραγωγισιµότητα της συνάρτησης ( )f ξ  είναι µια µαθηµατική συνθήκη η 

οποία απαιτείται προκειµένου να έχουν (κλασσικό) νόηµα οι διαφορικές εξισώσεις 
(1α,β). ∆εν αποτελεί όµως προϋπόθεση ύπαρξης του κύµατος! Με άλλα λόγια, η 
συνάρτηση ( ) ( )y x,t f x ct= ∓  ορίζει µια (καθ' όλα νόµιµη!) κυµατοµορφή ακόµη και 

όταν η ( )f ξ  δεν είναι παραγωγίσιµη ή/και παρουσιάζει ασυνέχειες. Η φυσική αυτή 

παρατήρηση έχει οδηγήσει στη θεώρηση των εξισώσεων (1α,β), καθώς και άλλων 
κυµατικών εξισώσεων, υπό γενικώτερη έννοια, έτσι ώστε να διατηρούν το νόηµά τους 
ακόµη και στις περιπτώσεις συναρτήσεων µε ασυνέχειες όπως αυτές που φαίνονται 
στο ακόλουθο σχήµα 

 

 
Ερώτηση 1D.6: ∆ίδεται η κυµατοµορφή x

1 1( ) ( )y y x,t e f kx tβ ω ε−= = ⋅ − + , όπου 
0>βω ,,k . Με τι ταχύτητα διαδίδεται και, πώς µεταβάλλεται η ανωτέρω κυµατοµορφή 

καθώς περνά ο χρόνος; Σε τί µπορεί να οφείλεται η παρατηρούµενη µεταβολή στο σχήµα της 
κυµατοµορφής; Να απαντήσετε τα ίδια ερωτήµατα και για την κυµατοµορφή 

2 2( ) ( )xy y x,t e f kx tβ ω ε= = ⋅ + + . Μπορείτε να γράψετε τις δύο κυµατοµορφές σε ενιαία 
µαθηµατική µορφή;    

 
Η απάντηση αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη. 
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Ερώτηση 1D.7: Μια κυµατική διαταραχή ( )y y x,t=  διαδίδεται προς τα δεξιά (αυξανόµενα 

x ) µε σταθερή ταχύτητα διάδοσης και ένταση µειούµενη εκθετικά, σε συµφωνία µε τη σχέση 

( )xy e f x ctβ−= − , µε 0β > . Να αποδείξετε ότι η κυµατοµορφή ( )y x,t  ικανοποιεί τις 

ακόλουθες διαφορικές εξισώσεις 
 

 0
y y

c cy
t x

β
∂ ∂

+ + =
∂ ∂

 και 
2 2 2

2 2 2 2
2 2

2 0
y y y

c c c y
t x x t

β β
∂ ∂ ∂

− − + =
∂ ∂ ∂ ∂

.              (1α,β) 

 
Η απάντηση αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη. 

 
Ερώτηση  1D.8: Να βρείτε τη γενική µορφή µιας µονοδιάστατης κυµατοµορφής που 
διαδίδεται αναλλοίωτη και µε σταθερή ταχύτητα προς µία κατεύθυνση (έστω προς 
αυξανόµενα x ).    
 
 Απάντηση: Εστω )( tx ,ηη =  η κυµατοµορφή και c  η ταχύτητα διάδοσης αυτής. Εφ' 

όσον  η )( tx ,η  διαδίδεται αναλλοίωτη προς αυξανόµενα x  µε σταθερή ταχύτητα 
διάδοσης c , θα ισχύει η σχέση  

 
   )()( TtXxtx ++= ,, ηη ,      όπου TcX ⋅= .      (1) 
 
 Εφαρµόζοντας την ανωτέρω σχέση για tT −= , παίρνουµε 
 
   )()0()( ctxfctxtx −=−= ,, ηη .        (2) 
 
 Σύµφωνα µε τα όσα συζητήθηκαν στην απάντηση της Ερωτήσεως 1D.2, ουδείς 

περιορισµός απαιτείται επί της συναρτήσεως του ενός ορίσµατος ctxf −=ξξ ,)( , 
ώστε αυτή να αναπαριστά κυµατοµορφή(13). ∆ηλαδή, η γενική µορφή της 
κυµατοµορφής που διαδίδεται αναλλοίωτη προς αυξανόµενα x , µε σταθερή ταχύτητα 
c , δίδεται από την ανωτέρω σχέση (2), όπου )(ξf  είναι οποιαδήποτε συνάρτηση ενός 
πραγµατικού ορίσµατος. 

 
Σχόλιο: Η γενική µορφή µονοδιάστατης κυµατοµορφής του διαδίδεται αναλλοίωτη, και 
µε σταθερή ταχύτητα, προς την αντίθετη κατεύθυνση (µειούµενα x ) είναι  

 
   )()0()( ctxgctxtx +=+== ,, ηηη .       (3) 
 

Ερώτηση  1D.9: ∆ίδονται δύο πραγµατικές συναρτήσεις )(ξf  και )(ζg  µε φορείς τα 
πεπερασµένα διαστήµατα I  και J , αντιστοίχως. Να εξετάσετε εάν η συνάρτηση 
 
   )()()( tkxgtkxftx ωωηη ++−== ,  
 
αναπαριστά κυµατοµορφή. (Τα k  και ω  είναι θετικές σταθερές). Εάν ναι, µε τί ταχύτητα 
διαδίδεται το αντίστοιχο κύµα; Η σχετική θέση των διαστηµάτων I  και J  παίζει κάποιο 
ρόλο ως προς τη µορφή της διαδιδόµενης διαταραχής; Να υποθέσετε ότι η κίνηση αρχίζει τη 
χρονική στιγµή 0=t , και να σχεδιάσετε ορισµένα στιγµιότυπα της κίνησης για 

1 2 30 t t t< < <   

     
Η απάντηση αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη.          
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Ερώτηση  1D.10: Να δώσετε µια γενική αναπαράσταση σε σειρά απλών συναρτήσεων, 
µονοδιάστατης περιοδικής κυµατοµορφής που διαδίδεται αναλλοίωτη µε σταθερή ταχύτητα 
διάδοσης προς αυξανόµενα x .    
 

Απάντηση: Σύµφωνα µε την απάντηση της προηγούµενης ερωτήσεως, η θεωρούµενη 
κυµατοµορφή αναπαρίσταται µέσω µιας συναρτήσεως )(ξf , ctx −=ξ . Το γεγονός, 
ότι εν προκειµένω, η κυµατοµορφή θεωρείται επί πλέον περιοδική, σηµαίνει ότι η 
συνάρτηση ( )f x ct−  είναι περιοδική συνάρτηση ως προς x  για κάθε t . Άρα, η 
συνάρτηση )(ξf  θα είναι επίσης περιοδική και ως προς ξ . Κατά συνέπεια, το 
ζητούµενο εδώ είναι να αναπτύξουµε την περιοδική συνάρτηση )(ξf , ctx −=ξ , µε 
τη βοήθεια απλών συναρτήσεων. Το ερώτηµα αυτό απαντάται πλήρως µε τη βοήθεια 
της θεωρίας των σειρών Fourier (η οποία ξεκίνησε ακριβώς µε σκοπό να απαντήσει ένα 
τέτοιο ερώτηµα σε προβλήµατα διάδοσης θερµότητας!). 

 
Ο αναγνώστης που δεν είναι εξοικειωµένος µε τις σειρές Fourier θα πρέπει, στο σηµείο 
αυτό, να εµπλουτίσει τις γνώσεις του µε τη βοήθεια της βιβλιογραφίας (βλ., π.χ. 
Churchill και Brown, 1987). Η συζήτησή µας εδώ θα περιορισθεί σ' εκείνα µόνο τα 
σηµεία που χρειάζονται για τη σωστή εφαρµογή των γενικών αποτελεσµάτων στο 
συγκεκριµένο πρόβληµα που εξετάζουµε. 
 
Για να γράψουµε την αναπαράσταση Fourier της περιοδικής συνάρτησης 

ctxf −=ξξ ,)( , πρέπει πρώτα να εισάγουµε την περίοδο της συναρτήσεως )(ξf . 
∆εδοµένου ότι το  όρισµα ξ  έχει διαστάσεις µήκους, η περίοδος, έστω λ , θα έχει 
επίσης διαστάσεις µήκους, και δεν είναι παρά το µήκος κύµατος της περιοδικής 
κυµατοµορφής.  Από τη θεωρία των σειρών Fourier γνωρίζουµε ότι 
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Οι συντελεστές που εµφανίζονται στις ανωτέρω σχέσεις (1α,β,γ), ορίζονται µέσω της 

)(ξf . Επί παραδείγµατι, 
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Ας µελετήσουµε λίγο πιο προσεκτικά το όρισµα 2 n /π ξ λ , που εµφανίζεται σε όλες τις 
τριγωνοµετρικές συναρτήσεις που υπεισέρχονται στις σχέσεις (1) και (2), ανωτέρω. 
Αντικαθιστώντας το ξ  µε x ct−  βρίσκουµε: 
 

  
2

2 ( )
n x t

n n kx t
c /

π ξ
π ω

λ λ λ
 = ⋅ − = − 
 

,       (3) 

όπου 

  
λ
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π
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2
= ,       και άρα  kc /ω= .      (4) 

Θέτοντας 
 
  tkxtx ωθ −=)( , ,          (5) 
και χρησιµοποιώντας την (3), οι σχέσεις (1) παίρνουν τη µορφή 
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Ας σηµειωθεί ότι οι σταθερές nA  που εµφανίζονται σε διαφορετικές σχέσεις είναι, 

γενικά, διαφορετικές. 
 
Σχόλιο 1: Η σταθερά 0a  (ή 0A ), που εµφανίζεται στα αναπτύγµατα Fourier ανωτέρω, 

συνήθως είναι µηδενική ή, αν δεν είναι, δεν παίζει σηµαντικό ρόλο στο φαινόµενο της 
κυµατικής διάδοσης. ως εκ τούτου, συνήθως αγνοείται. Σηµειώνουµε, όµως, ότι σε 
ορισµένες περιπτώσεις µη-γραµµικών κυµατικών προβληµάτων η σταθερά στο 
αντίστοιχο ανάπτυγµα µπορεί να είναι ουσιώδης. 

Σχόλιο 2: Κάθε όρος του αναπτύγµατος Fourier µιάς περιοδικής κυµατοµορφής 
(σχέσεις (6), ανωτέρω), παριστά µια αρµονική κυµατοµορφή, η οποία διαδίδεται προς 
την ίδια κατεύθυνση µε την ίδια ταχύτητα διάδοσης. Αποδείξαµε δηλαδή, ότι κάθε 
περιοδική κυµατοµορφή που ικανοποιεί τις προϋποθέσεις που αναφέρονται στην 
Ερώτηση 1D.10, µπορεί να γραφεί ως υπέρθεση απλών αρµονικών κυµατοµορφών 
που ικανοποιούν τις ίδιες προϋποθέσεις. 

 
Ερώτηση 1D.11: Μπορείτε να προσδιορίσετε τους συντελεστές ανάπτυξης σε σειρά Fourier 
(π.χ., τους συντελεστές nn ba ,  στην εξίσωση (6α) της Ερωτήσεως 1D.10 µιας κυµατοµορφής 

)( tx ,η , η οποία διαδίδεται αναλλοίωτη µε σταθερή ταχύτητα διάδοσης προς αυξανόµενα x , 

και της οποίας δίδεται η µορφή για µια συγκεκριµένη χρονική στιγµή 0tt = ;    

 
 Η απάντηση αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη.  
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Ερώτηση 1D.12: Να δώσετε µια αναπαράσταση εντοπισµένης µονοδιάστατης κυµατοµορ-
φής που διαδίδεται αναλλοίωτη µε σταθερή ταχύτητα διάδοσης προς αυξανόµενα x , µε τη 

βοήθεια απλών συναρτήσεων.   � 

  
Απάντηση: Σύµφωνα µε τη συζήτηση που έγινε στην Ερώτηση 1D.10, το παρόν 
ερώτηµα ανάγεται στο να δοθεί µια µαθηµατική αναπαράσταση της συνάρτησης µιάς 
µεταβλητής )(ξf , ctx −=ξ , η οποία έχει πεπερασµένο φορέα. Αυτό µπορεί εύκολα 
να γίνει µε τη βοήθεια του ολοκληρώµατος Fourier. Μια µορφή ολοκληρωτικής 
αναπαράστασης κατά Fourier της συνάρτησης )(ξf  είναι η ακόλουθη:  
 

  
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )f a s cos s ds b s sin s dsξ ξ ξ
∞ ∞

= ⋅ + ⋅∫ ∫ . 

ή 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

f x ct a s cos s x ct ds b s sin s x ct ds
∞ ∞

− = ⋅ − + ⋅ −      ∫ ∫ . 

 
 

Ερώτηση 1D.13:  Όλες οι γραµµικές κυµατικές εξισώσεις επιδέχονται λύσεις οι οποίες είναι 
αρµονικές και στο χρόνο και στο χώρο (απλά αρµονικά κύµατα). Να δώσετε τη µαθηµατική 
αναπαράσταση των λύσεων αυτών µε τη βοήθεια απλών αρµονικών συναρτήσεων, σε 
εκθετική (µιγαδική) µορφή.    
 

Απάντηση: Στην περίπτωση αυτή, και το µιγαδικό πεδίο ( )
o

η x  αναπαρίσταται µε τη 

βοήθεια αρµονικών συναρτήσεων: 

  ( ) { }o o
jRe H eη ⋅= ⋅ k xx ,          (1) 

όπου 
o

H  είναι το µιγαδικό πλάτος (το οποίο στην περίπτωση αυτή είναι µια µιγαδική 
σταθερά), και k  είναι ο (διανυσµατικός) αριθµός κύµατος. Συνδυάζοντας την ανωτέρω 
σχέση (β) της Ερωτήσεως 1D.1, λαµβάνουµε 
 

  ( ) ( ){ }o
j t,t Re H e ωη ⋅ −= ⋅ k xx .         (2) 

 
Η κυµατοµορφή (2) αναπαριστά ένα (επίπεδο) απλό αρµονικό κύµα, το οποίο 
διαδίδεται παράλληλα προς το διάνυσµα k . (Βλ. και Ερωτήσεις 1D.1 και 1D.3). 
 
Υπενθυµίζουµε ότι το µέτρο k  του κυµατικού αριθµού και η κυκλική συχνότητα ω , 
που εµφανίζονται στο δεξιά µέλος της (2), συνδέονται µε το µήκος κύµατος λ  και µε 
την περίοδο T  του απλού αρµονικού κύµατος, µέσω των σχέσεων  
 

  
2

k
π
λ

=      και     
2

T

π
ω = .               (3α,β) 

 
Βλ. και Ερώτηση Γ.6, στην οποία οι σχέσεις (3) αποδεικνύονται αναλυτικά στην 
περίπτωση ( )0 0k , ,=k . 
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Ερώτηση 1D.14:  Τί µας δίδουν οι γραµµικές κυµατικές εξισώσεις (1)-(4) της Ερωτήσεως 
1D.1, στην περίπτωση απλών αρµονικών κυµάτων; Τι είναι η σχέση διασποράς;    
 

Απάντηση:  Ας εξετάσουµε κατ' αρχήν το οµογενές πρόβληµα, θέτοντας ( ) 0f x,t =  στις 

εξισώσεις (1), (2) της Ερωτήσεως 1D.1. Τότε, εισάγοντας την αρµονική αναπαράστα-
ση, σχέση (2) της Ερωτήσεως 1D.13, στις τέσσαρες εξισώσεις, χρησιµοποιώντας τις 
σχέσεις 
 

  
( ) ( ) ( ){ }

n on j kx t

n

x,t
Re j H e

t
ωη

ω −∂
= − ⋅ ⋅

∂
,        (α) 

και 

  
( ) ( ) ( ){ }

m om j kx t

m

x,t
Re jk H e

x
ωη −∂

= ⋅ ⋅
∂

,        (β) 

 
και απλοποιώντας τον εκθετικό παράγοντα ( )( )exp j kx tω− , λαµβάνουµε τις 

ακόλουθες αλγεβρικές εξισώσεις: 
 

  ( ) ( )2 22 0
o

j c jk Hω − − ⋅ ⋅ =  ,         (1) 

  ( ) ( ) ( )2 22 0
o

j c jk b j Hω ω κ − − ⋅ + − + ⋅ =  ,       (2) 

  ( ) ( )2 42 0
o

j a jk Hω − + ⋅ ⋅ =  ,        (3) 

  ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22 2 0
o

j c jk j jk Hω β ω − − ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ =  .      (4) 

 

Υποθέτοντας 0
o

H ≠ , και εκτελώντας τις αλγεβρικές πράξεις, καταλήγουµε στις 
 
  2 2 2 0c kω − ⋅ =       ⇔       c kω = ± ⋅ ,      (1́) 
 

  ( ) ( )2 2 2 0jb c kω ω κ+ ⋅ − ⋅ + = ,             (2́) 

 
  2 2 4 0a kω − ⋅ =       ⇔       2a kω = ± ⋅ ,      (3́) 
 

  2 2 2 2 2 2 0c k kω β ω− ⋅ + ⋅ ⋅ =       ⇔       
2 21

c k

k
ω

β

± ⋅
=

+ ⋅
 .    (4́ ) 

 
Οι ανωτέρω εξισώσεις ορίζουν συναρτησιακές σχέσεις της µορφής ( )kω ω= , µεταξύ 

της κυκλικής συχνότητας ω  και του κυµατικού αριθµού k . Οι σχέσεις αυτές 
ονοµάζονται σχέσεις διασποράς, και είναι χαρακτηριστικές της δυναµικής του 
αντίστοιχου κυµατικού φαινοµένου. 
 
Συµπεραίνουµε, λοιπόν, ότι στην περίπτωση (γραµµικού) απλού αρµονικού κύµατος, η 
κυµατική εξίσωση (η οποία µοντελοποιεί τη δυναµική του φαινοµένου) είναι 
ισοδύναµη µε τη σχέση διασποράς. 
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2.1.3   Κυµατική διάδοση σε δύο ή τρεις χωρικές διαστάσεις 
 
Ερώτηση 2&3D.1: Υπάρχουν κυµατικά φαινόµενα τα οποία εµφανίζονται στις 2 και 3 
διαστάσεις, και τα οποία δεν έχουν ανάλογα στη µία διάσταση;    
 

Απάντηση: Η κυµατική διάδοση στις δύο και στις τρεις διαστάσεις είναι πολύ 
περισσότερο περίπλοκη από ότι στη µια διάσταση. Επί παραδείγµατι, η κατεύθυνση 
διάδοσης δεν είναι γενικώς ευθύγραµµη (αυτό συµβαίνει µόνο στα οµογενή µέσα), ενώ, 
ακόµη και όταν η διάδοση είναι ευθύγραµµη, η ταχύτητα διάδοσης µπορεί να εξαρτάται 
από την κατεύθυνση της διάδοσης (ανισοτροπία). Επίσης, όταν το κύµα συναντά 
εµπόδια (σκεδαστές, scatterers) εµφανίζονται πολύπλοκες κυµατοµορφές περίθλασης 
(scattering or diffraction patterns), φαινόµενο το οποίο δεν έχει ανάλογο στη µια 
διάσταση. Η γεωµετρία του µέσου (πεδίου), καθώς και η χωρική κατανοµή της 
ταχύτητας διάδοσης του κύµατος ( )c c= x , παίζουν επίσης, σηµαντικό ρόλο στην 

διαµόρφωση του κυµατικού φαινοµένου (κυµατοδήγηση). Ο µεγάλος πλούτος των 
κυµατικών φαινοµένων στις 2 και στις 3 διαστάσεις δεν είναι δυνατόν να περιγραφεί σε 
λίγες γραµµές. Μια αρκετά αντιπροσωπευτική εικόνα αυτού θα δοθεί στα εδάφια και τα 
κεφάλαια που ακολουθούν. 

 
Ερώτηση 2&3D.2: Στο προηγούµενο υποεδάφιο είδαµε ότι πολύ σηµαντικές πληροφορίες 
για την κυµατική κίνηση στη µια διάσταση µπορούµε να εξάγουµε µέσω κινηµατικών 
θεωρήσεων. Ισχύει το ίδιο στις 2 και στις 3 διαστάσεις ή όχι; Υπάρχουν, στην περίπτωση 
αυτή, γενικές αρχές οι οποίες µας βοηθούν στη µελέτη των κυµατικών φαινοµένων;    
 

Απάντηση: Η µελέτη της κυµατικής κίνησης (διάδοσης) στις δύο και στις τρεις 
διαστάσεις γίνεται κυρίως µε τη βοήθεια των εξισώσεων που διέπουν το εκάστοτε 
εξεταζόµενο κυµατικό φαινόµενο. Και πάλι όµως, υπάρχουν ορισµένες γενικές έννοιες 
και γενικές αρχές, οι οποίες είναι σε µεγάλο βαθµό ανεξάρτητες από το είδος του 
κυµατικού φαινοµένου, και οι οποίες µπορούν (και πρέπει) να παρουσιασθούν γενικά. 
Στο εδάφιο αυτό θα συζητήσουµε ορισµένες γενικές έννοιες (µέτωπο κύµατος, 
ισοφασική επιφάνεια, ακτίνες διάδοσης). Τρεις σηµαντικές γενικές αρχές της κυµατικής 
(Αρχή της υπέρθεσης, Αρχή των Huygens-Fresnel, και Αρχή των Ήρωνος-Fermat) θα 
συζητηθούν εν εκτάσει στο εδάφιο 2.4. 

 
Ερώτηση 2&3D.3: Τί είναι το µέτωπο κύµατος;    
 

Απάντηση:  Η έννοια του µετώπου κύµατος είναι µια από τις βασικότερες έννοιες της 
κυµατικής. Ο ακριβής ορισµός του µετώπου κύµατος δεν εξαρτάται από τη φύση του 
κυµατικού φαινοµένου, αλλά από το είδος της κυµατικής διαταραχής. Έτσι, είναι 
σκόπιµο να διακρίνουµε τρεις βασικές περιπτώσεις, ανάλογα µε το εάν έχουµε 
µεταβατική διαταραχή, χρονικά αρµονική διαταραχή ή κρουστική διαταραχή 
(ασυνέχεια). 

 
Ορισµός 1: Στην περίπτωση µιας µεταβατικής διαταραχής (transient disturbance), ως 
µέτωπο κύµατος ορίζεται ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων (γραµµή στις δύο 
διαστάσεις, επιφάνεια στις τρεις διαστάσεις), ο οποίος χωρίζει το πεδίο σε δύο ξένες 
µεταξύ τους περιοχές: µια δια της οποίας έχει ήδη διαδοθεί (περάσει) η κυµατική 
διαταραχή (περιοχή 1D ), και µια στην οποία δεν έχει ακόµη φθάσει (γίνει αισθητή) η 

κυµατική διαταραχή (περιοχή 0D ).        
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Στην περιοχή 0D  επικρατεί, δηλαδή, ηρεµία(14) (ως προς το διαδιδόµενο κυµατικό 

φαινόµενο). Στην περιοχή 1D  (απ' όπου έχει ήδη περάσει η κυµατική διαταραχή) µπορεί 
να επικρατεί ηρεµία ή να υπάρχει παραµένουσα διαταραχή. Στο Σχήµα 1 δίδονται 
παραδείγµατα µετώπου κύµατος σε περιπτώσεις µεταβατικής διάδοσης. Τα 
παραδείγµατα αυτά είναι αντιπροσωπευτικά και προκύπτουν από λεπτοµερή µελέτη των 
αντιστοίχων φαινοµένων (ή, αν προτιµάτε, των αντιστοίχων µαθηµατικών µοντέλων!).   
 
Στην περίπτωση κρουστικής διαταραχής, ταυτίζουµε το µέτωπο κύµατος µε τη διαδιδό-
µενη ασυνέχεια, πράγµα που βρίσκεται σε πλήρη συµφωνία µε τον Ορισµό 1. 
 
Στην περίπτωση χρονικά αρµονικής κυµατικής διαταραχής (πεδίο συχνοτήτων), ο 
ανωτέρω ορισµός του µετώπου κύµατος δεν έχει νόηµα, δεδοµένου ότι η διαταραχή έχει 
ήδη εξαπλωθεί σε ολόκληρο το πεδίο (πεπερασµένο ή άπειρο). Στην περίπτωση αυτή, 
όµως, η χρονική εξάρτηση υποτίθεται αρµονική, µιας ορισµένης συχνότητας ω (15) 
(µονοχρωµατικό κύµα), και άρα η κυµατική διαταραχή γράφεται στη µορφή 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }o
j t

C S,t cos t sin t Re e ωη η ω η ω η −= ⋅ + ⋅ = ⋅x x x x ,     (1) 

όπου ( ) ( ) ( )
o

C Sjη η η= +x x x  είναι το µιγαδικό πλάτος του χρονικά αρµονικού 

κύµατος. Το µιγαδικό πεδίο, πεδίο ( )
o

η x  εξαρτάται, γενικώς, από τη συχνότητα ω . Έτσι, 

θα γράφουµε ( )
o o

,η η ω= x όταν θέλουµε να τονίσουµε αυτήν της εξάρτηση.  

 

∆εδοµένου ότι σε κάθε θέση x  το πεδίο ( )
o

,η ωx  παίρνει µια µιγαδική τιµή, µπορούµε, 

χωρίς βλάβη της γενικότητας, να γράψουµε 
 

 ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }
o

, A , exp j , A , exp j ,η ω ω θ ω ω ωτ ω= ⋅ = ⋅ −x x x x x ,     (2) 

 
όπου ( )A ,ωx  είναι το πραγµατικό πλάτος και ( ) ( ), ,θ ω ω τ ω= ⋅x x  είναι το όρισµα ή 

φάση του πεδίου.  Η συνθήκη  
 

( ),τ ω =x σταθερά,           (3) 

 
ορίζει, µε πεπλεγµένο τρόπο, το γεωµετρικό τόπο των σηµείων επί των οποίων η φάση 
του κύµατος παραµένει σταθερά. Κάθε τέτοιο σύνολο σηµείων (γραµµή στις δύο 
διαστάσεις, επιφάνεια στις τρείς διαστάσεις) ονοµάζεται ισοφασική επιφάνεια του 
κύµατος. Προφανώς, όλα τα σηµεία που αντιστοιχούν σε τοπικό µέγιστο της φυσικής 
διαταραχής ( ),tη x , σε µία δεδοµένη χρονική στιγµή t , αποτελούν µια ισοφασική 

επιφάνεια, στην οποία η φάση έχει την τιµή 0 (ή 2 πℓ , όπου ℓ  ακέραιος αριθµός). 
Ορµώµενοι από την παρατήρηση αυτή, δίνουµε τον ακόλουθο ορισµό: 
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Ορισµός 2:  Στην περίπτωση χρονικά αρµονικής διαταραχής, ως µέτωπο κύµατος 
ορίζεται ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων (γραµµή στις δύο διαστάσεις, επιφάνεια στις 
τρείς διαστάσεις), επί του οποίου οι τιµές της κυµατικής διαταραχής ( )x,tη  βρίσκονται σε 

συµφωνία φάσης ή, ισοδυνάµως, η φάση ( ),θ ωx  του µιγαδικού πεδίου ( )
o

,η ωx  είναι 

σταθερή.        
 
∆ηλαδή, στη χρονικά αρµονική περίπτωση, ταυτίζουµε το µέτωπο κύµατος µε την 
ισοφασική επιφάνεια. 
 

Ερώτηση 2&3D.4: Στο Σχήµα 1, τα πλάτη κύµατος στην περιοχή του µετώπου έχουν 
σχεδιασθεί µικρότερα στη χρονική στιγµή 2 1t t> , απ' ότι στη χρονική στιγµή 1t . Είναι αυτό 
σωστό; Αν ναι, σε τι νοµίζετε ότι οφείλεται; Μπορείτε να δώσετε έναν ποιοτικό νόµο 
εξασθένισης του πλάτους του µετώπου κύµατος συναρτήσει της ακτίνας του µετώπου;    
 

Απάντηση: Το πλάτος κύµατος πράγµατι µειώνεται καθώς µεγαλώνει η ακτίνα του 
µετώπου. Αυτό οφείλεται στο ότι η ενέργεια που µεταφέρει το κύµα (και η οποία είναι 
ακριβώς η ενέργεια που δίδει η διεγείρουσα αιτία που το δηµιούργησε διασπείρεται σε 
µεγαλύτερη έκταση, όταν η ακτίνα είναι µεγαλύτερη.  
 
Με τη βοήθεια ορισµένων γενικών υποθέσεων, µπορούµε να δώσουµε ένα γενικό 
ποιοτικό νόµο ο οποίος να συνδέει το πλάτος κύµατος µε την ακτίνα του µετώπου 
διάδοσης, βασιζόµενοι στην αρχή διατήρησης της ενέργειας(16). Προς τούτο, χρειάζεται 
να υποθέσουµε ότι όλη η ενέργεια βρίσκεται συγκεντρωµένη σε ένα "φλοιό" κοντά στο 
µέτωπο κύµατος (πράγµα αρκετά ακριβές στις 3 διαστάσεις, αλλά µόνο κατά προσέγγιση 
ισχύον στις 2 διαστάσεις), και να λάβουµε υπ' όψιν µας τη γενική σχέση 
 

  
2

έ ύ ά

ά ά ό διαταραχής

Εν ργεια κ µατος πλ τος
αν µον δα γκου
   
   
   

∼ .       (1) 

 
Τότε, η αρχή διατήρησης της ενέργειας:  
 

  

1 2

ή έ ή έ

ή ή

ώ ύ ώ ύ

t t t t

Κυµατικ εν ργεια Κυµατικ εν ργεια
στην περιοχ του στην περιοχ του
µετ που κ µατος µετ που κ µατος
για για

   
   
   =
   
      = =   

     (2) 

 
µας δίδει 

2 2
1 1 2 2a S a S⋅ = ⋅ ,          (3) 

 
όπου 1S , 2S   είναι τα εµβαδά των επιφανειών του µετώπου κύµατος στις χρονικές 

στιγµές 1t , 2t , αντιστοίχως, και 1a , 2a  είναι τα αντίστοιχα πλάτη κύµατος.  
 
Η περαιτέρω επεξεργασία της σχέσεως (3) απαιτεί πρόσθετες υποθέσεις. Ας υποθέσουµε, 
λοιπόν, ότι το µέσον είναι οµογενές, οπότε έχουµε σφαιρική διάδοση στις 3 διαστάσεις, ή 
κυλινδρική διάδοση στις 2 διαστάσεις. Τότε, λαµβάνοντας υπ' όψιν µας ότι το εµβαδόν 
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σφαιρικής επιφάνειας ακτίνας R  είναι 24S Rσφ π= , ενώ το εµβαδόν κυλινδρικής 

επιφάνειας ακτίνας R  και εγκάρσιας διάστασης d  είναι 2.S Rdκυλ π= , βρίσκουµε, βάσει 

της (3): 
 

  2 2 2 2
1 1 2 2

1
a R a R a

R
⋅ = ⋅ ⇔ ∼    στις τρεις διαστάσεις,   (4α) 

και 

  2 2
1 1 1 2

1
a R d a R d a

R
⋅ = ⋅ ⇔ ∼   στις δύο διαστάσεις.   (4β) 

 
Ας σηµειωθεί εδώ ότι, ακόµη και αν ισχύουν όλες οι υποθέσεις που επικαλεσθήκαµε 
ανωτέρω, το πλάτος κύµατος θα είναι, γενικώς, µικρότερο απ' ότι προβλέπουν οι σχέσεις 
(4α) και (4β), λόγω των φαινοµένων απόσβεσης (τα οποία οδηγούν σε µείωση της 
µηχανικής ενέργειας του κύµατος). 

 
Ερώτηση 2&3D.5: Τί είναι οι ακτίνες διάδοσης του κύµατος;    

 
Απάντηση: Οι διαδοχικές θέσεις του µετώπου κύµατος (σε διαδοχικές χρονικές στιγµές), 
αποτελούν µια οικογένεια επιφανειών (ή γραµµών, στις δύο διαστάσεις), οι οποίες, 
γενικώς, είναι λείες και δεν τέµνονται µεταξύ τους(17). Κατά συνέπεια, είναι γενικώς 
δυνατόν να ορισθεί µια οικογένεια γραµµών κάθε µέλος της οποίας τέµνει κάθετα το 
µέτωπο κύµατος, για κάθε t . Βλ. Σχήµα 2. Οι γραµµές αυτές ονοµάζονται ακτίνες 
διάδοσης ή, απλούστερα, ακτίνες. 
 
 
 

 
 
 

 
Σχήµα 2 (2.1.3): Οι ακτίνες διάδοσης είναι κάθετες, σε κάθε χρονική στιγµή, στο µέτωπο  
                             κύµατος 
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Ερώτηση 2&3D.6: Όπως έχουµε επίσης αποδείξει στο εδάφιο 2.1.2, Ερώτηση 1D.4, ένα 
επίπεδο κύµα το οποίο διαδίδεται αναλλοίωτο, µε σταθερή ταχύτητα, προς την κατεύθυνση 
k , κινούµενο µέσα σε χώρο n  διαστάσεων ( 2n =  ή 3), εκφράζεται από τη σχέση 
 
 ( ) ( )y y ,t f tω ε= = ⋅ − +x k x ,         (1) 

 
όπου ε , ω  και ( )1 2 nk ,k ,...,k=k  είναι σταθερές ποσότητες, και ( )1 2 nx ,x ,...,x=x  είναι η 

χωρική µεταβλητή. Να αποδείξετε ότι η κυµατοµορφή (1) ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση 
 

2
2

2
0n

y
c y

t
∆

∂
− =

∂
,  όπου     

2 2 2

2 2 2
1 2

def

n
n

y y y
y ...

x x x
∆

∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂
           (2α,β) 

 
και c /ω= k  είναι η ταχύτητα διάδοσης της κυµατικής διαταραχής.    

 
Απάντηση: Παραγωγίζοντας δύο φορές ως προς ix  και t , βρίσκουµε  

 

 ( )
2

2
2 i
i t

y
k f

x
ξ ω

ξ
= −

∂
′′=

∂
kx

 και ( )
2

2
2

t

y
f

t
ξ ω

ω ξ
= −

∂
′′=

∂
kx

.              (α,β) 

 
Αθροίζοντας τις (α) βρίσκουµε 
 

 ( )
2 2 2

2
2 2 2
1 2

n
n t

y y y
y ... k f

x x x
ξ ω

∆ ξ
= −

∂ ∂ ∂
′′= + + + =

∂ ∂ ∂
kx

.       (γ) 

 
όπου k = k . Συνδυάζοντας τώρα τις (β) και (γ), λαµβάνουµε την (2). 

 
Σχόλιο 1: Η εξίσωση (2) ικανοποιείται από ένα µεγάλο αριθµό κυµατικών φαινοµένων 

(π.χ. ακουστικά κύµατα και ηλεκτροµαγνητικά κύµατα), όταν η διάδοση γίνεται σε 
οµογενές µέσο (ή στο κενό, για τα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα). Ας σηµειωθεί ότι, στις 
περιπτώσεις αυτές η διαφορική εξίσωση (2) ισχύει γενικά, ανεξαρτήτως της 
συγκεκριµένης µορφής της κυµατικής διαταραχής, ανεξαρτήτως, δηλαδή, του εάν το 
κύµα είναι επίπεδο, σφαιρικό, κυλινδρικό ή γενικότερο. Αυτό προκύπτει µετά από 
µαθηµατική επεξεργασία των (δυναµικών) νόµων που διέπουν τα αντίστοιχα 
φαινόµενα, οπότε λαµβάνουµε την εξίσωση (2), καθώς και συγκεκριµένες εκφράσεις 
για την ταχύτητα διάδοσης c  µέσω των παραµέτρων του φυσικού συστήµατος. 
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2.2 Παραδείγµατα κυµατικών εξισώσεων 
 
Στο εδάφιο αυτό θα παρουσιάσουµε (µε συνοπτικό σχολιασµό) διάφορα παραδείγµατα 
κυµατικών εξισώσεων, µε σκοπό να δώσουµε µια ιδέα της ευρύτητας και της ποικιλίας 
αυτών. Όπως θα δούµε, κατά κανόνα ένα συγκεκριµένο φυσικό κυµατικό φαινόµενο 
µοντελοποιείται µαθηµατικά µε περισσότερες από µία (διαφορετικές µεταξύ τους(18)) 
εξισώσεις, οι οποίες αποδίδουν διαφορετικές όψεις του φαινοµένου, όπως αυτές 
εκδηλώνονται είτε σε διαφορετικές κλίµακες χώρου ή χρόνου, είτε λόγω διαφορετικών τιµών 
των παραµέτρων που χαρακτηρίζουν το κυµατικό φαινόµενο. 
 
Κατ' αρχήν θα περιορισθούµε σε εξισώσεις που περιγράφουν χωρικά µονοδιάστατη κυµατική 
διάδοση, τις οποίες θα παρουσιάσουµε οµαδοποιηµένες ως προς το φυσικό φαινόµενο που 
περιγράφουν. 
 
2.2.1 Ελαστικά κύµατα 
 
-Εγκάρσια κύµατα σε τεταµένη χορδή (string under tension) 
 
Υπό την προϋπόθεση ότι η κλίση (έστω θ ) της χορδής παραµένει αρκετά µικρή (έτσι ώστε 
να µπορούµε να θεωρήσουµε sinθ θ≈ ), η διάδοση εγκαρσίων κυµάτων σε χορδή διέπεται 
από την εξίσωση. 
 

 ( ) 0,tt ,xx
T
ρη η− ⋅ =     ή   ( )f x,t / ρ ,                  (1α) 

 
όπου Τ είναι η τάση (δύναµη η οποία διατείνει τη χορδή), ρ  είναι η γραµµική πυκνότητα της 

χορδής, και ( )f x,t  είναι η εγκάρσια φόρτιση (δύναµη ανά µονάδα µήκους) της χορδής. 

 
Η εξίσωση (1α) είναι, προφανώς, ίδια µε την εξίσωση (4) του εδαφίου 2.2.1, και παράγεται 
(όπως θα δούµε αναλυτικά στο επόµενο κεφάλαιο) µε τη βοήθεια των νόµων της δυναµικής 
(νόµος Newton ή, ισοδυνάµως, αρχή του Hamilton). Η επι πλέον πληροφορία που περιέχεται 
στην (δυναµικά παραγόµενη) εξίσωση (1α), σε σχέση προς την (κινηµατικά παραγόµενη) 
εξίσωση (4) του εδαφίου 2.2.1, είναι η ακριβής µορφή του συντελεστή της ,xxη , εκ της οποίας 

προκύπτει ότι η ταχύτητα διάδοσης του κύµατος στη χορδή δίδεται από τη σχέση T /c ρ= . 

 
Εάν η εγκάρσια κίνηση της χορδής συναντά µια ελαστική αντίδραση (π.χ., στην περίπτωση 
ελαστικής έδρασης), τότε η εξίσωση των εγκαρσίων κυµάτων της χορδής διαφοροποιείται ως 
εξής 
 

 ( ) ( ) 0,tt ,xx
T k
ρ ρη η η− + =    ή   ( )f x,t / ρ ,                 (1β) 

 
όπου k  είναι η ελαστική σταθερά της εξωτερικής αντίδρασης, και όλες οι άλλες παράµετροι 
έχουν την ίδια έννοια, όπως ανωτέρω.  
 
Περαιτέρω, η εγκάρσια κίνηση της χορδής µπορεί να συναντά µια αποσβεστική εξωτερική 
αντίδραση, ανάλογη προς την ταχύτητά της. Τότε η εξίσωση (1α) παίρνει τη µορφή 
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 ( ) ( ) 0,tt ,xx ,t
T b
ρ ρη η η− + =    ή   ( )f x,t / ρ ,                 (1γ) 

 
όπου b  είναι ο συντελεστής απόσβεσης της εξωτερικής αντίδρασης. Βεβαίως, η ελαστική και 
η αποσβεστική εξωτερική αντίδραση µπορεί να συνυπάρχουν. Τότε η κυµατική εξίσωση 
διαµορφώνεται ως εξής: 
 

 ( ) ( ) ( ) 0,tt ,xx ,t
T b k
ρ ρ ρη η η η− + + =    ή   ( )f x,t / ρ                 (1δ) 

 
-∆ιαµήκη κύµατα σε λεπτή ελαστική ράβδο 
 
Η βασική εξίσωση που διέπει τη διάδοση διαµήκων κυµάτων µικρού εύρους σε λεπτή 
(πρακτικά µονοδιάστατη) ελαστική ράβδο είναι η  
 

 ( ) 0,tt ,xx
E
ρη η− =    ή   ( )f x,t / ρ ,                 (2α) 

 
όπου Ε και ρ  είναι το µέτρο ελαστικότητας και η πυκνότητα του υλικού της ράβδουκαι 

( )f x,t  είναι διαµήκως κατανεµηµένη φόρτιση. Η εξίσωση (2α) είναι ακριβώς του ιδίου 

τύπου µε την (1α), αλλά µε διαφορετικό συντελεστή της ,xxη . Η µορφή αυτού του 

συντελεστή, η οποία συνάγεται από τη δυναµική µελέτη του φαινοµένου, οδηγεί στο 

συµπέρασµα ότι τα διαµήκη κύµατα σε λεπτή ράβδο διαδίδονται µε ταχύτητα E /c ρ= . 

 
Εάν το µέτρο ελαστικότητας του υλικού µεταβάλλεται ως προς x , δηλαδή ( )E E x= , τότε η 

εξίσωση (2α) παίρνει τη µορφή 
 

 ( )( )1 0,tt ,x ,x
E xρη η− =    ή   ( )f x,t / ρ                  (2β) 

 
ή, ισοδυνάµως, 
 

 ( )( ) ( )( ) 0,tt ,xx ,x

E x E x
ρ ρη η η′

− − =    ή   ( )f x,t / ρ .         

 
Μια ακόµη πιο σηµαντική περίπτωση έχουµε όταν µεταβάλλεται το εµβαδόν A  της διατοµής 
της ράβδου, δηλαδή όταν ( )A A x= . Στην περίπτωση αυτή η κυµατική εξίσωση 

διαµορφώντεται ως εξής 
 

 
( )( ) ( )( ) 0,tt ,x ,x

E A x
A xρ

η η− =    ή   ( )f x,t / ρ ,                 (2γ) 

 
ή, ισοδυνάµως, 
 

 ( ) ( )

( )
0,tt ,xx ,x

EA xE
A xρ ρ

η η η
′

− − =    ή   ( )f x,t / ρ .          

 
Όλες οι ανωτέρω εξισώσεις προκύπτουν υπό την προϋπόθεση (µεταξύ πολλών άλλων 
προϋποθέσεων) ότι οι εγκάρσιες διατοµές της ράβδου παραµένουν αναλλοίωτες. Όµως, οι 
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µεταβολές της πυκνότητας ως προς x  είναι εύλογο –σε ένα ελαστικό στερεό– να οδηγούν και 
και σε µεταβολές της εγκάρσιας διατοµής του (διατήρηση µάζας). Αν ληφθεί υπ' όψιν αυτό το 
φαινόµενο, τότε προκύπτει η εξίσωση 
 

 ( ) ( )2
0,tt ,xx r ,xxtt

E viρη η η− − ⋅ =    ή   ( )f x,t / ρ .               (2δ) 

 
όπου v  είναι ο λόγος Poisson του υλικού, και ri  η πολική ακτίνα αδράνειας αυτού. Η 
εξίσωση (2δ), η οποία παράγεται µε τη βοήθεια της αρχής του Hamilton, αναφέρεται ως 
εξίσωση Love. Στην εξίσωση (2δ) βλέπουµε ότι εµφανίζεται και η τέταρτη µικτή παράγωγος 
(ως προς x  και t ) της κυµατικής διαταραχής. 
 
-Εγκάρσια κύµατα σε δοκό (ή ράβδο, beam or rod) 
 
Η εγκάρσια ταλάντωση ελαστικής ράβδου είναι πιο πολύπλοκο φαινόµενο από τη διαµήκη 
ταλάντωση αυτής, διότι συνδέεται µε καµπτικές παραµορφώσεις και τάσεις. Η απλή θεωρία 
του Bernoulli για την κάµψη οδηγεί στην ακόλουθη εξίσωση για τα εγκάρσια κύµατα σε δοκό 
 

 ( ) 0,tt ,xxxx
EI

Aρ
η η+ =    ή   ή   ( )f x,t / Aρ .                 (3α) 

 
όπου E  και ρ  είναι το µέτρο ελαστικότητας και η πυκνότητα του υλικού της ράβδου, I  και 
A  είναι η ροπή αδράνειας (ως προς τον ουδέτερο άξονα) και το εµβαδόν της διατοµής της 
ράβδου, και ( )f x,t  είναι η εγκάρσια φόρτιση της ράβδου. Η συνάρτηση ( )x,tη η=  

εκφράζει την εγκάρσια µετατόπιση της διατοµής της δοκού. Αξίζει να σηµειωθεί εδώ ότι 
στην εξίσωση (3α) εµφανίζεται η τέταρτη παράγωγος ως προς x  της διαταραχής. 
 
Εάν τα χαρακτηριστικά E  και ρ  του υλικού, και I  και A  της διατοµής της ράβδου, 
µεταβάλλονται ως προς x , τότε η εξίσωση (3α) γενικεύεται ως εξής: 
 

 
( ) ( )

( ) ( )( )1 0,tt ,xx ,xx
E x I x

x A xρ
η η+ ⋅ =    ή   ( )f x,t / Aρ ,               (3β) 

 
η οποία, αν αναπτύξουµε την ως προς x  παραγώγιση, παίρνει τη µορφή 
 

 
( ) ( )2

0,tt ,xx ,xxx ,xxxx

EIEI EI
A Aρ ρ ρ

η η η η
′′′

− ⋅ + ⋅ + ⋅ =    ή   ( )f x,t / Aρ .      

 
Εάν η δοκός είναι προεντεταµένη, δηλαδή αν θλίβεται ή εφελκύεται από µια δύναµη T , η 
οποία συνεχίζει να υπάρχει όταν διαδίδεται το εγκάρσιο κύµα, τότε η εξίσωση (3α) 
διαµορφώνεται ως εξής 
 

 0,tt ,xx ,xxxx
T EI

AA ρρ
η η η

 
 
 
 

− ⋅ + ⋅ =    ή   ( )f x,t / Aρ .                (3γ) 

 
Ενδιαφέρον παρουσιάζει επίσης η περίπτωση δοκού η οποία εδράζεται σε βισκοελαστικό 
υλικό. Στην περίπτωση αυτή η εξίσωση (3γ) εµπλουτίζεται µε δύο ακόµη όρους: 
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 0,tt ,t ,xx ,xxxx
k b T EI
A A A Aρ ρ ρ ρ

η η η η η
       
       
       
       

+ ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ =    ή   ( )f x,t / Aρ .             (3δ) 

 
Θα κλείσουµε (χωρίς βέβαια να εξαντλήσουµε) τον κατάλογο των παραδειγµάτων κυµατικών 
εξισώσεων που περιγράφουν τη διάδοση εγκαρσίων κυµάτων σε δοκό, παρουσιάζοντας την 
εξίσωση Timosenko, η οποία λαµβάνει υπ' όψιν την επίδραση των διατµητικών τάσεων και 
της στροφικής αδράνειας των στοιχείων της δοκού (τα οποία αγνοούνται στα πλαίσια της 
θεωρίας Bernoulli). Η εξίσωση Timosenko έχει την ακόλουθη µορφή: 
 

 ( )1 0,tt ,tttt ,xxtt ,xxxx
I EI EI

GA AGA
ρ
κ ρκ

η η η η
           

 + ⋅ − + ⋅ + ⋅ =
 

   ή   ( )f x,t / Aρ ,             (3ε) 

 
όπου οι παράµετροι E , ρ , I , A  έχουν την ίδια έννοια ως ανωτέρω, G  είναι το µέτρο 
διάτµησης του υλικού και κ  είναι συντελεστής ο οποίος περιγράφει την επίδραση των 
διατµητικών τάσεων και εξαρτάται από τη µορφή της διατοµής της δοκού. 
 
Τα εγκάρσια κύµατα σε δοκό αποτελούν ένα ενδιαφέρον παράδειγµα κυµατικού φαινοµένου, 
το οποίο, όπως είδαµε, µας δίδει µια πλούσια ποικιλία κυµατικών εξισώσεων, παραγοµένων 
βάσει της δυναµικής του φαινοµένου, σε συνδυασµό µε διάφορες παραδοχές κινηµατικής 
γεωµετρικής και καταστατικής(19) φύσεως.  
 
 
2.2.2 Ακουστικά κύµατα 
 
Θα χρησιµοποιηθούν στην συνέχεια οι εξισώσεις Euler διατήρησης της µάζας και ορµής  για 
την περίπτωση ελαφρά συµπιεστού ρευστού, όπως το νερό, σε κατάσταση σταθερής 
θερµοκρασίας του µέσου. Θεωρούµε δύο καταστάσεις: (i) την κατάσταση υποβάθρου πρό της 
διέγερσης και διάδοσης της ακουστικής διαταραχής (χάριν απλότητας θεωρούµε εδώ στάσιµο 
µέσο) και (ii) τη κατάσταση που αντιστοιχεί στο συνολικό πεδίο, και χρησιµοποιούµε τον 
ακόλουθο συµβολισµό  για τα συνολικά µεγέθη , ,T T Tp ρ u , κλπ, και αντίστοιχα  για τα 

µεγέθη υποβάθρου 0 0 0, ,p ρ u  και τα µεγέθη ακουστικής διαταραχής , ,p ρ u . Σύµφωνα µε 

αυτή τη θεώρηση έχουµε 
 

0Tp p p= + ,   0Tρ ρ ρ= + ,  0T = +u u u ,                                                                               (4) 

 
και παρόµοιες σχέσεις για τα υπόλοιπα µεγέθη. ΟΙ εξισώσεις Euler ικανοποιούνται για τα 
συνολικά µεγέθη και για τα µεγέθη υποβάθρου. Γράφοντας τις εξισώσεις διατήρησης της 
µάζας και της ορµής για τις δύο καταστάσεις, και αφαιρώντας αµοιβαία κατά µέλη, 
λαµβάνουµε προσεγγιστικές εξισώσεις για τα ακουστικά µεγέθη θεωρώντας ότι το ακουστικό 
πεδίο είναι πολύ µικρό και άρα οι εµπλεκόµενοι µη γραµµικοί όροι µπορούν να θεωρηθούν 
µικροί ανώτερης τάξης  και µπορούν να παραληφθούν προσεγγιστικά. Με τη διαδικασία αυτή 
προκύπτουν οι ακόλουθες εξισώσεις ως προς τα ακουστικά µεγέθη 
 

( ) 0
t

ρ
ρ

∂
+∇ =

∂
u ,   p

t
ρ
∂

= −∇
∂
u

.                                                                                             (5) 
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Παραγωγίζοντας ως προς το χρόνο τη πρώτη εξίσωση και λαµβάνοντας την κλίση της 
δεύτερης παραπάνω εξίσωσης προκύπτουν  
 

2 2
2

2 2
0p

t t t

ρ ρ
ρ

∂ ∂ ∂ + ∇ = −∇ = ∂ ∂ ∂ 

u
.                                                                                          (6) 

 
Χρησιµοποιώντας στην συνεχεια την καταστατική εξίσωση στην απλή της εκδοχή  
 

2c pρ = ,                                                                                                                                   (7) 
 
όπου c η ταχύτητα διάδοσης της ακουστικής διαταραχής στο µέσο, καταλήγουµε στην 
κυµατική εξίσωση 
 

2
2 2

2
0

p
c p

t

∂
− ∇ =

∂
,                                                                                                                     (8) 

 
και ίδιες εξισώσεις για τα υπόλοιπα µεγέθη. 
 
 
 
2.2.3 Ηλεκτροµαγνητικά κύµατα 
 
Οι εξισώσεις Maxwell για τη διάδοση ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων στο κενό (απουσία 
ηλεκτρικού ρεύµατος) απαρτίζονται από το νόµο του  Gauss για το ηλεκτρικό E  και το 
µαγνητικό πεδίο B , σε συνδυασµό  µε τους  νόµους Faraday και Ampere Biot-Savart, τη 
διατήρηση του  
 

0∇ =E ,  0∇ =B , / t∇× = −∂ ∂E B ,  ,  0 0 / tε µ∇× = − ∂ ∂B Ε ,                                                 (9) 

 
όπου 0 0,ε µ  η διηλεκτρική σταθερά και η µαγνητική διαπερατότητα του µέσου (κενού) µέσω 

των οποίων ορίζεται η ταχύτητα διάδοσης 
 

2
0 0c ε µ− = .                                                                                                                             (10) 

 
Λαµβάνοντας την περιστροφή της τρίτης  και της τέταρτης εξίσωσης και χρησιµοποιώντας 
στην συνέχεια την πρώτη και την δεύτερης εξίσωση και ταυτότητες της ανάλυσης 
καταλήγουµε τελικά στις ακόλουθες εξισώσεις για το ηλεκτρικό και µαγνητικό πεδίο, 
αντίστοιχα, 
 

2
2 2

2
0c

t

∂
− ∇ =

∂
Ε

Ε   και   
2

2 2
2

0c
t

∂
− ∇ =

∂
B

B .                                                                             (11) 

 
Οι ανωτέρω εξισώσεις γενικεύονται για διηλεκτρικό µέσο µε την παρουσία ρευµάτων. 
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2.2.4 Υδάτινα κύµατα 
 
Τα υδάτινα κύµατα (water waves) είναι ένα εξαιρετικά ενδιαφέρον και περίπλοκο κυµατικό 
φαινόµενο, το οποίο, εδώ και έναν και πλέον αιώνα, αποτελεί πηγή µεγάλου αριθµού (και 
µεγάλης ποικιλίας) κυµατικών εξισώσεων (model wave equations), οι οποίες περιγράφουν 
κατά προσέγγιση διάφορες επί µέρους όψεις του φαινοµένου. Η παραγωγή των διαφόρων 
model equations (γραµµικών και µη-γραµµικών) από τις γενικές εξισώσεις της Μηχανικής 
των Ρευστών είναι συχνά µακροσκελής και περίπλοκη. Μια πλήρως παρουσίαση του 
θέµατος, ακόµη και χωρίς ιδιαίτερη έµφαση στις µεθόδους λύσεως των εξισώσεων, θα 
απαιτούσε µια... πολύτοµη µονογραφία(!). 
 
-Γραµµική εξίσωση ρηχού νερού 
 
 ( ) ( ) 0tt xx xgh gh xη η η′− ⋅ − ⋅ = ,       

 
όπου ( )x,tη η=  είναι η ανύψωση της επιφάνειας του νερού και ( )h x  είναι το τοπικό βάθος. 

Όταν ( )h x = σταθ., τότε ( ) 0h x′ = , και η εξίσωση (1α), παίρνει τη µορφή της εξίσωσης D' 

Alembert, δηλαδή της (κινηµατικά παραγόµενης) εξίσωσης (4) του εδαφίου 2.2.1. Η 
τελευταία εξίσωση, όπως γνωρίζουµε δεν παρουσιάζει διασπορά, δηλαδή µια κυµατοµορφή 

διαδίδεται αναλλοίωτη µε ταχύτητα gh . Όµως, τα υδάτινα κύµατα γενικώς εµφανίζουν 

διασπορά. Η παρακάτω εξίσωση έχει αυτή την ιδιότητα 
 
-Γραµµική εξίσωση ρηχού νερού µε όρο διασποράς 
 

 21
0

3,tt ,xx ,xxttgh hη η η− ⋅ − ⋅ = . 

 
Η εξίσωση αυτή ισχύει για σταθερό βάθος νερού (h =σταθ.), και όταν το µήκος κύµατος 
είναι πολύ µεγάλο ως προς το βάθος, ενώ, ταυτόχρονα, το πλάτος κύµατος πολύ µικρό ως 
προς το βάθος του νερού. (Πολύ ειδική περίπτωση, πράγµατι!). Πιο "πλούσια" είναι, όµως, η 
ακόλουθη εξίσωση 
 
-(Μη-γραµµική) εξίσωση Boussinesq 
 

 ( )2 21 3
0

3 2,tt ,xx ,xxtt ,xx
gh h gη η η η− ⋅ − − = , 

 
στην οποία περιλαµβάνεται (σε κάποιο βαθµό) τόσο το φαινόµενο της διασποράς όσο και το 
φαινόµενο της µη-γραµµικότητας. Όµως, προσοχή! Και η εξίσωση αυτή ισχύει µόνο για πολύ 
ρηχό νερό, όταν δηλαδή το µήκος κύµατος είναι πολύ µεγάλο ως προς το βάθος του νερού. 
 
Οι ανωτέρω τρεις εξισώσεις παραµένουν αναλλοίωτες ως προς τον µετασχηµατισµό x x→− , 
και άρα στις λύσεις τους περιλαµβάνονται κύµατα διαδιδόµενα και προς τις δύο κατευθύνσεις 
(αυξανόµενα x , και µειούµενα x ). Αν εισάγουµε  a priori την υπόθεση ότι η κυµατική 
διαταραχή διαδίδεται προς µια κατεύθυνση (αυξανόµενα x ), µπορούµε να καταλήξουµε στην 
ακόλουθη one-way equation, χαµηλότερης τάξης. 
 
-Η εξίσωση Korteweg-de Vries (KdV) 
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 23 1
0

2 6,t ,x ,x ,xxx

g
gh h gh

h
η η ηη η+ ⋅ + ⋅ + ⋅ = , 

 
εκ της οποίας, παραλείποντας το µη-γραµµικό όρο, βρίσκουµε τη γραµµική εξίσωση 
 

 21
0

6,t ,x ,xxxgh h ghη η η+ ⋅ + ⋅ = . 

 
Παραλλαγές των ανωτέρω εξισώσεων, µε καλύτερη απόδοση της διασποράς, αποτελούν οι 
ακόλουθες δύο εξισώσεις 
 
-Η εξίσωση Benjamin, Bona and Mahony (BBM) 
 

 23 1
0

2 6,t ,x ,x ,txx

g
gh h

h
η η ηη η+ ⋅ + ⋅ − = , 

 
και 
  
-Η συνδυασµένη εξίσωση KdV-BBM 
 

 2 23 1 1 1
0

2 2 3 2,t ,x ,x ,txx ,xxx

g
gh b h bh gh

h
η η ηη η η + ⋅ + ⋅ − + ⋅ − ⋅ = 

 
, 

 
η οποία για 1 3b /= −  δίδει την KdV, και για 0b =  δίδει την BBM. Βέλτιστη τιµή της 
"ελεύθερης" σταθερής b , ώστε να αποδίδεται κατά τον καλύτερο δυνατό τρόπο (πάντως, όχι 
πλήρως) η διασπορά, είναι η τιµή 3 10/ . 
 
 
Περιγράφεται στην συνέχεια ένα αριθµητικό σχήµα πεπερασµένων διαφορών για τον 
υπολογισµό της διάδοσης κυµατισµών σε περιβάλλον ρηχού νερού µε τοπογραφία πυθµένα 
µε βάση την γραµµικοποιηµένη εξίσωση Boussinesq.  

 
2.2.5 Αριθµητικό σχήµα διάδοσης γραµµικών κυµατισµών σε ρηχό νερό 
 
Η  κλασσική κυµατική εξίσωση (υπερβολική Μ∆Ε) σε οµογενές µέσο 
 

2 2

2 2
0c

t x

η η∂ ∂
− =

∂ ∂
  ,                                                                                                                  (1) 

 
όπου c η σταθερή ταχύτητα διάδοσης, επιδέχεται κατά τα γνωστά στην µια χωρική διάσταση 
τη γενική λύση  ( )x ctη ± . Στην περίπτωση ανοµοιογενούς µέσου η ανωτέρω εξίσωση 

λαµβάνει τη µορφή 
 

( )
2 2

2 2
0c x

t x

η η∂ ∂
− =

∂ ∂
 ,                                                                                                             (2) 
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όπου ( )c x  η µεταβαλλόµενη χωρικά τιµή της ταχύτητας διάδοσης. Στην γενικότερη αυτή 

περίπτωση η λύση κατασκευάζεται αριθµητικά. Θα περιγράψουµε στην συνέχεια την  
εφαρµογή της µεθόδου πεπερασµένων διαφορών για την επίλυση προβληµάτων αρχικών και 
συνοριακών συνθηκών, αναφερόµενοι σε εφαρµογές διάδοσης υδάτινων κυµατισµών στην 
περιοχή σχετικά ρηχού νερού  κάνοντας χρήση της προσέγγισης Boussinesq, η οποία 
ενσωµατώνει επιδράσεις ήπιας κλίσης πυθµένα καθώς και ασθενούς διασποράς και µη 
γραµµικότητας.  Αµελώντας εδώ µη γραµµικά φαινόµενα επικεντρωνόµαστε στην 
γραµµικοποιηµένη εξίσωση Boussinesq 
 

( ) ( ) ( )22 2 4

2 2 2 2
0

3

dh x h x
gh x g

t x dx t x

η η η
η

∂ ∂ ∂
− − − =

∂ ∂ ∂ ∂
 .                                                               (3) 

 
Τα χαρακτηριστικά διασποράς του ανωτέρω µοντέλου προκύπτουν εύκολα εξετάζοντας 
χωρο-χρονικά αρµονικές λύσεις σε σταθερό βάθος νερού. Στην περίπτωση αυτή   / 0dh dx = , 
οπότε η εξίσωση (3) λαµβάνει την απλούστερη µορφή 
 

( ) ( )22 2 4

2 2 2 2
0

3

h x
gh x

t x t x

η η η∂ ∂ ∂
− − =

∂ ∂ ∂ ∂
  .                                                                                  (4) 

 
Αναζητώντας λύσεις της Εξ.(4) της µορφής  ( ) ( ), cosx t H kx tη ω= ±  καταλήγουµε για την 

ταχύτητα διάδοσης αυτών των λύσεων  ( )ˆ /c k kω=  στην ακόλουθη  σχέση 

( ) ( )
122ˆ

1
3

c k kh

gh

−
 

= +  
 

   ,                                                                                                     (5α) 

 
από όπου λαµβάνουµε την ακόλουθη προσέγγιση 
 

( ) ( )
1/ 22

ˆ
1

3

c k kh

gh

 
≈ −  
 

  .                                                                                                       (5β) 

 
Το ανωτέρω αποτέλεσµα συγκρίνεται πολύ καλά στη περιοχή των κυµατισµών ρηχού προς 
ενδιάµεσο βάθος νερού µε το αντίστοιχο αποτέλεσµα  από την γενική σχέση διασποράς της 
γραµµικής θεωρίας υδάτινων κυµατισµών 

( ) ( )
1/ 2

tanhc k kh

khgh

 
=  
 

  ,                                                                                                        (6) 

 
όπως παρoυσιάζεται στο Σχήµα 1, όπου παρατηρούµε την πρακτική ταύτιση των Εξ.(5β) και 
(6) για τιµές του 0.63 ( / 0.1)kh h λ< < . Το γεγονός αυτό επιβεβαιώνεται και από την 
ασυµπτωτική ανάπτυξη της υπερβολικής εφαπτοµένης σε σειρά Taylor στη γειτονιά του 

µηδενός:  ( ) ( ) ( )3 5
tanh / 3kh kh kh O kh= − + , που µας επιτρέπει να λάβουµε ως προσέγγιση 

την σχέση (5b) από την (6). 
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Σχήµα 1. Σχέση διασποράς του µοντέλου Boussinesq, Εξ.(5), σε σύγκριση µε τη  
γραµµικοποιηµένη θεωρία υδάτινων κυµατισµών, Εξ.(6). 
 
 
2.2.6 Αριθµητική επίλυση της εξίσωσης Boussinesq 

 
 
Στην γενικότερη περίπτωση  διάδοσης κυµατισµών σε ρηχό νερό και ανοµοιόµορφο πυθµένα  
η επίλυση της Εξ.(3) µε κατάλληλα αρχικά και συνοριακά δεδοµένα γίνεται  αριθµητικά. Μια 
δυνατότητα προσφέρεται µε τη µέθοδο των πεπερασµένων διαφορών που θα περιγράψουµε 
παρακάτω. Θα επικεντρώσουµε το ενδιαφέρον µας σε διάδοση αρµονικών κυµατισµών  που 
προσπίπτουν σε περιοχή µεταβαλλόµενης βαθυµετρίας που εκτείνεται από τη θέση x=a έως 
x=b κάτω από τις υποθέσεις ρηχού νερού, όπως εικονίζεται στο Σχήµα 2.  Στο ανωτέρω 
διάστηµα το βάθος του νερού µεταβάλλεται οµαλά από ( ) ah x a h= =   σε  ( ) bh x b h= = . 

 

 
 

Σχ. 2  ∆ιαδοση κυµατισµών ρηχού νερού σε µεταβαλλόµενη βαθυµετρία 
 
 

 

 

 

 

γραµµική θεωρία 

µοντέλο Boussinesq 
(ρηχού νερού) 
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Εστιάζουµε το ενδιαφέρον µας στο πρόβληµα διάδοσης ως πρόβληµα αρχικών και 
συνοριακών συνθηκών, όπου η λύση ξεκινά από την ηρεµία, δηλαδή 
 

( ) ( ), 0 0, , 0 0tx t x tη η= = ∂ = = .                                                                                         (7) 

 
Το προσπίπτον κύµα δεδοµένου πλάτους 1H  θεωρείται αρµονικό και εισάγεται οµαλά στο 

χωρίο, δηλαδή από τα ακόλουθα δεδοµένα τύπου Dirichlet   στη θέση  x=a 
 
 

( ) ( )( ) ( )2, 1 exp cos ax a t H t k x tη γ ω= = − − − ,                                                                    (8) 

 
όπου ο κυµαταριθµός ak   ικανοποιεί τη σχέση διαποράς 

 

( )2

2 2 1
3

a a
a a

k h
gh kω

 
= −  

 
,                                                                                                     (9) 

και η σταθερά γ επιλέγεται κατάλληλα ώστε τα µεταβατικά φαινόµενα, ξεκινώντας από την 
ηρεµία, να έχουν ολοκληρωθεί σε χρονικό διάστηµα τάξης µεγέθους µιάς περιοδου 

2 /T π ω= . 
 
Αντίστοιχα στην θέση εξόδου x=b θέλουµε το κύµα που θα δηµιουργηθεί να εξέρχεται του 
χωρίου χωρίς ανακλάσεις. Λαµβάνοντας υπόψη την επίδραση του σταθερού βάθους 

( )b bh h x=  στην περιοχή εξόδου  x b= , παρατήρηση που οδηγεί τελικά στην διαµόρφωση 

περιοδικού εξερχόµενου κύµατος µε χαρακτηριστικό κυµαταριθµό bk  ο οποίος επίσης  θα 

πρέπει να ικανοποιεί την ίδια σχέση διασποράς 
 

( )2

2 2 1
3

b b
b

k h
gh kω

 
= −  

 
,                                                                                                     (10) 

 
η λύση στην γειτονιά x b=  θα συµπεριφέρεται ως  ακολουθως 
 

( ) ( ), cosb bx t H k x tη ω ε= − − ,                                                                                            (11) 

 
από όπου  προκύπτει η ακόλουθη συνθήκη ακτινοβολίας στη θέση  x b=  
 

0,b b
b

c c
t x k

η η ω∂ ∂
+ = =

∂ ∂
.                                                                                                 (12) 

 
Η ανωτέρω συνθήκη περιγράφει εξερχόµενους αρµονικούς κυµατισµούς µε ταχύτητα  
διάδοσης bc . 

 
Στην συνέχεια ο φυσικός χώρος και ο χρόνος διακριτοποιούνται µε την εισαγωγή ενός 
οµαλού πλέγµατος, όπως εικονίζεται στο Σχήµα 3.  Το διάστηµα a x b≤ ≤  διακριτοποιείται 
σε  N ισοδιαστήµατα µήκους δx, χρησιµοποιώντας τη διαµέριση ( )1 ,ix a i xδ= − + −  

1,2..., 1i N= + . Αντίστοιχα, εισάγεται το χρονικό βήµα ,tδ  και οι διακριτοί χρόνοι 
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, 0,1,2,......nt n t nδ= = .   Η άγνωστη συνάρτηση (κυµατικό πεδίο) ( ),x tη  αντιπροσωπεύεται 

στο πλέγµα από τις κοµβικές της τιµές  ( ), , 1,2,... 1, 0,1,2,......n
i i nx t i N nη η= = + =  . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σχ.3. Αριθµητικό πλέγµα για την επίλυση του προβλήµατος µε τη µέθοδο των πεπερασµένων 
διαφορών. 
 
 
Στα πλαίσια εφαρµογών της µεθόδου των πεπερασµένων διαφορών θα χρησιµοποιηθούν 
εκφράσεις δεύτερης τάξεως ακρίβειας  για την προσέγγιση πρώτων και δεύτερων παραγώγων 
που εµφανίζονται στη εξίσωση και στις αρχικές και  συνοριακές συνθήκες, βλ., π.χ., Press et 
al (1996). 
 
Αναλύοντας τον πρώτο όρο της εξίσωσης (17), προσεγγίζουµε τη δεύτερη χρονική παράγωγο 

2

2t

η∂
∂

 µε την ακόλουθη  µορφή κεντρικών διαφορών 2ης τάξης  

( )
2 1 1

3
2 2

2n n n
i i i O t

t t

η η η η
δ

δ

+ −∂ − +
= +

∂
.                                                                                     (13) 

 
 

Αντίστοιχα, διακριτοποιούνται οι χωρικές παράγωγοι που εµφανίζονται στην εξίσωση 
 

( )
2

31 1
2 2

2n n n
i i i O x

x x

η η η η
δ

δ
+ −∂ − +

= +
∂

,   ( )31 1

2

n n
i i O x

x x

η η η
δ

δ
+ −∂ −

= +
∂

  .                                     (14) 

 
 
Παρατηρώντας τώρα τον τελευταίο όρο που εµπλέκει παράγωγο ανώτερης τάξης της 
εξίσωσης (3), η προσέγγιση του θα γίνει µε παρόµοιο τρόπο µε τη βοήθεια κεντρικών 
διαφορών τάξης, δύο φορές ως προς τον χρόνο t και δύο ως προς τη χωρική µεταβλητή x: 
 

4 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

1 2 2 2
2

n n n n n n n n n
i i i i i i i i i

t x t x x x

η η η η η η η η η η
δ δ δ δ

+ + + − − −
+ − + − + − ∂ − + − + − +

≈ − + ∂ ∂  
.                     (15) 

1x a=  1Nx b+ =  ix  1ix +  1ix −  

nt  
1nt +  

1nt −  

1t  

:  

t  
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Η επίλυση της εξίσωσης θα πραγµατοποιηθεί µε ένα σχήµα ολοκλήρωσης στο χρόνο, το 
οποίο µε βάση τα λύση έως τη χρονική στιγµή nt  και την παραχθείσα πληροφορία σε όλους 

τους χωρικούς κόµβους του πλέγµατος προβλέπει τη λύση στο επόµενο χρονικό βήµα 1nt + , 

και  η επίλυση της κυµατικής εξίσωσης Boussinesq παρέχεται  µε την επανάληψη αυτού του 
σχήµατος στους επόµενους χρόνους. Εφαρµόζοντας τις παραπάνω διακριτοποιήσεις 
οδηγούµαστε σε ένα µη-πεπλεγµένο (explicit) σχήµα που δεν εξασφαλίζει εκ των προτέρων 
την ευστάθεια της αριθµητικής λύσης. Αυτό µπορεί να τροποποιηθεί µε την εισαγωγή ενός  
πεπλεγµένου (implicit) σχήµατος, το οποίο  εξασφαλίζει την ευστάθεια σε βάρος εµφάνισης 
φαινοµένων αριθµητικής απόσβεσης, και οδηγεί τελικά σε ένα  γραµµικό αλγεβρικό σύστηµα 
της  µορφής 
 

( ) ( )1 1, ;n n nθ θ+ −=A η b η η ,                                                                                                (16) 

 
όπου 1 1n n

iη
+ +=η .  Τα στοιχεία του πίνακα A  και του δεξί-µέλους b θα παρουσιαστούν 

αναλυτικότερα στην συνέχεια. 
 

 
2.2.7 Μέθοδος Crank-Nicholson 
 
Κατά τη µέθοδο αυτή (βλ., π.χ., Smith 1988) χρησιµοποιείται µια µίξη της πληροφορίας τη 
τρέχουσα χρονική στιγµή  nt  και την επόµενη χρονική στιγµή 1nt +  για την προσέγγιση των 

χωρικών παραγώγων στην εξίσωση, ως ακολούθιως 

 

( )
2 1 1 1

1 1 1 1
2 2 2

2 2
1

n n n n n n
i i i i i i

x x x

η η η η η η η
θ θ

δ δ

+ + +
+ − + −∂ − + − +

≈ + −
∂

,                                                         (17) 

 
όπου θ είναι µια σταθερά που κυµαίνεται στο διάστηµα 0 1θ≤ ≤ .  Αντίστοιχα, 
 

( )
1 1

1 1 1 11
2 2

n n n n
i i i i

x x x

η η η η η
θ θ

δ δ

+ +
+ − + −∂ − −

≈ + −
∂

.                                                                               (18) 

 
Είναι προφανές ότι η τιµή θ=0 αντιστοιχεί στο µη πεπλεγµένο (explicit) σχήµα και η τιµή θ=1 
στο πλήρως πεπλεγµενο (implicit) σχήµα. Εισάγωντας τις Εξ.(13),(15), καθώς και (17) και 
(18) στην εξίσωση Boussinesq αυτή λαµβάνει τελικά τη µορφή της εξίσωσης του γραµµικού 
συστήµατος (17). Τα µη µηδενικά στοιχεία του πίνακα A  είναι 
 

( )2 2 2
1 / 3ii i iA h xθσ δ− = − − , ( )2 2 2

1 1 2 2 / 3ii i iA h xθσ δ+ = + + , ( )2 2 2
1 / 3ii i iA h xθσ δ+ = − − ,    

για 2,3,...i N= ,       (19) 
 

όπου iσ  η παράµετρος (αριθµός Courant) 
/
i

i

c

x t
σ

δ δ
=  οριζόµενη µε βάση την τοπική τιµή 

της ταχύτητας µετάδοσης ( )i ic c x= , η οποία υπολογίζεται από την σχέση όρισµού /i ic kω=   

µε τον τοπικό κυµαταριθµό να παρέχεται από την σχέση διασποράς της εξίσωσης  

( )2

2 2 1
3

i i
i i

k h
gh kω

 
= −  

 
,                                                                                                     (20) 
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θεωρούµενη στο τοπικό βάθος  ( )i ih h x= . Αντίστοιχα, το διάνυσµα-δεξί µέλος b  του 

διακριτού συστήµατος  καθορίζεται από πληροφορία που έχει ήδη υπολογιστεί, και δίνεται 
από τη σχέση 
 

( ) ( )1 2
1 12 1 2n n n n n

i i i i i i ib η η σ θ η η η−
+ −= − + + − − + +   

    ( )2 22 / 3ih xδ− ( )1 12n n n
i i iη η η+ −− + ( )2 2/ 3ih xδ+ ( )1 1 1

1 12n n n
i i iη η η− − −
+ −− + , για 2,3,...i N= . (21) 

 
 

Το διακριτό σύστηµα θα πρέπει να συµπληρωθεί από τις συνοριακές συνθήκες (11) και (12) 
στην διακριτή τους µορφή. Η συνθήκη Dirichlet στην είσοδο του κύµατος γράφεται 
 

( ) ( )( ) ( )1 2
1 1 1 1 1 1, 1 exp cosn

n n a nx t H t k x tη η γ ω+
+ + += = − − − ,                                                   (22) 

 
οπότε 
 

11 1A =   και  1
1 1

nb η += .                                                                                                          (23) 

 
Αντίστοιχα η συνθήκη ακτινοβολίας στην έξοδο του χωρίου γράφεται χρησιµοποιώντας ένα 
πίσω σχήµα διαφορών δεύτερης τάξης 
 

( )
1 1 1 1

1 1 1 1 1 13 4 3 4
1 0

2 2

n n n n n n n n
N N N N N N N N

bc
t x x

η η η η η η η η
θ θ

δ δ δ

+ + + +
− − − − + − +

+ + − = 
 

,                              (24) 

 
από όπου προκύπτει 
 

1 1 1 1 11 1.5 , 2 , 1.5 ,N N b N N b N N bA A Aσ θ σ θ σ θ−= + = − =   και   

( ) ( )1 1 11 1 1.5 2n n n
b N N Nb σ θ η η ηΝ −= − − − + .                                                                            (25) 

 
Επίσης, οι αρχικές συνθήκες θα πρέπει να υλοποιηθούν για τις πρώτες χρονικές στιγµές. Ετσι, 
θεωρώντας ότι η  κατάσταση ξεκινά από την ηρεµία 
 

( ) ( )1 2
1 2, 0, , 0, 1,2,...., 1i i i ix t x t i Nη η η η= = = = = + .                                                   (26) 

 
 
Από την ανάλυση της µεθόδου γνωρίζουµε ότι η συνθήκη Courant-Friedrichs-Lewy (CFL)  
 

max max 1
/
ic

x t
σ

δ δ
 = < 
 

,                                                                                                    (27) 

είναι µια απαραίτητη προϋπόθεση για σύγκλιση του µη πεπλεγµένου (explicit) σχήµατος το 
οποίο ελαχιστοποιεί τις αριθµητικες αποσβέσεις, ενώ το πεπλεγµένο (implicit) σχήµα είναι 
ευσταθές. Παρατηρώντας το αριθµητικό πλέγµα η ανωτέρω συνθήκη είναι ισοδύναµη µε την 
απαίτηση ο φυσικός κώνος επιρροής που εικονίζεται µε διακεκοµµένη γραµµή στο Σχήµα 3 
να εµπεριέχεται εντός του αριθµητικού κώνου διάδοσης πληροφορίας στο πλέγµα. 
 
Στο Σχήµα 4 παρουσιάζεται ένα στιγµιότυπο αριθµητικής κατασκευής της λύσης πάνω από 
τοπογραφία πυθµένα για µια ρήχωση η οποία περιλαµβάνει κα πτυχώσεις και δίνεται από 
συνάρτηση βάθους 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )2
tanh cos exp

2 2
a b a b

mid c b c mid

h h h h
h x x x h k x x xα γ

+ −
= − − + − − .                  (28) 

 
Η παραπάνω µορφή  πυθµένα αποτελείται από την υπέρθεση µιας οµαλής µετάβασης από το 
βάθος ah  στο βάθος bh  (οµαλή ρήχωση στη θέση midx x= ), η κλίση της οποίας ελέγχεται 

από την παράµετρο α , και µια ηµιτονοειδή πτύχωση χαρακτηριστικής περιοδικότητας 
2 /b bkλ π= , η οποία αποσβένεται εκθετικά σε µεγάλες αποστάσειςς από την  ενδιάµεση  

θέση  midx x= . Η λύση υπολογίσθηκε µε το µη πεπλεγµένο (explicit) σχήµα που παρέχεται 

ως Matlab πρόγραµµα στο τέλος του παρόντος εδαφίου. Τέλος, στο Σχήµα 5 εικονίζεται η 
εξέλιξη της λύσης διάδοσης κύµατος πάνω από την ανωτέρω τοπογραφία πυθµένα σε 
συνθήκες σχετικά ρηχού νερού, όπως υπολογίσθηκε µε το αριθµητικό σχήµα που 
παρουσιάσθηκε. 
 
Αν και στο παρόν εδάφιο επικεντρωθήκαµε στην αριθµητική µελέτη της διάδοσης υδάτινων 
κυµατισµών στο ρηχό νερό λόγω του ενδιαφέροντος που παρουσιάζει σχετικά µε τα κυµατικά 
φαινόµενα στο θαλάσσιο περιβάλλον που εξετάζουµε, η εφαρµογή του σχήµατος σε άλλες 
περιπτώσεις µονοδιάστατων µέσων είναι τετριµµένη. Η επέκταση του στις δύο και τρείς 
χωρικές διαστάσεις µε πεδία εφαρµογών τη διάδοση υδάτινων κυµατισµών σε πραγµατική 
τοπογραφία πυθµένα και υδροακουστικών φαινοµένων σε ανοµοιογενές 
θαλάσσιο/υποθαλάσσιο περιβάλλον, αντίστοιχα, αποτελούν πολύ ενδιαφέροντα θέµατα. 

 
Βιβλιογραφικές Αναφορές 
 
Smith G.D., 1985, Numerical solution of PDEs. The method of finite differences, Oxford 
Univ. Press. 
 
Press W.H.,  Teukolsky S.A., Vetterling W.T.,  Flannery B.P., 1996,  Numerical Recipes, 
Cambridge University Press. 
 
 
 
 
 



 74 

 
Σχήµα 4. Στιγµιότυπο της διάδοσης του κύµατος(εξίσωση d’Alembert για ταχύτητα µε όρο 
διασποράς) µια τυχαία χρονική στιγµή. Ξεχωρίζει ο µεταβλητός πυθµένας και η µεταβολή της 
ελεύθερης επιφάνειας καθώς πλησιάζει προς την υποτιθέµενη ακτή. 

 

 
 

Σχήµα 5. Εξέλιξη της λύσης διάδοσης κύµατος πάνω από τοπογραφία πυθµένα σε ρηχό νερό, 
όπως υπολογίσθηκε µε το αριθµητικό σχήµα που παρουσιάσθηκε. 
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πρόγραµµα Matlab 
 
clear all;close all; 
gi=9.81; 
h1=1;h3=0.3; HH=h1/10; 
%input('constant/variable depth (0/1)='); 
%input('Give theta (0-1)='); 
  
xi1=linspace(-30,30,501);  
yi1=-0.65+0.35*tanh(0.1*xi1)+0.05*cos((2*pi/10)*xi1).*exp(-0.005*xi1.^2); 
xi=  50+[-50 -1  30+xi1 61 100];b=max(xi); 
hi=  [h1  h1 -yi1  h3 h3]; 
  
dx=0.25;x=[0:dx:max(xi)];Nxi=length(x);I=length(x);dx=x(2)-x(1); 
h=interp1(xi,hi,x); 
if idepth==0, h=h1*ones(size(x));end 
h3=h(end); 
  
l1=h1*15;k1=2*pi/l1;  
om=sqrt((gi*h1)*(k1^2)/(1+((k1*h1)^2)/3));T=2*pi/om;dt=T/100;J=1800; 
c1=sqrt(gi*h1)*sqrt(1-(1/3)*(k1*h1)^2);  
S3=om*om*h3/gi;k3=sqrt(S3/(1-S3/3))/h3;l3=2*pi/k3; 
c3=sqrt(gi*h3)*sqrt(1-(1/3)*(k3*h3)^2); 
disp('shallowness ratio (start/end)'); 
[h1/l1 h3/l3] 
  
z=zeros(J,I); 
  
plot(x,-h,'w');hold on;xlabel('x(m)');ylabel('5*eta(x,t)') 
disp('press enter to continue....'); 
pause 
hfi=plot(x,z(1,:),'w'); 
set(hfi,'Erasemode','xor'); 
axis([0 b -1 1]); 
drawnow 
  
dx2=dx^2; COUR=sqrt(gi*h1)/(dx/dt) 
A = zeros(I,I); 
beta = zeros(1,I); 
A(1,1)=1;  
A(I,I)=(1/dt)+0.5*c3/dx;A(I,I-1)=-0.5*c3/dx; 
for ii=2:I-1 
    q=dt*sqrt(gi*h(ii))/dx;q2(ii)=q^2; 
A(ii,ii-1)= -the*q2(ii)     -(h(ii)^2/3/dx2); 
A(ii,ii) = 1+2*the*q2(ii) +2*(h(ii)^2/3/dx2); 
A(ii,ii+1)=-the*q2(ii)      -(h(ii)^2/3/dx2); 
end 
  
  
for n=3:J 
t = (n-1)*dt; 
beta = zeros(1,I); beta(1)=0.5*HH*sin(k1*x(1)-om*t); 
beta(I)=(z(n-1,I)/dt)  -0.5*c3*(z(n-1,I)-z(n-1,I-1))/dx; 
for ii=2:I-1  
beta(ii)=(-z(n-2,ii) +2*z(n-1,ii) ) +... 
        (1-the)*q2(ii)*(z(n-1,ii+1)-2*z(n-1,ii) +z(n-1,ii-1) ) +... 
     -2*(h(ii)^2/3/dx2)*(z(n-1,ii+1)-2*z(n-1,ii)+z(n-1,ii-1))  +... 
       +(h(ii)^2/3/dx2)*(z(n-2,ii+1)-2*z(n-2,ii)+z(n-2,ii-1))  ; 
end 
 un = A\beta'; 
 z(n,:) = un'; 
  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
  
set( hfi, 'Xdata',x,'Ydata',5*z(n,:), 'Erasemode' , 'xor ' ) ; 
  
pause(0.01); 
end 
  
figure 
waterfall(x(1:10:end),0:10*dt:(J-1)*dt,5*z(1:10:end,1:10:end)); 
hold on 
waterfall(x(1:10:end),[0 10*dt],-[h(1:10:end); h(1:10:end)]) 
view(-36,56) 
xlabel('x(m)');ylabel('t(sec)');zlabel('5*eta(x,t)');  
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2.5    Απλές λύσεις κυµατικών εξισώσεων σε δύο και τρεις  
            διαστάσεις  
 
Στο εδάφιο αυτό θα ασχοληθούµε µε την κατασκευή απλών λύσεων της εξίσωσης d’Alembert 
και της εξ αυτής προκύπτουσας (στο πεδίο συχνοτήτων) εξίσωσης Helmholtz, στις δύο και 
στις τρεις διαστάσεις.  Συγκεκριµένα, στα εδάφια 2.5.1 και 2.5.2 θα ασχοληθούµε µε τις 
απλές λύσεις που αντιπροσωπεύουν σφαιρικά και κυλινδρικά κύµατα της οµογενούς 
εξισώσεως d’Alembert, 
 

  ( ) ( )
2

2
2

0,t c ,t
t

Φ
∆Φ

∂
− =

∂
x x ,       (1) 

 
διατυπωµένης ως προς το βαθµωτό πεδίο ( ) ( )1 2 3,t x ,x ,x ,tΦ Φ=x  στις τρεις διαστάσεις 

(αντίστοιχα ( )1 2x ,x ,tΦ  στις δύο διαστάσεις).  Η ταχύτητα διάδοσης του κύµατος, c , 

θεωρείται σταθερή σε όλα τα σηµεία του χώρου. Η εξίσωση d’Alembert (1) περιγράφει ένα 
µεγάλο αριθµό κυµατικών φαινοµένων, όπως π.χ. ακουστικά κύµατα σε οµογενές ρευστό και 
ηλεκτροµαγνητικά κύµατα στο κενό. 
 
Στην συνέχεια, στα εδάφια 2.5.3 και 2.5.4, θα ασχοληθούµε µε τις αντίστοιχες απλές λύσεις 
της οµογενούς εξισώσεως Helmholtz,  
 

  ( ) ( )2 0
o o

, k ,∆Φ ω Φ ω+ =x x ,       (2) 

 

ως προς το µιγαδικό βαθµωτό πεδίο ( ) ( )1 2 3

o

, x ,x ,x ,Φ ω Φ ω=x  στις τρεις διαστάσεις 

(αντιστοίχως ( )1 2x ,x ;Φ ω στις δύο διαστάσεις), όπου k / cω=  είναι ο κυµαταριθµός 

(κυµατική παράµετρος), ο οποίος επίσης θεωρείται σταθερός σε όλα τα σηµεία του χώρου.   
 
Υπενθυµίζουµε εδώ ότι η εξίσωση (1), η οποία εκφράζει την εξέλιξη ενός κυµατικού 
φαινοµένου στην πορεία του χρόνου, καταλήγει στην εξίσωση (2) στην ειδική περίπτωση 
αρµονικής χρονικής εξάρτησης. Πράγµατι, κάνοντας χρήση της γνωστής µας αναπαράστασης 
 

  ( ) ( )
o

j t;t Re ; e ωΦ Φ ω − =  
 

x x ,      (3) 

 
η οποία εκφράζει ακριβώς την αρµονική εξάρτηση από τον χρόνο, λαµβάνουµε µετά από 
απλές πράξεις την εξίσωση Helmholtz (2). 
 
Σηµειώνουµε ακόµη ότι, από µαθηµατική άποψη, οι εξισώσεις (1) και (2) ανήκουν σε 
διαφορετικές οικογένειες διαφορικών εξισώσεων.  Η εξίσωση d’Alembert είναι υπερβολικού 
τύπου, ενώ η εξίσωση Helmholtz είναι ελλειπτικού τύπου.  
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2.5.1 Σφαιρικά κύµατα ως απλές λύσεις της εξίσωσης 
d’Alembert στις τρεις διαστάσεις. 

 
Εκµεταλλευόµενοι την οµογένεια του µέσου διάδοσης (c =σταθερό), αναζητούµε λύσεις της 
εξίσωσης d’Alembert που να παρουσιάζουν σφαιρική συµµετρία ως προς τυχαίο σηµείο του 
χώρου, έστω 0x .  Χωρίς βλάβη της γενικότητας λαµβάνουµε 0 0=x .  (Αυτό ισοδυναµεί µε 

τη θεώρηση ενός δεύτερου συστήµατος συντεταγµένων µε αρχή το σηµείο 0x  και την 

εισαγωγή νέων συντεταγµένων: 0′ = −x x x .  Είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι τόσο η 

εξίσωση d’Alembert, όσο και η εξίσωση Helmhοltz παραµένουν αναλλοίωτες ως προς τις 
νέες συντεταγµένες ′x .  Να το αποδείξετε). 
 
Εισάγοντας σφαιρικές συντεταγµένες { }θr, ,φ , µε αρχή το σηµείο 0x , 

 
  1x r=  cos φ  cos θ ,        (1a) 

  2x r=  cos φ  sinθ ,        (1b) 

  3x r=  sin φ ,         (1c) 

 
η εξισωση d’Alembert γράφεται στην µορφή 
 

2 2
2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 1
0

θ
c r sin

t r r r r sin r sin

Φ Φ Φ
φ

φ φ φ φ

  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ − ⋅ + + =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
,   (2) 

 
όπου η ποσότητα στην αγκύλη είναι η έκφραση του τελεστή Laplace σε σφαιρικές 
συντεταγµένες. 
 
Αναζητούµε τώρα λύσεις της εξίσωσης (2) που παρουσιάζουν σφαιρική συµµετρία, δηλαδή 
λύσεις που εξαρτώνται µόνο από την απόσταση r  από την αρχή του συστήµατος, της µορφής 
 
 ( ) ( )θr, , ;t r ,tΦ φ Φ= .        (3) 

 
Χρησιµοποιώντας την τελευταία σχέση στην εξίσωση d’Alembert (2), εύκολα καταλήγουµε 
στην ακόλουθη απλούστερη εξίσωση 
 

 
2

2 2
2 2

1
0c r

t r r r

Φ Φ∂  ∂ ∂  − ⋅ =  ∂ ∂ ∂  
.       (4) 

 
Στην συνέχεια, αναζητούµε λύσεις της εξίσωσης (4) που εξασθενούν µε την απόσταση από 
την αρχή του συστήµατος, δηλαδή λύσεις της µορφής 
 

 ( ) ( )f r ,t
r ,t

r
Φ = ,         (5) 

 
όπου ( )f r ,t  η νέα άγνωστη κυµατική συνάρτηση.  Αντικαθιστώντας την ανωτέρω µορφή 

λύσης (5) στην εξίσωση (4), η τελευταία καταλήγει µετά από απλές πράξεις στην γνωστή µας 
µονοδιάστατη εξίσωση d’Alembert 
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( ) ( )2 2

2
2 2

0
f r ,t f r ,t

c
t r

∂ ∂
− =

∂ ∂
,       (6) 

 
ως προς την νέα άγνωστη κυµατική συνάρτηση ( )f r ,t .  Ως γνωστόν, η εξίσωση (6), 

επιδέχεται λύσεις της µορφής ( )1f r ct−  και ( )2f r ct+ , οι οποίες αντιπροσωπεύουν κύµατα 

που διαδίδονται από το κέντρο ( )0r =  προς τα έξω ( )r →∞ , και από έξω προς το κέντρο, 

αντίστοιχα.  Καταλήγουµε λοιπόν σε λύσεις της µορφής  
 

 ( )

( )

( )

1

2

εξερχoµενα κυµατα

εισερχοµενα κυµατα

f r ct
,

r
,t

f r ct
,

r

Φ

−



= 
 +


r     (7) 

 
οι οποίες αντιπροσωπεύουν σφαιρικά κύµατα που διαδίδονται οµοιόµορφα προς όλες τις 
διευθύνσεις από το κέντρο προς τα έξω (εξερχόµενα κύµατα) ή από έξω προς το κέντρο 
(εισερχόµενα κύµατα), αντίστοιχα.  Αξίζει εδώ να παρατηρήσουµε, πως σε αντίθετη µε τις 
λύσεις επιπέδου κύµατος στις τρεις διαστάσεις  
 

 ( )
( )

( )

1

2

κυµατα που διαδιδονται προς την διευθυνση

κυµατα αντιθετα προς την διευθυνση

f t ,

;t

f t ,

ω
Φ

ω

−


= 
 +

kx k

x

kx k

 (8) 

 
που, επίσης, αποτελούν απλές λύσεις της εξίσωσης d’Alembert στις τρεις διαστάσεις, όπως 
είχαµε δείξει στο εδάφιο 2.2, και που αντιπροσωπεύουν κύµατα που διαδίδονται προς την µία 
ή την άλλη κατεύθυνση µε αµείωτο πλάτος, οι λύσεις (7) που αντιπροσωπεύουν σφαιρικά 
κύµατα έχουν πλάτος το οποίο ελαττώνεται µε την απόσταση r  από το σηµείο 0x .  Έτσι, η 

ένταση I  της κυµατικής διαταραχής που ορίζεται ως η ισχύς που διαδίδεται µε το κύµα ανά 
µονάδα επιφάνειας απ’ όπου διέρχεται, και η οποία είναι ανάλογη του τετραγώνου του 
πλάτους  
 

  2I Φ∝           (9) 
 
ελαττώνεται ανάλογα µε το τετράγωνο της απόστασης από την αρχή 0x , στην περίπτωση 

εξερχόµενων κυµάτων.  Το αποτέλεσµα αυτό είναι συµβατό µε την αρχή διατηρήσεως της 
ροής της κυµατικής ενέργειας στις τρεις διαστάσεις . 
 
 
2.5.2 Κυλινδρικά κύµατα ως απλές λύσεις της εξίσωσης   

Alembert στις δύο διαστάσεις  
 
Η εξίσωση d’Alembert είναι γραµµική.  Αυτό µας επιτρέπει την κατασκευή νέων λύσεων σαν 
γραµµική επαλληλία (υπέρθεση) απλών λύσεων, τις οποίες έχουµε ήδη παράξει.    
Εκµεταλλευόµενοι αυτή την αρχή, η οποία συζητείται αναλυτικότερα στην συνέχεια στο 
κεφάλαιο 3, και την γραµµικότητα του ολοκληρωτικού τελεστή, µπορούµε να 
κατασκευάσουµε λύσεις της εξίσωσης d’Alembert στις δύο διαστάσεις που αντιπροσωπεύουν 
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κυλινδρικά κύµατα σαν κατάλληλη υπέρθεση τρισδιάστατων σφαιρικών κυµάτων, που 
εκπέµπονται από πηγές οµοιόµορφα κατανεµηµένες κατά µήκος ενός άξονα. 
 
Θεωρούµε, χωρίς βλάβη της γενικότητας άξονα κυλινδρικής συµµετρίας τον κατακόρυφο 
άξονα 3Ox , και αναζητούµε λύσεις της εξίσωσης d’Alembert της µορφής  

 
  ( ) ( )1 2 3x ,x ,x ;t R;tΦ Φ= ,       (1) 

 
δηλαδή λύσεις όπου το κυµατικό δυναµικό εξαρτάται µόνο από την οριζόντια απόσταση R  
από τον άξονα 3Ox .  Στην περίπτωση αυτή ισχύει η σχέση  

 

  ( ) ( ) ( )2 2 22 2 2
1 2 3r x x x R z= + + = + ,      (2) 

 
βλ. Σχ. 2.5. ??? 
 
Λύσεις της εξίσωσης d’ Alembert που αντιπροσωπεύουν εξερχόµενα κυλινδρικά κύµατα 
µπορούν να κατασκευαστούν µε υπέρθεση σφαιρικών κυµάτων που εκπέµπονται οµοιόµορφα 
από όλα τα σηµεία του άξονα 3Ox , 

 

 ( ) ( ) ( )1
1 2 3

z

f r ct
x ,x ,x ;t R;t dz

r
Φ Φ

+∞

=−∞

−
= = ∫ .                  (3) 

 
Όµως σύµφωνα µε την σχέση (2) 
 

 2 2

2 2

rdr
z r R dz

r R
= − ⇒ =

−
,       (4) 

 
και άρα η σχέση (3) γράφεται ως ακολούθως  
 

 ( ) ( )1

2 2
2

r R

f r ct
r;t dr

r R
Φ

∞

=

−
=

−∫ .        (5) 

 
Χρησιµοποιώντας την βοηθητική µεταβλητή r ctξ = −  η σχέση (5) γράφεται τελικώς στην 
µορφή  
 
 

 ( ) ( )
( )

1

2 2
2

ξR ct

f d
R,t

ct R

ξ ξ
Φ

∞

−

=
+ −

∫ .       (6) 

 
Εντελώς αντίστοιχα προκύπτει η λύση της µορφής  
 

 ( ) ( )
( )

2

2 2

ξ
2

ξR ct

f d
R,t

ct R

ξ
Φ

∞

+

=
− −

∫        (7) 
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η οποία αντιπροσωπεύει κυλινδρικά κύµατα που διαδίδονται µε κατεύθυνση προς τον άξονα 
συµµετρίας 3Ox . 

 
Είναι ιδιαίτερης σηµασίας να παρατηρήσει κανείς εδώ, συγκρίνοντας την µορφή των 
ανωτέρω λύσεων σε σχέση µε τα αντίστοιχα σφαιρικά κύµατα 2.5.1.(7), ότι τα κυλινδρικά 
κύµατα (6) ή (7) που σχετίζονται µε µια εντοπισµένη κυµατοµορφή (π.χ. παλµό) 
 
 ( )1 2 1 2ξ 0 για   ,f , ξ ξ ξ≠ ≤ ≤ , 

 
ενώ διαθέτουν χαρακτηριστικό εµπρόσθιο (δηλαδή προς τη φορά της διάδοσης) µέτωπο, δεν 
διαθέτουν  χαρακτηριστικό πίσω µέτωπο.  Βλέπε και Σχήµα 1 (2.1.3)α,β. 
 
Έτσι, η κυµατική διαταραχή που αντιστοιχεί στην εκποµπή παλµού στην αρχή του χρόνου 
στις δύο διαστάσεις, αφού διέλθει από ένα οποιοδήποτε σηµείο του χώρου, εξασθενεί µε 
σχετικά αργό ρυθµό µε την περαιτέρω παρέλευση του χρόνου.  Αντίθετα, στις τρεις 
διαστάσεις  ένας εντοπισµένος παλµός διαδίδεται µε αναλλοίωτα χαρακτηριστικά σε ότι 
αφορά το σχήµα του (αλλά όχι και το πλάτος του), οµοιόµορφα προς όλες τις διευθύνσεις. 
 

 
Σχήµα 2.5. (1)  Παραγωγή κυλινδρικών δισδιάστατων κυµάτων από την υπέρθεση σφαιρικών 
κυµάτων µε συνεχή κατανοµή πηγών στον άξονα 3Oz Ox= . 

 
 
2.5.3 Σφαιρικά αρµονικά κύµατα ως απλές λύσεις της 

εξίσωσης Helmholtz στις τρεις διαστάσεις  
 
Εκµεταλλευόµενοι την οµογένεια του µέσου διάδοσης ( )k ΄σταθερο= , αναζητούµε λύσεις 

της εξίσωσης Helmholtz που να παρουσιάζουν σφαιρική συµµετρία.  Οι λύσεις αυτές  θα 
ικανοποιούν την απλούστερη εξίσωση,  
 

 2 2
2

1
0

o
o

r k
r r r

Φ
Φ

 ∂ ∂ ⋅ − =
 ∂ ∂
 

        (1) 
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Αναζητώντας τώρα λύσεις που εξασθενούν µε την απόσταση r  από την αρχή του 
συστήµατος 0x , δηλαδή λύσεις της µορφής  

 

 ( ) ( )
o

o f r ,
r ,

r

ω
Φ ω = ,         (2) 

 

όπου ( )
o

f r ,ω  η νέα άγνωστη συνάρτηση (µιγαδικό πλάτος κύµατος), εύκολα διαπιστώνουµε 

από την (1) ότι η ( )
o

f r ,ω  θα πρέπει να ικανοποιεί την εξίσωση παρακάτω δευτεροτάξια, 

απλή, διαφορική εξίσωση µε σταθερούς συντελεστές 
 

 
( ) ( )

2
2

2
0

o
of r;

k f r;
r

ω
ω

∂
+ =

∂
.        (3) 

 
Η ανωτέρω εξίσωση έχει, ως γνωστόν, τις ακόλουθες λύσεις: 
 

 ( )
( )

( )

o
exp ikr

f r ,

exp ikr

ω
+


= 
 −

         (4) 

 
που, σε συνδυασµό µε την (2) και την αναπαράσταση 2.5.3, εύκολα διαπιστώνουµε ότι 
αντιπροσωπεύουν σφαιρικά, αρµονικά, εξερχόµενα και εισερχόµενα κύµατα, αντίστοιχα, ως 
προς το σηµείο 0x : 

 

 ( )

( )

( )

o

exp ikr
,

r
r ,

exp ikr
,

r

εξερχοµενακυµατα

Φ ω

εισερχοµενα κυµατα

+



= 
 −


     (5) 

 
 
 
 
 
 
Και στην περίπτωση της λύσης αυτής η ένταση Ι  του κύµατος ελαττώνεται ανάλογα µε το 
τετράγωνο της αποστάσεως r  από την αρχή, δηλαδή 
 
 

 
1

I
r

∝ ,           (6) 

 
 
αποτέλεσµα που είναι συµβατό µε την αρχή διατηρήσεως της ροής της κυµατικής ενέργειας, 
στις τρεις διαστάσεις.  
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2.5.4 Κυλινδρικά αρµονικά κύµατα ως απλές λύσεις της εξίσωσης 

Helmholtz στις δύο διαστάσεις  
 
Εκµεταλλευόµενοι την οµογένεια του µέσου διάδοσης αναζητούµε τώρα λύσεις της εξίσωσης 
Helmholtz που να παρουσιάζουν κυλινδρική συµµετρία, ως προς ένα άξονα.  Χωρίς βλάβη 
της γενικότητας επιλέγουµε ως άξονα κυλινδρικής συµµετρίας τον κατακόρυφο άξονα 3Ox .  

Εισάγοντας κυλινδρικές συντεταγµένες { }θ,zR,  

 
 1 θx R cos=           (1a) 
 
 2x θR sin=           (1b) 
 
 3x z=            (1c) 

 
η εξίσωση Helmholtz γράφεται στην µορφή: 
 

2 2
2

2 2 2

1 1
0

θ

o

R k
R R R R z

Φ Φ Φ
Φ

  ∂ ∂ ∂ ∂  ⋅ + ⋅ + + =  ∂ ∂ ∂ ∂   

,      (2) 

 
όπου η ποσότητα στην αγκύλη είναι η έκφραση του τελεστή Laplace σε κυλινδρικές 
συντεταγµένες.  Στην συνέχεια αναζητούµε λύσεις της εξίσωσης (2) που παρουσιάζουν 
κυλινδρική συµµετρία, λύσεις δηλαδή που εξαρτώνται µόνο από την απόσταση R  από τον 
άξονα , 
 

 ( ) ( )θ,z,
o o

R, R;Φ ω Φ ω=         (3) 

 
Χρησιµοποιώντας την τελευταία σχέση στην εξίσωση Helmholtz (2), εύκολα καταλήγουµε 
στην παρακάτω απλούστερη εξίσωση 
 

 21
0

o
o

R k
R R R

Φ
Φ

 ∂ ∂ ⋅ ⋅ + =
 ∂ ∂
 

.        (4) 

 
Η εξίσωση (4) ανάγεται στην εξίσωση Bessel που επιδέχεται ως λύσεις τις συναρτήσεις 
Hankel µηδενικής τάξης, πρώτου και δεύτερου είδους, και ορίσµατος kR : 
 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1
0 0 0

2 2 2
0 0 0

(5a)

(5b)

o
H kR J kR iY kR

R,

H kR J kR iY kR

Φ ω

 = +


= 


= −
 
Από τα ασυµπτωτικά  αναπτύγµατα των συναρτήσεων Hankel για µεγάλο όρισµα, 
 

( ) ( )1
0

2

2
H kR exp i kR , kR

kR

π
π

  = − →∞  
  

,    (6a) 
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 ( ) ( )2
0

2

2
H kR exp i kR , kR

kR

π
π

  = − − →∞  
  

    (6b) 

 
Εύκολα µπορεί κανένας να διαπιστώσει ότι οι λύσεις της µορφής (5a) αντιπροσωπεύουν 
αρµονικά κυλινδρικά κύµατα που διαδίδονται αποµακρυνόµενα από τον άξονα 3Ox , ενώ οι 

λύσεις της µορφής (5b) αντιπροσωπεύουν κυλινδρικά κύµατα που διαδίδονται προς τον 
άξονα 3Ox  αντίστοιχα. 

 
Σε αντίθεση µε τα σφαιρικά κύµατα, το πλάτος των κυλινδρικών κυµάτων εξασθενεί ανάλογα 
µε την τετραγωνική ρίζα της αποστάσεως R  από τον άξονα, και άρα η ένταση I  των 
κυµάτων αυτών εξασθενεί ανάλογα µε την απόσταση R  
 

 1I R∝ ,          (7) 

 
αποτέλεσµα που είναι, επίσης, συµβατό µε την αρχή διατήρησης της ροής της κυµατικής 
ενέργειας στις δύο διαστάσεις. 
 
 
2.6 Θεµελιώδης λύσεις στον ελεύθερο χώρο. 

Συναρτήσεις Green. 
 
Στο προηγούµενο εδάφιο είχαµε ασχοληθεί µε την παρουσίαση απλών λύσεων των οµογενών 
εξισώσεων d’Alembert και Helmholtz στις δύο και τρεις διαστάσεις, που αντιπροσωπεύουν 
κυλινδρικά και σφαιρικά κύµατα, αντίστοιχα.  Εύκολα µπορούµε να επαληθεύσουµε ότι 
όντως οι λύσεις αυτές ικανοποιούν τις αντίστοιχες οµογενείς εξισώσεις παντού, εκτός από 
την αρχή των χρησιµοποιούµενου συστήµατος συντεταγµένων ( )0 0R rκαι≠ ≠ , αντίστοιχα, 

όπου παρουσιάζουν ιδιόµορφη συµπεριφορά. 
 
 Στο εδάφιο αυτό θα παρουσιάσουµε τις θεµελιώδεις λύσεις των ιδίων εξισώσεων, δηλαδή 
λύσεις που ικανοποιούν την µη οµογενή εξίσωση d’Alembert,  
 

 
( ) ( ) ( )

2
2

2
∆

;t
c ;t F ;t

t

Φ
Φ

∂
− ⋅ =

∂

r
r r        (1) 

 
που υπόκεινται στον περιορισµό (αρχική συνθήκη)  
 
 ( ) 00;t , t tΦ για= <r ,                              (1a) 

 
και την µη οµογενή εξίσωση Helmholtz, 
 

( ) ( ) ( )2; k ; f ;
ο ο

∆Φ ω Φ ω ω+ =r r r ,        (2) 

 
στην ειδική περίπτωση, όπου η συνάρτηση στο δεξί µέλος των εξισώσεων αυτών (όρος 
διέγερσης) είναι της µορφής: 
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 ( ) ( ) ( )0 0δ δF ;t t t= − −r r r ,        (3) 

 
και 
 
 ( ) ( )0f ;ω δ= −r r r ,         (4) 

 
αντίστοιχα. 
 
Θεωρούµε (!) ότι ο αναγνώστης διαθέτει κάποια εξοικείωση µε την “συνάρτηση”, Dirac-δ 
που εµφανίζεται σε δεξί µέλος των σχέσεων (3) και (4), η οποία απέχει πολύ από την 
κλασσική έννοια της συναρτήσεως (µιάς ή περισσοτέρων µεταβλητών).  Όντως , η 
“συνάρτηση” αυτή έχει την ιδιότητα  
 
 ( )0 0δ - 0, για= ≠r r r r ,        (5) 

 
και, στην πραγµατικότητα, αποκτά έννοια µέσα από την δράση της: 

( ) ( ) ( )0 0δ -
D

f d f⋅ =∫ r r r r r ,        (6) 

 

πάνω σε κάθε συνεχή συνάρτηση ( )f r , η οποία είναι στο αυθαίρετο χωρίο ND IR⊂ . 

Σηµειώνουµε εδώ ότι στην ειδική περίπτωση ND IR=  απαιτούνται πρόσθετες υποθέσεις 

σχετικά µε τα σύνολα συνεχών συναρτήσεων ( )f r , πάνω στα οποία είναι δυνατή η 

επέκταση του ορισµού της “συναρτήσεως” δ. 
 
Η λύση της µη οµογενούς εξισώσεως (1), για 0

N, IR ,∈r r  και 0t t≤ < ∞ , µε όρο διέγερσης της 

µορφής (3), αναφέρεται ως θεµελιώδης λύση (ή συνάρτηση Green) της εξίσωσης d’Alembert 
στον ελεύθερο χώρο.  Επίσης, η λύση της µη οµογενούς εξισώσεως Helmholtz (2) για 

0
N, IR∈r r  και 2 0k > , µε όρο διέγερσης της µορφής (4), αναφέρεται ως θεµελιώδης λύση 

(ή συνάρτηση Green) της εξίσωσης Helmholtz στον ελεύθερο χώρο.  
 
∆ύο είναι οι πιο βασικοί λόγοι για την κατασκευή και µελέτη των ειδικών λύσεων των 
εξισώσεων (1) και (2) (και γενικότερα κάθε κυµατικής εξίσωσης), µε όρους διέγερσης της 
µορφής (3) και (4), αντίστοιχα. 
 
Ο πρώτος λόγος είναι ότι οι παραπάνω θεµελιώδεις λύσεις και περισσότερο αυτές που 
αντιπροσωπεύουν εξερχόµενα κύµατα µακριά από την πηγή, έχουν ιδιαίτερη φυσική 
σηµασία.  Αναπαριστούν την κυµατική διαταραχή που διεγείρεται σε ένα σηµείο του χώρου 
(το σηµείο 0x ) και διαδίδεται οµοιόµορφα προς όλες τις διευθύνσεις του χώρου.  Έτσι, 

αντιπροσωπεύουν το κυµατικό πεδίο που διεγείρεται από µία σηµειακή πηγή (source wave 
potential). 
 
Η µελέτη του κυµατικού πεδίου που εκπέµπεται από µία σηµειακή πηγή (ή από περισσότερες 
πηγές) αποτελεί από µόνη της µια χρήσιµη εφαρµογή στην αεροακουστική, στην θαλάσσια 
ακουστική, στις τηλεπικοινωνίες κ.λ.π.  Αν και εδώ ασχολούµαστε µε λύσεις των εξισώσεων 
στον ελεύθερο χώρο σε οµογενές µέσο, οι εφαρµογές αυτές καθίστανται πολύ πιο σηµαντικές 
και οι αντίστοιχες θεµελιώδεις λύσεις, βεβαίως, πολύ πιο πλούσιες και ενδιαφέρουσες, στην 
περίπτωση κυµατικής διάδοσης σε µη οµογενές µέσο, όπως στην πραγµατικότητα είναι τόσο 
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το θαλάσσιο περιβάλλον στην περίπτωση διάδοσης ακουστικών κυµάτων όσο και η 
ατµόσφαιρα/ιονόσφαιρα ή οι οπτικές ίνες στη περίπτωση των τηλεπικοινωνιών. 
 
Ο δεύτερος, και ίσως περισσότερο σηµαντικός λόγος για την κατασκευή των θεµελιωδών 
λύσεων µιας κυµατικής εξίσωσης, όπως οι (1) και (2), είναι η δυνατότητα που µας 
προσφέρουν, σε συνδυασµό µε τα αντίστοιχα θεωρήµατα Green (βλ. κατωτέρω εδάφ. 2.6.4) 
της ολοκληρωτικής αναπαράστασης της λύσεως πιο σύνθετων προβληµάτων κυµατικής 
διάδοσης, τα οποία περιγράφονται από τις ίδιες κυµατικές εξισώσεις, αλλά αφορούν πλέον 
την κυµατική διάδοση σε (οµογενές) µέσο που περιέχει διάφορες ανοµοιογένειες.  Ως ένα 
τέτοιο παράδειγµα µπορούµε να φαντασθούµε κυµατικό πεδίο που εκπέµπεται από µια ή 
περισσότερες πηγές και διαδίδεται σε ένα χώρο που περιλαµβάνει ένα ή περισσότερους 
σκεδαστές. 
Το θέµα αυτό συζητείται αναλυτικότερα σε επόµενο κεφάλαιο. 

 
2.6.1 Γενικές ιδιότητες των θεµελιωδών λύσεων 
 
Είναι προφανές από την µορφή που έχει ο όρος διέγερσης 2.6(3) ή 2.6(4), ότι η αντίστοιχη 
θεµελιώδης λύση θα είναι στην γενικότητα της συνάρτηση που εξαρτάται και από την θέση 
της διέγερσης 0r , καθώς και από τον εναρκτήριο χρόνο 0t , στην περίπτωση της εξίσωσης 

d’Alembert. Έτσι, θα συµβολίζουµε τις λύσεις του προβλήµατος 2.6(1),(3) ως 
 

 ( ) ( )0A;t G ,t ,tΦ =r r r ,        (1) 

 
και τις αντίστοιχες λύσεις του προβλήµατος 2.6(2), (4) ως 
 

 ( ) ( )0

o

H;k G ;kΦ =r r r , ή απλούστερα ( )0HG r r    (2) 

 
Θα προχωρήσουµε στην συνέχεια στην διατύπωση ορισµένων γενικών ιδιοτήτων των 
συναρτήσεων Green, οι οποίες µας επιτρέπουν να κατανοήσουµε καλύτερα τη δοµή τους 
αλλά και χρησιµότητά τους.  
 

(i) Οι συναρτήσεις ( )0 0AG ,t ,tr r  και ( )0HG r r  θα πρέπει να αναπαραστούν µόνο 

εξερχόµενα κύµατα σε µεγάλες αποστάσεις 0− →∞r r  από το σηµείο διέγερσης 

(πηγή). 
 

(ii)  Οι συναρτήσεις Green ( )0 0AG ,t ,tr r  και ( )0HG r r  παρουσιάζουν ορισµένες 

συµµετρίες ως προς τα ορίσµατα 0−r r  και 0t t− .  Μια τέτοια συµµετρία 

εκφράζεται από την ιδιότητα της αµοιβαιότητας (reciprocity), 
 

( ) ( )0 0 0 0A AG ,t ,t G ,t ,t=r r r r ,       (3) 

 

( ) ( )0 0H HG G=r r r r .        (4) 

 
 

Οι ανωτέρω σχέσεις προσδιορίζουν ότι οι λύσεις που εκφράζουν το κυµατικό πεδίο 
που διεγείρεται από µιά σηµειακή πηγή στη θέση 0r  σε κάποιο σηµείο του χώρου r  
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(σηµείο δέκτη) παραµένουν οι ίδιες εάν πηγή και δέκτης εναλλαχθούν.  Με βάση τις 
ανωτέρω ιδιότητες (3) και (4) καταλήγουµε στο ότι οι συναρτήσεις AG  και HG  

µπορούν ισοδυνάµως να εκφραστούν ως άρτιες συναρτήσεις του 0= −ρ r r : 

 

 ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0A A AG ,t , G ;t ,t G ;t ,t= − =r r t r r ρ ,    (5) 

 
και 

 ( ) ( ) ( )0 0H H HG G G= − =r r r r ρ .      (6) 

 

(iii) Επιπροσθέτως, η συνάρτηση ( )0 0AG ,t ,tr r  παραµένει αναλλοίωτη σε µεταθέσεις της 

αρχής των χρόνων.  Αυτό σηµαίνει ότι η συνάρτηση αυτή εξαρτάται µόνο από την 
χρονική διαφορά 0t tτ = −  (time translation invanance), δηλαδή  

 

  ( ) ( )0 0A AG ,t ,t G ,τ=r r ρ .       (7) 

 

Ολοκληρώνοντας χρονικά την διαφορική εξίσωση 2.6(1), (3) στο διάστηµα ( )0 0t ,t− + , 

όπου 0 0t t ε− = −  και 0 0 0t t ,ε ε+ = + > , και κάνοντας χρήση της αρχικής συνθήκης 

2.6(1a) και των ιδιοτήτων της “συνάρτησης” δ, λαµβάνουµε τις σχέσεις  
 

  
( )

( )
0

0 0 2
0

A

t t

G ,t ,t
lim c

t
δ

+→

∂
= −

∂

r r
r r ,      (8) 

 
και 

 

  ( )
0

0 0 0A
t t
lim G ,t ,t

+→
=r r .        (9) 

 
 
Τα τελευταία αποτελέσµατα µας επιτρέπουν να εκφράσουµε την συνάρτηση AG  στην µορφή 
του γινοµένου 
 

 ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0A AG ,t ,t H t t K ,t ,t= −r r r r ,                 (10) 
 

όπου ( )0H t t−   είναι η  συνάρτηση step function  ή Heaviside. Υπενθυµίζουµε ότι η 

συνάρτηση Heaviside ( )0H t t−  ορίζεται ως 

 

 ( ) 0
0

0

1 για t>

0, για t<

, t
H t t

t


− = 


  .                                (11) 

 

Στη σχέση (10), η εµφανιζόµενη συνάρτηση ( )0 0AK ,t ,tr r  είναι µια βοηθητική συνάρτηση η 

οποία ικανοποιεί την οµογενή εξίσωση d’Alembert: 
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( ) ( )
2

0 2
02

0
K ,t ,t

c K ,t ,t
t

∆
∂

− =
∂

r r
r r ,                             (12) 

 
 
και τις αρχικές συνθήκες  
 

 

( )
( )

0

0 2
0

t t

K ,t ,t
lim c

t
δ

+→

∂
= −

∂

r r
r r ,                             (13) 

 
και 
 

 ( )
0

0 0 0
t t
lim K ,t ,t

+→
=r r .                                          (14) 

 

Εύκολα µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι ο propagator ( )0 0AK ,t ,tr r   διαθέτει, όπως και η 

συνάρτηση Green ( )0 0AG ,t ,tr r , τις ιδιότητες της αµοιβαιότητας και του αναλλοίωτου σε 

χρονικές µεταθέσεις. 
 

 

Επιπροσθέτως, µια και ο τελεστής d’Alembert  2 2 2t c ∆∂ ∂ −   παραµένει αµετάβλητος σε 
µετασχηµατισµούς που αντιστοιχούν σε αντιστροφές του χρόνου (time reversal 
transformations), από τις αρχικές συνθήκες (13) και (14) προκύπτει ότι η λύση της οµογενούς 

εξίσωσης (12) για την συνάρτηση ( )0 0AK ,t ,tr r , θα είναι αντισυµµετρική ως προς τη χρονική 

διαφορά 0t tτ = − : 

 

 ( ) ( )0 0 0 0K ,t ,t K ,t ,t= −r r r r . 

 
Με βάση τις ανωτέρω παρατηρήσεις έχουµε τελικώς  
 

 ( ) ( ) ( )0 0 0
K ,t ,t K t t K ,τ= − − =r r r r , ρ ,                                       (15) 

 
όπου η συνάρτηση propagator ( )K ,τρ  είναι άρτια συνάρτηση του ρ  και περιττή συνάρτηση 

του τ . 
 
 

(iv) Η συνάρτηση  ( )0 0AG ,t ,tr r  παρουσιάζει ιδιόµορφη συµπεριφορά στη θέση 0=r r   

του χρόνου 0t t= .  Η ένταση της ιδιοµορφίας αυτής είναι διαφορετική ανάλογα µε 

την διάσταση του προβλήµατος και τα χαρακτηριστικά του διαφορικού τελεστή της 
κυµατικής εξισώσεως. 

 

 Οµοίως, η συνάρτηση ( )0HG r r  παρουσιάζει ιδιόµορφη συµπεριφορά στη θέση 

0=r r , µε ένταση ανάλογα µε τη διάσταση του προβλήµατος.  
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Η τελευταία ιδιότητα αποτελεί µια ειδοποιό διαφορά των συναρτήσεων Green στις δύο και 
τρείς διαστάσεις, σε σχέση µε την αντίστοιχη µονοδιάστατη περίπτωση, όπου το πεδίο της 
πηγής (που αντιπροσωπεύει η συνάρτηση Green) παρουσιάζει απλή ασυνέχεια κλίσης στο 
σηµείο της πηγής. 

 
2.6.2 Συναρτήσεις Green της εξίσωσης d’Alembert στον ελεύθερο 

χώρο 
 

Η κατασκευή των συναρτήσεων Green ( )00AG ,t ,tr r   ή  ( )AG ,τρ    στις δύο και στις τρεις 

διαστάσεις βασίζεται στην φασµατική αναπαράσταση του τελεστή d’Alembert 2
2

c
t

∆
∂
−

∂
  

στον ελεύθερο χώρο.  Με αυτόν τον τρόπο επιτυγχάνεται σε πρώτο βήµα µια ολοκληρωτικού 
τύπου (φασµατική) αναπαράσταση του propagator ( )K ,τρ , για τον οποίο υπενθυµίζουµε ότι 

ικανοποιεί την οµογενή εξίσωση 2.6.1(12).  

 
Στην συνέχεια, η αναπαράσταση αυτή διαµορφώνεται κατάλληλα έτσι ώστε να 
ικανοποιούνται και οι αρχικές συνθήκες 2.6.1(13) και (14).  Καταλήγουµε µε αυτόν τον 
τρόπο στις ακόλουθες σχέσεις: 
 

 ( )
( )

( )
( )

3

0 3

1

2
IR

sin c
K , d exp j

c

τ
τ

π
= ∫

k
ρ k kρ

k
,                             (1) 

 

στις τρεις διαστάσεις, όπου ( ) 3
x y zk ,k ,k IR= ∈k  η φασµατική παράµετρος, και  

 

 ( ) ( ) ( )0 0

0

1

2
k

K , dk sin kc J k
c

τ τ
π

∞

=

= ∫ρ ρ ,                              (2) 

 
στις δύο διαστάσεις. 
 
 
Κάνοντας χρήση της εξίσωσης 2.6.1.(10) και υπολογίζοντας τα ολοκληρώµατα που 
εµπλέκονται στις ανωτέρω σχέσεις (1) και (2), καταλήγουµε τελικώς στα ακόλουθα 
αποτελέσµατα: 
 

(i) Τρεις διαστάσεις  
 

( ) ( ) ( )
24A

c
G , H

c

δ τ ρ
τ τ

πρ
−

=ρ , όπου ρ = ρ ,                           (3a) 

 
ή ισοδύναµα, 
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( ) ( )

0
0

0 0 0 2
04A

t t
c

G ,t ,t H t t
c

δ

π

 − 
− − 

 = −
−

x x

x x
x x

.                           (3b) 

 
 

(ii)  ∆ύο διαστάσεις  
 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2

22 22
A

H c
G , H

c c

τ ρ
τ τ

π τ ρ

−
=

−
ρ ,                  (4) 

 
 
ή ισοδύναµα, 
 

( ) ( ) ( )
( )

0

2
0 0 222

02
A

H t t
c

G ,t ,t H t t
c t tπ

 − 
− − 

 = −
− − −

0

0

0

x x

x x
x x

.                          (4a) 

 

2.6.3 Συναρτήσεις Green της εξίσωσης Helmholtz στον ελεύθερο 
χώρο 

 
Η κατασκευή των συναρτήσεων Green    ( )0HG ,r r ή ( )HG ρ  της εξίσωσης Helmholtz στον 

ελεύθερο χώρο βασίζεται σε εφαρµογή του µετασχηµατισµού Fourier.  Ο µετασχηµατισµός 
Fourier στην µία διάσταση χρησιµοποιείται εδώ στην µορφή: 
 

 ( ) ( ) ( )ξ ξxG x g exp j
+∞

−∞

= −∫ ,              ευθύς µετασχηµατισµός Fourier                    (1a) 

 

 ( ) ( ) ( )1
ξ ξx

2
g G x exp j dx

π

+∞

−∞

= ∫ , αντίστροφος µετασχηµατισµός Fourier          (1b) 

 
και η γενίκευση του στις πολλές διαστάσεις είναι  
 

 ( ) ( ) ( )ξG g exp j d= −∫x ξx ξ ,  ευθύς µετασχηµατισµός Fourier              (2a) 

 

 ( ) ( ) ( )1
ξ

2

N

g G exp j d
π

 =  
  ∫ x ξx ξ , αντίστροφος µετασχηµατισµός Fourier          (2b) 

 
Περισσότερες λεπτοµέρειες σχετικά µε τον µετασχηµατισµό Fourier και τις ιδιότητές του 
παρέχονται στο Παράρτηµα     
 

(i) Τρεις διαστάσεις  
 

Εφαρµόζοντας τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Fourier στην εξίσωση Helmholtz 
2.6(2) στις τρεις διαστάσεις ως προς τις δύο από τις τρεις χωρικές µεταβλητές 
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(έστω τις µεταβλητές 1x  και 2x ) καταλήγουµε στην ακόλουθη µονοδιάστατη 
εξίσωση: 
 

 
( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

2
3 1 2 3 032 2 2

1 2 3 1 22 2

3

ξ ξ
ξ ξ ξ ξ

2

d g x ; , x x
k g x ; ,

d x

δ

π

−
 + − + =  ,        (3) 

 
η οποία έχει την λύση 
 

 ( )
( )( )

( ) ( )

2 2 2
1 2 3 03

3 1 2 2 2 2 2
1 22

exp j k x x
g x ; ,

k

ξ ξ
ξ ξ

π ξ ξ

− + −
=

− +
.          (4) 

 
 
 
 
Εφαρµόζοντας τώρα τον ευθύ µετασχηµατισµό Fourier στην συνάρτηση 

( )3 1 2g x ; ,ξ ξ  λαµβάνουµε το ακόλουθο αποτέλεσµα 

 

 ( )
( )( )

( ) ( )1 2

2 2 2
1 2 3 03

4 0 1 2 2 2 2 2
1 2

exp

2

j k x x
G d d

kξ ξ

ξ ξ
ξ ξ

π ξ ξ

+∞ +∞

=−∞ =−∞

− + ⋅ −
=

− +
∫ ∫x x .                 (5) 

 
Το ανωτέρω ολοκλήρωµα υπολογίζεται  αναλυτικά, και έτσι λαµβάνουµε τελικώς 
για την συνάρτηση Green της εξίσωσης Helmholtz στον ελεύθερο χώρο στις τρεις 
διαστάσεις: 
 

 ( ) ( )( )0
0

04

exp jk
G

π

−
=

−

x x
x x

x x
.                        (6) 

 
 

(ii)  ∆ύο διαστάσεις 
 

Εφαρµόζοντας τον αντίστροφο µετασχηµατισµού Fourier στην εξίσωση 
Helmholtz 2.6(2) στις δύο διαστάσεις, ως προς την µία χωρική µεταβλητή (έστω 
τη µεταβλητή 1x ) καταλήγουµε στην ακόλουθη µονοδιάστατη εξίσωση: 
 

 
( )
( )

( ) ( )2
2 1 2 022 2

1 2 12

2

ξ
ξ ξ

2

d g x ; x x
k g x ;

d x

δ
π
−

 + − =  ,         (7) 

 
η οποία έχει λύση την ακόλουθη : 
 

 ( )
( )2 2

1 2 02

2 1 2 2
1

ξ
ξ

2 ξ

exp j k x x
g x ;

kπ

− −
=

−
            (8) 
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Και πάλι, εφαρµόζοντας τον ευθύ µετασχηµατισµό Fourier στην ανωτέρω 
συνάρτηση ( )2 1ξg x ; , καταλήγουµε στο ακόλουθο αποτέλεσµα για την 

συνάρτηση Green της εξίσωσης Helmholtz στις δύο διαστάσεις  
 

( ) ( )0 1 2 01 02G G x ,x x ,x= =x x
( )

1

2 2
1 2 02

12 2
ξ 12

exp j k x x
d

k

ξ
ξ

π ξ

+∞

=−∞

− −

−∫  

 

                                             ( ) ( ) ( ) ( )1 1
0 0 04 4

j j
H k H kR= − =x x ,                (9) 

όπου,  
 
 

( ) ( )2 2

1 01 2 02R x x x x= − + − ,                                 (10) 

 

και  ( ) ( )1
0H kR   είναι η συνάρτηση Hankel πρώτου είδους και µηδενικής τάξης ως 

προς το όρισµα  kR . 
 
 
Αξίζει εδώ να παρατηρήσουµε ότι οι συναρτήσεις Green της εξίσωσης Helmholtz 
στον ελεύθερο χώρο στις τρεις και δύο διαστάσεις, Εξ. (6) και (9), αντίστοιχα, 
ταυτίζονται (µε την προσέγγιση µιας απλής σταθεράς µε τις απλές λύσεις της ίδιας 
εξισώσεως που είχαµε δει σε προηγούµενο εδάφιο, βλ. Εξ. 2.5.3(5) και Εξ. 
2.5.4(5), οι οποίες εκφράζουν σφαιρικά και κυλινδρικά κύµατα, τα οποία  
διαδίδονται αποµακρυνόµενα από το σηµείο της πηγής 0x . 

 
2.6.4 Θεωρήµατα Green.  Θεωρήµατα ολοκληρωτικών αναπαραστάσεων. 
 
Μια από τις πιο συναρπαστικές εφαρµογές των συναρτήσεων Green είναι η ικανότητά τους 
να µας προσφέρουν, µέσω κατάλληλων ολοκληρωτικών αναπαραστάσεων, τις γενικές λύσεις 
κυµατικών προβληµάτων, στις δύο και τρεις διαστάσεις (λύσεις προβληµάτων αρχικών και 
συνοριακών τιµών), που χαρακτηρίζονται από την ίδια διαφορική εξίσωση  (εδώ την εξίσωση 
d’Alembert ή την εξίσωση Helmholtz), όχι πλέον στον ελεύθερο χώρο, αλλά παρουσία 
διαφόρων ανοµοιογενειών, όπως πεπερασµένοι σκεδαστές.   
 
Χάριν, απλότητος, θα περιοριστούµε στην συνέχεια στην παρουσίαση τέτοιων 
ολοκληρωτικών αναπαραστάσεων για την επίλυση προβληµάτων συνοριακών τιµών της 
εξίσωσης Helmholtz στον ελεύθερο χώρο, µε την παρουσία πεπερασµένων, σκεδαστών 
(δηλαδή σωµάτων µε πεπερασµένες διαστάσεις). 
 
Συγκεκριµένα, θα ασχοληθούµε µε µια ειδική περίπτωση, η οποία όµως βρίσκει πολύ 
χρήσιµες εφαρµογές, τη σκέδαση αρµονικού κυµατικού πεδίου που διεγείρεται από σηµειακή 
αρµονική πηγή στη θέση 0=x X ,  βλ. κατωτέρω Σχήµα, από πεπερασµένο σκεδαστή (σώµα 

D ) που περικλείεται από την επιφάνεια (σύνορο σκεδαστή) S D= ∂ . Στο σχήµα αυτό n είναι 
το µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα στο σύνορο του σκεδαστή  µε διεύθυνση προς τα έξω του 
σώµατος 
 
 
 



 92 

 

 
 
Σχήµα    Σκέδαση αρµονικού κυµατικού πεδίου, που διεγείρεται από σηµειακή πηγή στη 
θέση 0=x X , από αδιαπέρατο, πεπερασµένο σκεδαστή D . 
 
 
Στην εξεταζόµενη περίπτωση,  το κυµατικό δυναµικό  ( )Φ x  ικανοποιεί τη εξίσωση 

Helmholtz 
 
 

( ) ( ) ( )2
0k∆Φ Φ δ+ = −x x x Χ ,      *D∈x  ,                   (1) 

 
όπου *D  το χωρίο στο οποίο ορίζονται η συνάρτήση ( )Φ x , δηλαδή 3

*D IR \ D=  στις τρεις 

διαστάσεις,  και  2
*D IR \ D=  στις δύο διαστάσεις.   

 
Το µέσον διάδοσης θεωρείται οµογενές, δηλαδή k =σταθερό παντού.  Θα θεωρήσουµε 
επίσης την ιδανική περίπτωση όπου ο σκεδαστής είναι αδιαπέραστος από το κύµα 
(impenetrable scatterer).  Η τελευταία υπόθεση µοντελοποιείται από συνοριακή συνθήκη της 
µορφής 
 

( ) ( )
0, S

n

Φ
αΦ β

∂
+ = ∈

∂

x
x x ,        (2) 

 
όπου , IRα β ∈ ,  και ( ) / n, SΦ∂ ∂ ∈x x ,  δηλώνει την τοπική παράγωγο του δυναµικού 

στην επιφάνεια του συνόρου σκεδαστή S D= ∂ ,  κατά την διεύθυνση του καθέτου 
διανύσµατος n. 
 
Επίσης, επιβάλλουµε την φυσική απαίτηση η λύση να συµπεριφέρεται ως εξερχόµενα κύµατα 
σε πολύ µακρινές αποστάσεις από την πηγή, δηλαδή  
 

( )Φ x   αναπαριστά εξερχόµενα κύµατα,  όταν 0− →∞x x .                           (3) 

 
Το θεώρηµα Green που συνδέεται µε τον διαφορικό τελεστή Laplace, ο οποίος εµπλέκεται 
στην εξίσωση Helmholtz (1), και το οποίο θα χρησιµοποιηθεί στην συνέχεια για την 
κατασκευή της λύσεως του σύνθετου κυµατικού προβλήµατος (1), (2),(3) είναι το ακόλουθο: 
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( )
( ) ( )

( )2 1
1 2 2 1 1 2

*D D*

d dS
n n

Φ Φ
Φ ∆Φ Φ ∆Φ Φ Φ

∂

 ∂ ∂
− = −  ∂ ∂ 

∫ ∫x x
x x

     (4) 

 
όπου *D  το χωρίο στο οποίο ορίζονται οι συναρτήσεις ( ) ( )1 2καιΦ Φx x . Υπενθυµίζουµε 

ότι εκ κατασκευής η συνάρτηση Green της εξίσωσης Helmholtz στον ελεύθερο χώρο, 
ικανοποιεί 
 

( ) ( ) ( )2 3
0 0 0 0H HG k G , , IR∆ δ+ = − ∈x x x x x x x x x ,                        (5α) 

 
όπου ο δείκτης " x"  στον διαφορικό τελεστή  ∆  έχει προστεθεί για να µας υπενθυµίζει την 
χωρική µεταβλητή ως προς την οποία νοείται η διαφόριση.   
 
Ισοδύναµα, όµως µπορούµε να γράψουµε  την  εξίσωση (5α) στην µορφή 
 

( ) ( ) ( )
0

2
0 0 0H HG k G∆ δ+ = −x x x x x x x ,                             (5β) 

 
και κάνοντας χρήση της ιδιότητας της αµοιβαιότητας και της αρτιότητας (συµµετρίας) της 
“συνάρτησης” προκύπτει: 
 

( ) ( ) ( )
0

2
0 0 0H HG k G∆ δ+ = −x x x x x x x .       (6) 

 
Μπορούµε επίσης να ξαναγράψουµε την διαφορική εξίσωση του προβλήµατος σκέδασης που 
εξετάσουµε (1) στην ακόλουθη  ισοδύναµη µορφή  
 

( ) ( ) ( )2
0 0 0 0k∆Φ Φ δ+ = −x x x X         (7) 

 
Πολλαπλασιάζουµε στην συνέχεια την Εξ. (6) επί την συνάρτηση κυµατικού δυναµικών 

( )0Φ x  και την Εξ. (7) επί την συνάρτηση Green ( )0G x x  και αφαιρούµε κατά µέλη τις 

παραγόµενες εξισώσεις.  Τέλος, ολοκληρώνουµε το αποτέλεσµα στο χωρίο *D   
λαµβάνοντας:  
 
 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( )

0 0

0

0 0 0 0 0

*

H H

D

G G d∆ Φ Φ ∆− =∫ x x

x

x x x x x x x  

 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( )

( ) ( )
0

0 0 0 0 0 0

*

H H

D

G d GΦ δ δ Φ= ⋅ − − − ⋅ − = −∫
x

x x X x x x X x x x X .  (8) 

 
Κάνοντας χρήση τώρα του θεωρήµατος Green (4) για τις συναρτήσεις 1 HGΦ =  και 2Φ Φ=  
λαµβάνουµε από την εξίσωση (8) 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )
( )

( )00
0 0 0 0

0 0

H
H H

D

G
G G dS .

n n

Φ
Φ Φ

∂

 ∂∂ 
= + − 

∂ ∂  
∫

x xx
x x X x x x x

x x
   (9) 
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Η τελευταία σχέση (9) αποτελεί στην εξεταζόµενη περίπτωση την ολοκληρωτική 
αναπαράσταση της λύσεως του προβλήµατος σκέδασης (1), (2), (3). Η αναπαράσταση αυτή 
ισχύει τόσο στις δύο όσο και στις τρεις διαστάσεις (µε την κατάλληλη συνάρτηση Green 

HG ).  Η συνάρτηση HG  που εµφανίζεται στο δεξί µέλος της (9), εκτός και εντός του 
ολοκληρώµατος επί του συνόρου - επιφάνειας του σκεδαστή S D= ∂ , είναι η συνάρτηση 
Green της εξίσωσης Helmholtz στον ελεύθερο χώρο όπως ακριβώς δίδεται από την σχέση 
2.6.3(6) στις τρεις διαστάσεις και από τη σχέση 2.6.3(9) στις δύο διαστάσεις, αντίστοιχα. 
 
 
Παρατηρούµε, επίσης, ότι η λύση του προβλήµατος σκέδασης που εξετάζουµε παρέχεται 
στην µορφή ενός αθροίσµατος δύο όρων της µορφής  
 

( ) ( ) ( )I DΦ Φ Φ= +x x x .                    (10) 

 
Ο πρώτος όρος της έκφρασης αυτής  
 

( ) ( )0I HGΦ =x x X                     (11) 

 
είναι ακριβώς το κυµατικό πεδίο της σηµειακής, αρµονικής πηγή στη θέση 0=x X  χωρίς την 

ύπαρξη του σκεδαστή.  Αναφέρεται ως εκ τούτου και πεδίο πηγής ή αδιατάρακτο κυµατικό 
δυναµικό. 
 
Ο δεύτερος όρος του διαχωρισµού (10)  
 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )
( )

( )00
0 0 0

0 0

H
D H

D

G
G dS

n n

Φ
Φ Φ

∂

 ∂∂ 
= − 

∂ ∂  
∫

x xx
x x x x x

x x
               (12) 

 
εκφράζει ακριβώς το πεδίο διαταραχής από την παρουσία του σκεδαστή στη συγκεκριµένη 
θέση του χώρου που καταλαµβάνει, καταστρέφοντας την οµογένεια του µέσου διάδοσης.  Το 
δυναµικό αυτό αναφέρεται και ως δυναµικό περίθλασης ή σκέδασης (diffraction η scattering 
potential).  Τα φαινόµενα περίθλασης - σκέδασης συζητούνται διεξοδικότερα στο κεφάλαιο 
4. 
 
Επίσης, από την µορφή του δυναµικού περίθλασης παρατηρούµε ότι αυτό συνίσταται από την 
υπέρθεση δευτερογενών κυµατικών διαταραχών από πηγές κατάλληλης έντασης, που 
ευρίσκονται συνεχώς κατανεµηµένες πάνω στο σύνορο S D= ∂ . Το αποτέλεσµα αυτό είναι 
συναφές µε την αρχή Huygens–Fresnel, που συζητείται διεξοδικότερα στο επόµενο κεφάλαιο.  
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2.7 ∆ιάδοση του ήχου σε οµογενές περιβάλλον 
 
2.7.1. Εισαγωγικά 
 
Όπως έχουµε αναφέρει στο θαλάσσιο περιβάλλον τα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα 
παρουσιάζουν υψηλούς ρυθµούς απόσβεσης µε αποτέλεσµα να µην είναι δυνατή η χρήση 
τους σε µεγάλη κλίµακα για εφαρµογές που αφορούν το θαλάσσιο χώρο, όπως στόχευση, 
διερεύνηση θαλάσσιας στήλης και πυθµένα, επικοινωνία κ.α. Σε ότι αφορά τις εφαρµογές, τη 
θέση που κατέχουν τα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα στην ατµόσφαιρα και στο κενό έχουν τα 
ακουστικά στην περίπτωση του θαλάσσιου περιβάλλοντος. 
  

 

2.7.2 Γενικά στοιχεία διάδοσης 

Σε ένα ιδανικό ρευστό η κυµατική εξίσωση που διέπει  ακουστικά φαινόµενα, στην 
απλούστερη της εκδοχή, παράγεται από τις εξισώσεις διατήρησης µάζας, ορµής (Euler) 
χρησιµοποιώντας την καταστατική εξίσωση. Η διαδικασία βασίζεται στη θεώρηση των 
πεδιακών µεγεθών σε κατάσταση υποβάθρου και ακουστικής διαταραχής, και στη συνέχεια 
αφαιρώντας κατά µέλη τις εξισώσεις διατήρησης ορµής και µάζας και γραµµικοποιώντας 
οδηγούµαστε στην ακόλουθη κυµατική εξίσωση ως προς την ακουστική πίεση ( ),p tr  στις 

υποπεριοχές του χώρου χωρίς εξωτερικούς διεγέρτες (πηγές), βλ. π.χ. Jensen et al (2011): 
 

2

2 2

1 1
0 ,                                                                                                             p

p

c t
ρ

ρ
  ∂

∇ ∇ − =  ∂ 
              (1) 

 
όπου  το c συµβολίζει την ταχύτητα διάδοσης του κύµατος (ήχου). Η ανωτέρω εξίσωση για 
µέσο µε σταθερή πυκνότητα λαµβάνει τη απλούστερη µορφή:  
 

2
2

2 2

1
0 .                                                                                                             

p
p

c t

∂
∇ − =

∂               (2) 

Η ίδια ακριβώς εξίσωση ισχύει και για τα λοιπά ακουστικά µεγέθη. Στην περίπτωση 
διεγερτών από πηγή(ές) η εξίσωση καθίσταται µη οµογενής:  
 

( )
2

2
2 2

1
,  ,     

p
p f t

c t

∂
∇ − =

∂
r                (3) 

 
και ο όρος στο δεξί µέλος ( ),  f tr   αναπαριστά την διέγερση στη θέση r  του µέσου. 

Θεωρώντας αρµονικές λύσεις  ( ) ( )( ); Re ;      i tp x t p x e ωω −=  οδηγούµαστε στην κυµατική 

εξίσωση Helmholtz η οποία χρησιµοποιείται ευρέως στα µοντέλα για τη διάδοση του ήχου: 
 

( ) ( ) ( )² ² ; ; .                                                                                      k p fω ω∇ + =  r r r                              (4) 

 
όπου ( ) ( )/k cω=r r  ο τακουστικός κυµατάριθµος για δεδοµένη γωνιακή συχνότητα ω και 

τοπική τιµή ( )c r  της ταχύτητας του ήχου στο µέσο.   

 
Για την επίλυση των παραπάνω εξισώσεων υπάρχουν γενικά  αριθµητικά µοντέλα που 
µπορούν να εφαρµοσθούν, όπως µέθοδος πεπερασµένων διαφορών (FDM) και πεπερασµένων 
στοιχείων (FEM) Οι δύο µέθοδοι προϋποθέτουν τον κατακερµατισµό του χώρου σε περιοχές 
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κλάσµατα του µήκους κύµατος, γεγονός που τις καθιστά υπερβολικά απαιτητικές ως προς το 
υπολογιστικό κόστος ιδιαίτερα  σε προβλήµατα διάδοσης σε µεγάλες αποστάσεις. 
Εναλλακτικά, ηµι-αναναλυτικές µέθοδοι που επιλύουν την εξίσωση Helmholtz σε µη 
φραγµένα χωρία και σε ακουστικούς κυµατοδηγούς, είναι οι ολοκληρωτικές µέθοδοι Fourier 
(Wavenumber Integration) και η µέθοδος των κανονικών ιδιοµορφών (Normal Modes). Η 
τελευταία επεκτείνεται και για εφαρµογές σε ανοποιογενή περιβάλλοντα ως µέθοδος 
συζευγµένων ιδιοµορφών (Coupled Modes); βλ. Boyles (1984), Frisk(1994), Jensen et al 
(2011).  
 
 
2.7.3  Σηµειακή πηγή σε στρωµατοποιηµένο µέσο διάδοσης σε κυµατοδηγό µε επίπεδα 
σύνορα 

Εξετάζουµε στη συνέχεια τη περίπτωση διέγερσης από σηµειακή µονοχρωµατική πηγή σε 
κατακόρυφα στρωµατοποιηµένο θαλάσσιο περιβάλλον, που χαρακτηρίζεται από  
κατακόρυφο προφίλ ταχύτητας διάδοσης του ήχου ( )c z  και αναζητούµε λύσεις οι οποίες 

παρουσιάζουν αξονική συµετρία. Στην περίπτωση αυτή ο όρος στο δεξί µέλος ( );f ω =r  

( ) ( ) ( ) ( )s s s sx x y y z zδ δ δ δ= − − = − − −r r . 

 
Για τη λύση του προβλήµατος θα περιγράψουµε στην συνέχεια την µέθοδο των  κανονικών 
ιδιοµορφών (Normal Modes) Εξετάζουµε ακουστική διάδοση σε οµογενή λωρίδα ρευστού 
σταθερού βάθους (κυµατοδηγός µε επίπεδα σύνορα και σταθερή πυκνότητα µέσου) που 
διεγείρεται από σηµειακή πηγή σε συγκεκριµένο βάθος. Η ταχύτητα διάδοσης c(z) εξαρτάται 
µόνο από το βάθος. Χρησιµοποιούµε κυλινδρικό σύστηµα συντεταγµένων ( ), ,r zθ  µε την 

πηγή σε κάποιο βάθος sz  πάνω στον κατακόρυφο άξονα (κυλινδρικής συµµετρίας); βλ. 

Σχήµα 1.  

 
Σχήµα 1 Σηµειακή πηγή σε κυλινδρικό σύστηµα 

 
Στη περίπτωση αυτή η εξίσωση Helmholtz για πεδίο που είναι ανεξάρτητο από τη γωνία 
αζιµουθίου και οριζόντια στρωµατοποιηµένο µέσο γράφεται στη µορφή:  
 

( )
( )2 2

2 2
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2
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r p
r r r z c z r

δω
π
−∂ ∂ ∂  + + = − ∂ ∂ ∂ 

                                                    (5) 
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Το µαθηµατικό πρόβληµα συνοδεύεται από τις συνθήκες ελέυθερης ελέυθερης επιφάνειας 

και αδιαπέρατου πυθµένα 

( ) ( )
0 0,       0 .                  

p z h
p z

z

∂ = −
= = =

∂
                                                             (6) 

 
Στην συνέχεια εφαρµόζοντας τη µέθοδο χωριζόµενων µεταβλητών, αναζητούµε λύση της 

µορφής: 

( ) ( ) ( ), Φ  .                   p r z r Z z=                                                                                             (7) 

Αντικαθιστώντας στην πεδιακή εξίσωση και διαιρώντας µε ( ) ( )Φ  r Z z βρίσκουµε για 0r ≠ : 

 

( )

2 2

2

1 1 1
       

d d d Z
r

r dr dr Z dz c z

ω Φ   = − +   Φ    
.                                                                           (8) 

Το περιεχόµενο των αγκυλών είναι συναρτήσεις ως προς το z και το r, άρα για να 
ικανοποιείται η εξίσωση θα πρέπει να είναι ο κάθε όρος ίσος µε µια σταθερά την οποία 
συµβολίζουµε ως 2

rmk . Ετσι, από το τελευταίο µέλος  καταλήγουµε στο παρακάτω 
κατακόρυφο πρόβληµα ιδιοτιµών  
 

( )
( )

( )
2 2

2
2 0,    m

rm m

d Z z
k Z z

dz c z

ω 
+ − = 
 

                                                                                  (9α) 

µε  συνοριακές συνθήκες: 
 

( ) ( )
0 0,       0 .                  m

m

dZ z h
Z z

dz

= −
= = =                                                        (9β) 

Το ανωτέρω είναι ένα  οµαλό Sturm-Liouville πρόβληµα ιδιοτιµών. Οι ιδιοτιµές  2
rmk  είναι 

πραγµατικές, άπειρες και το διατεταγµένο σύνολο ιδιοτιµών είναι αριθµήσιµο µε µοναδικό 
σηµείο συσσωρεύσεως το −∞ .  Επιπρόσθετα, όλες οι κατακόρυφες  ιδιοσυναρτήσεις είναι 
ορθογώνιες και το σύνολο είναι πλήρες στο χώρο ( )2 ,0L h−  

 

( ) ( ) 2

0

,        
h

m n n nmZ z Z z dz Z δ=∫                                                                                           (10) 

όπου nmδ  το Kronecker δέλτα, και µπορούν να κανονικοποιηθούν 

( ) ( ) / ,n n nZ z Z z Z=ɶ  ( ) ( )
0

  .      m n nm

h

Z z Z z dz δ
−

=∫ ɶ ɶ                                                               (11) 

Αξιοποιώντας την ιδιότητα πληρότητας του συνόλου των κατακορύφων ιδιοµορφών 
µπορούµε να γράψουµε την λύση του εξεταζόµενου προβλήµατος στη µορφή υπέρθεσης 
κανονικών ιδιοµορφών 
 



 30 

( ) ( ) ( )
1

, Φ  .                                 m m
m

p r z r Z z
∞

=

=∑                                                                     (12) 

 
Επίσης µπορούµε να λάβουµε την ακόλουθη αναπαράσταση της γενικευµένης συνάρτησης 
Dirac ( )0z zδ −  

 

( ) ( ) ( )0 n n s
n

z z Z z Z zδ − =∑ ɶ ɶ .                                                                                                (13) 

 
Αντικαθιστώντας τις ανωτέρω σχέσεις στην εξίσωση  λαµβάνουµε για 0r ≠ : 
 

( ) ( )2Φ1
Φ 0  ,                     n

rn n

d rd
r k r

r dr dr

 
+ = 

 
                                                                      (14) 

η οποία διαθέτει αναλυτικές λύσεις που εκφράζονται µέσω των  συνάρτησεων  Hankel (ή 

Bessel) ως  ( ) ( ) ( )1,2
0Φ  .  n rnr H k r=   Οι συναρτήσεις Hankel δεύτερου είδους, σε συνδυασµό 

µε την υπόθεση i te ω−  που έχει γίνει για την  απόδοση της αρµονικής εξάρτησης από το χρόνο, 
αναπαριστούν λύσεις που αντιπροσωπεύουν εισερχόµενα κύµατα από το άπειρο, και έτσι 
απορρίπτονται. Με βάση τα ανωτέρω προκύπτει τελικά η απόδοση του πεδίου της πηγής στον 
ακουστικό κυµατοδηγό µέσω της ακόλουθης υπέρθεσης κανονικών ιδιοµορφών:  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
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,  .           
4 m s m rm
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i
p r z Z z Z z H k r

∞

=

= ∑ ɶ ɶ                                                                     (15) 

Τέλος, λαµβάνοντας την ασυµπτωτική προσέγγιση της συνάρτησης Hankel πρώτου είδους, 
οδηγούµαστε στην ακόλουθη έκφραση του ακουστικού πεδίου σε µεγάλες αποστάσεις από 
την πηγή (πρακτικά σε απόσταση 1-2 µηκών κύµατος): 
 

( ) ( ) ( )4

1

,  ,          ,    
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rmi ik r

m s m
m rm

i e
p r z e Z z Z z r

r k

π

π
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≈ → ∞∑ ɶ ɶ                                                   (16) 

από όπου αναγνωρίζεται ότι το συνολικό πεδίο σε µακρινές αποστάσεις από την πηγή 
συντίθεται από εξερχόµενα κυλινδρικά κύµατα. Στο Σχήµα 2 απεικονίζεται το υπολογιζόµενο 
πεδίο από σηµειακή µονοχρωµατική πηγή  συχνότητας 100f Hz= , τοποθετηµένη σε βάθος 

sz =25m σε ρηχό υδάτινο κυµατοδηγό βάθους h=100m, µε σταθερή ταχύτητα του ήχου 

c=1500m/s. Στην περίπτωση αυτή το κατακόρυφο πρόβληµα ιδιοτιµών έχει αναλυτική λύση ( 
η οποία θα παρουσιαστεί πιό κάτω). 



 31 

 
 
Σχήµα 2. Απεικόνιση διάδοσης ηχητικού πεδίου από σηµειακή πηγή σε συχνότητα 100Hz  σε 

ρηχό οµογενές περιβάλλον  

 
2.7.4 Γραµµική πηγή σε κυµατοδηγό µε επίπεδα σύνορα 
 
Στην περίπτωση διέγερσης από µια γραµµική πηγή (η οποία µπορεί να προκύψει από συνεχή 
κατανοµή πηγών  κατά µήκος ενός (έστω του εγκάρσιου y) άξονα (βλ. Σχήµα 3),  υπάρχει η 
δυνατότητα θεώρησης απλούστερων 2D λύσεων που παραµένουν ανεξάρτητες από την 
εγκάρσια χωρική µεταβλητή.  Στην περίπτωση αυτή αναζητείται ύση της εξίσωσης 
Helmholtz: 
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µε τις ίδιες όπως προηγουµένως συνοριακές συνθήκες. 
 
Αναζητούµε λύση της ακόλουθης µορφής στο Καρτεσιανό συστηµα συντεταγµένων: 
 

( ) ( ) ( )
1

, Φ   ,                  m m
m

p x z Zx z
∞

=

=∑                                                                                  (18) 

όπου ( )mZ z  οι ίδιες όπως προηγουµένως λύσεις του κατακόρυφου προβλήµατος ιδιοτιµών, 

και αντικαθιστώντας στην πεδιακή εξίσωση λαµβάνουµε: 
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Σχήµα 3. Γραµµική πηγή σε επίπεδη γεωµετρία. 

 
Χρησιµοποιώντας το κατακόρυφο πρόβληµα ιδιοτιµών και τις ιδιότητες του  
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( )
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2
2

0,   m
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                                                                            (20) 

 
όπου 2

xmk  τώρα οι οριζόντιοι κυµαταριθµοί, καταλήγουµε στη σχέση: 
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∑                                                         (21) 

Χρησιµοποιώντας και πάλι την  ιδιότητα των κατακόρυφων ιδιοσυναρτήσεων να αποδίδουν 

την γενικευµένη συνάρτηση Dirac προκύπτει: 

( ) ( ) ( ) ( )2²Φ
Φ .      

²
n

xn n n s

d x
k x x Z z

dx
δ+ = − ɶ                                                                              (22) 

Η λύση της ανωτέρω  εξίσωσης  είναι η: 
 

( ) ( )Φ  .               
2

xnik x

n n s
xn

i e
x Z z

k
= ɶ                                                                                          (23) 

Οπότε το πεδίο της  γραµµικής πηγής, γενικεύοντας για πηγή στη θέση ( ),s sx z  παρέχεται 

από τη σχέση: 
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2.7.5 Λύση του κατακορύφου προβλήµατος ιδιοτιµών 
 
Σε κάθε περίπτωση (πεδίο από σηµειακή πηγή ή γραµµική πηγή) το σηµαντικό στοιχείο στον 
υπολογισµό του πεδίου είναι η κατασκευή των κατακόρυφων ιδιοσυναρτήσεων ( )mZ z  καθώς 

και η εύρεση των αντιστοίχων ιδιοτιµών xmk . Σε ειδικές (απλές) περιπτώσεις όπως  c=const 

αυτό είναι εφικτό αναλυτικά. Στην γενικότερη περίπτωση ενός περιβάλλοντος µε συνεχή 
δείκη διάθλασης, όπως στη περίπτωση κατακορύφου συνεχώς στρωµατοποιηµένου 
περιβάλλοντος ( )c z , απαιτείται αριθµητικός υπολογισµός και µια τέτοια µέθοδος που 
βασίζεται στη διακριτοποίηση του προβλήµατος ιδιοτιµών µε πεπερασµένες διαφορές 
παρουσιάζεται στη συνεχεια. 
 
- ∆ιάδοση σε περιβάλλον σταθερής ταχύτητας ήχου 
Στην περίπτωση που αντιµετωπίζουµε µια ιδεατή περίπτωση ενός περιβάλλοντος µε σταθερή 
πυκνότητα και  ταχύτητα του ήχου η γενική λύση της διαφορικης  εξίσωσης του 
κατακόρυφου προβλήµατος ιδιοτιµών δίνεται από τη σχέση: 
 

( ) ( ) ( )sin cos  ,             m zm zmZ z A k z B k z= +                                                                            (25) 

όπου ο κατακόρυφος κυµατάριθµος zmk  δίνεται από τη σχέση: 
2 2

2 2  (      για γραµµική πηγή)     xmzm rm zmk k ή k k
c c

ω ω   = − = −   
   

                                 (26) 

Η συνοριακή συνθήκη στην ελεύθερη επιφάνεια επιβάλει το B=0, ενώ η συνθήκη πυθµένα 
οδηγεί στο µηδενισµό της παραγώγου και οδηγεί στη σχέση: 

( )cos 0 ,                                   zm zmAk k h =                                                                              (27) 

µε το h  να είναι το βάθος της υπό µελέτη περιοχής, η οποία µας οδηγεί στην λύση: 

 
Σχήµα 4. Απεικόνιση των 4 πρώτων ιδιοµορφών του προβλήµατος σταθερής ταχύτητας. 
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1
 ,  1,2,   ,                  

2zmk h m mπ = − = … 
 

                                                                           (28) 

που συνεπάγεται πως το rmk  (ή το xmk  στη περίπτωση της γραµµικής πηγής) θα πρέπει να 

λάβει τις ακόλουθες τιµές για την κάθε ιδιοµορφή (mode): 

22
1

,  1,2,   ,                          
2xmrmk k m m

c h
ή

ω π    = − − = …    
    

                                        (29) 

και οι αντίστοιχες κανονικοποιηµένες ιδιοσυναρτήσεις δίνονται από τη συνάρτηση (βλ. 
σχήµα 11): 
 

( ) ( )2
 sin  ,                m zmZ z k z

h
=ɶ                                                                                          (30) 

Επιλέξαµε τη σταθερά Α έτσι ώστε οι ιδιοµορφές (modes) να είναι κανονικοποιηµένες  
( 1mZ = ). Η εξίσωση (2.76) που µας δίνει µια συσχέτιση µεταξύ γωνιακής συχνότητας και 

οριζόντιου κυµατάριθµου είναι γνωστή και ως σχέση διασποράς. Αντίστοιχα, οι ποσότητες 
( ) /m rmc kω ω=  και η ( ) /gm rmc d dkω ω=  είναι η φασική και η οµαδική ταχύτητα της m 

ιδιοµορφής.  Οι ιδιοτιµές χωρίζονται σε δύο κατηγορίες ανάλογα µε το αν οι ιδιοµορφές 

( ) ( )Φm mr Z z  αφορούν διαδιδόµενες ή αποσβενόµενες ιδιοµορφές, κάτι που εξαρτάται 

καθαρά από το αν το υπόριζο της σχέσης (2.76) είναι θετικό ή αρνητικό αντίστοιχα; βλ 
Σχήµα 5. Η επιλογή µας για χρονική εξάρτηση της µορφής exp( )i tω− , µας επιβάλλει την 

επιλογή των ιδιοτιµών rmk  στο πρώτο τεταρτηµόριο, ώστε να έχουµε κύµατα που διαδίδονται 

από την πηγή προς το άπειρο και όχι το αντίθετο. Είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι στη 
περίπτωση αποσβενόµενεων ιδιοµορφών η οριζόντια εξάρτηση τους εξασθενεί εκθετικά σε 
µεγάλες αποστάσεις από την πηγή και ο συντελεστής εξασθένησης αυξάνει µε το δείκτη της 
ιδιοµορφής. Το γεγονός αυτό που επιτρέπει την προσεγγιστική περικοπή της απειροσειράς 
που εκφράζει τη λύση κρατώντας µόνο τις διαδιδόµενες ιδιοµορφές και µικρό αριθµό 
αποσβενόµενων ιδιοµορφών µε πολύ καλη προσέγγιση του πεδίου παντού εκτός από τη 
γειτονια της πηγής. 
 
Στο Σχήµα 5 παρουσιάζονται µε γεµισµένο κύκλο και βρίσκονται στο θετικό πραγµατικό 
άξονα οι διαδιδόµενες ιδιοµορφές. Αντίστοιχα, για τις αποσβενόµενες ιδιοµορφές επιλέγουµε 
τη µορφή rmk iξ=  µε 0ξ > . Οι τιµές αυτές παρουσιάστηκαν στο Σχήµα 5  µε γεµισµένους 

κύκλους στον θετικό φανταστικό άξονα. 
 
Ο αριθµός των διαδιδόµενων ιδιοµορφών καθορίζεται εύκολα στην περίπτωση του 
οµοιόµορφου περιβάλλοντος c const=  από το ακόλουθο ακέραιο µέρος: 
 

[ ]0.5 0.5 2 /p

h
N hf c

c

ω
π

 = + = +  
,                                                                                          (31) 
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Σχήµα 5. Απεικόνιση των ιδιοτιµών του προβλήµατος στο µιγαδικό επίπεδο 

από όπου φαίνεται ότι ο αριθµός των διαδιδόµενων ιδιοµορφών αυξάνεται αναλογικά µε την 
συχνότητα της πηγής και το βάθος του κυµατοδηγού, και ελαττώνεται µε την αύξηση της 
φασικής ταχύτητας.  Το ανώτερο όριο των πραγµατικών (διαδιδόµενων) ιδιοτιµών είναι στο 

/ cω  . Σε αρκετά χαµηλή συχνότητα µπορεί όλες οι ιδιοµορφές να γίνουν αποσβενούµενες. Η 
συχνότητα αυτή ονοµάζεται “συχνότητα αποκοπής” (cut-off frequency) του κυµατοδηγού και 
δίνεται από τη σχέση: 
 

0  .                                                                     
4

c
f

h
=                                                             (32) 

Στην περίπτωση του γενικού οριζόντια στρωµατοποιηµένου περιβάλλοντος µε 
µεταβαλλόµενο δείκτη διάθλασης ( )c z  ο αριθµός των διαδιδόµενων ιδιοµορφών καθορίζεται 

από το πρόσηµο των ιδιοτιµών mrm xk ή k  οι οποίες υπολογίζονται αριθµητικά. Σε κάθε 

περίπτωση η ανωτέρω σχέση εφαρµοζόµενη µε χαρακτηριστική (µέση ή ελάχιστη) τιµή του 
( )c z  προσεγγίζει τον αριθµό των διαδιδόµενων ιδιοµορφών. 
Αντικαθιστώντας τη σχέση (2.77) στην αναπαράσταση του πεδίου βρίσκουµε για το 
πρόβληµα σηµειακής πηγής σε οµογενή κυµατοδηγό σταθερής ταχύτητας: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0

1

, sin sin  ,    zm s zm rm
m

i
p r z k z k z H k r

h

∞

=

= ∑                                                                   (33) 

και για την γραµµική πηγή: 

( ) ( ) ( ) ( )
1

exp
, sin sin   .        xm

zm s zm
m xm

siki
p x z k z k z

k

x

h

x∞

=

=
−

∑                                                       (34) 

 
Πολλές από τις ιδιότητες που παρουσιασθησαν πιο πάνω στο ισοταχές πρόβληµα 
(isovelocity) θα έχουν ισχύ και σε πιο σύνθετα περιβάλλοντα. Στο Σχήµα 6 εικονίζεται ένα 
παράδειγµα υπολογισµού πεδίου από γραµµική πηγή σε οµογενές θαλάσσιο περιβάλλον 
σταθερής ταχύτητας 1500 /c m s=  και σταθερής βαθυµετρίας 100h m=  από γραµµική πηγή 
συχνότητας 100f Hz= . Οι διαδιδόµενες ιδιοµορφές είναι 13 και το αποτέλεσµα έχει δοθεί 
κρατώντας ένα αριθµό αποσβενώµενων µορφών. 
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 - Περιβάλλον κατακόρυφα µεταβαλλόµενης ταχύτητας του ήχου 
 
Με σκοπό την εύρεση των ιδιοτιµών σε ένα περιβάλλον, όπου έχουµε µεταβαλλόµενη κατά 
βάθος ταχύτητα διάδοσης του ήχου, χρησιµοποιούµε τη µεθούδους αριθµητικής επίλυσης, 
όπως η µέθοδος πεπερασµένων διαφορών που θα παρουσιάσουµε εδώ. Σύµφωνα µε αυτή 
διαωρίζουµε το πεδίο από τον πυθµένα έως την ελεύθερη επιφάνεια σε N  ίσα τµήµατα, 
κατασκευάζοντας ένα πλέγµα από N +1 σηµεία, µε αφετηρία τον πυθµένα. Ο αριθµός των 
τµηµάτων διαµέρισης Ν θα πρέπει να είναι αρκετά µεγάλος, ώστε να έχουµε ικανοποιητική 
προσέγγιση των ιδιοµορφών. Συνήθως χρησιµοποιούνται  10 σηµεία (ή περισσότερα) ανά 
χαρακτηριστικό µήκος ταλαντωτικότητας της λύσης. Εφόσον θεωρούµε πως το θαλάσσιο 
περιβάλλον θα είναι σταθερής βαθυµετρίας ίσης µε h , τα τµήµατα της διαµέρισης θα έχουν 
µήκος που θα δίνεται από τη σχέση: 

  .                                                 
h

z
N

δ =                     (35) 

 
Σχήµα 6. Σχηµατική αναπαράσταση του πλέγµατος 

 

Συνεχίζοντας, θα χρησιµοποιήσουµε τον συµβολισµό ( )  j jzΖ = Ζ και θεωρώντας πως η 

πυκνότητα του µέσου είναι σταθερή καταλήγουµε στην παρακάτω διαφορική εξίσωση: 
 

( )( )2 2'' 0 ,        n xn nk z k ZΖ + − =                                                                                              (36) 

όπου το  ( ) ( )/k z c zω=  και ο τόνος εδώ δηλώνει παράγωγο ως προς το z . 

Ακολουθώντας την κλασική διαδικασία για την µέθοδο πεπερασµένων διαφορικών 
εξισώσεων, χρησιµοποιούµε το ανάπτυγµα της σειράς Taylor οδηγούµενοι στη σχέση: 
 

2 3

1 ' '' ''' ,   
2! 3!j j j j j

z z
Z Z Z Z Z

δ δ
+ = + + + +…                                                                            (37) 

από όπου µε αναδιάταξη των όρων βρίσκουµε την προς τα εµπρός διαφορική προσέγγιση για 
την πρώτη παράγωγο σε πρώτης τάξεως προσέγγιση: 
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1'  .                                  j j
jZ

zδ
+Ζ − Ζ

≅                                                                                    (38) 

Αντίστοιχα, από τη προς τα πίσω διαφορική προσέγγιση, ξεκινώντας από το ανάπτυγµα της 
σειράς Taylor: 

2 3

1  ,  
2! 3!j j j j j

z z
h

δ δ
− ′ ′′ ′′Ζ = Ζ − Ζ + Ζ − Ζ +…′                                                                               (39) 

βρίσκουµε τη προσεγγιστική σχέση : 
 

1'  .                                  j j
j zδ

−Ζ − Ζ
Ζ ≅                                                                                    (40) 

Τέλος, µε την πρόσθεση των αναπτυγµάτων Taylor και την αναδιάταξη των όρων βρίσκουµε 
την κεντρική διαφορική προσέγγιση σε δεύτερης τάξεως προσέγγιση για τη δεύτερη 
παράγωγο: 
 

( )
1 1

2

2
'' ,              j j j

j

Z Z Z
Z

zδ
− +− +

=                                                                                            (41) 

όπου τα zj δίνονται από τη σχέση: 
 

,  2, ,   .            jz j z j Nδ= = …                                                                                               (42) 

Με βάση τα ανωτέρω προκύπτει για τα εσωτερικά σηµεία του πλέγµατος η ακόλουθη 
προσέγγιση της εξίσωσης, µε σχήµα  ακρίβειας δεύτερης τάξεως, 
 

( )
( )1 1 2

2

2
0 .      j j j

j j

Z Z Z
k z Z

zδ
+ −− +

+ =                                                                                     (43) 

Ο πίνακας του διακριτού συστήµατος είναι τριδιαγώνιος  της µορφής 
 

( ) ( )
( )

( )
2

1 12 2 2

1 2 1
, ,  ,      1,2,3,...  .jj jj j jjA A k z A j N

z z zδ δ δ
− +

 −
= = + = = 

 
 

                         (44) 

Αναζητώντας τις ιδιοτιµές nλ του ανωτέρω πίνακα  

 
0 ,    λ− =A I                                                                                                                         (45) 

όπου I  ο µοναδιαίος πίνακας. Θα προσεγγίσουµε τις λύσεις του κατακορυφου προβλήµατος 

ιδιοτιµών. Στον διακριτό πίνακα θα προστεθούν κάποιες τροποποιητικές αλλαγές, 

προκειµένου να εισαχθούν και οι συνοριακές συνθήκες του προβλήµατις. Αρχικά θα 

εισαγάγουµε τη συνθήκη ελεύθερης επιφάνειας ( )1 1 0 0N Nz z+ +Ζ = Ζ = = = , και απαξείφοντας 

τον αντίστοιχο άγνωστο οδηγούµαστ  τελικά σε έναν διακριτό πίνακα διαστάσεως Ν. Η 

εισαγωγή και της συνθήκης πυθµένα, θα γίνει ως ακολούθως 
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( ) ( )2 2
2 12 1

1 0
2

k z k zZ Z
Z z

z
δ

δ
+−

+ = ⇒  ( )2
1 1 2

1 1
0 .  k z z Z Z

z z
δ

δ δ
 − + + = 
 

                       (46) 

Η ανωτέρω σχέση χρησιµοποιούµενη για  1z z h= = − , καθορίζει την τελική µορφή του 

διακριτού πίνακα A . Οι ιδιοτιµές nλ  του  A  προσεγγίζουν τις αντίστοιχες ιδιοτιµές του 

κατακόρυφου προβλήµατος 2
zn nk λ≈  και τα ιδιοδιανύσµατα  τις αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις 

στα σηµεία του πλέγµατος ( )n jz zΖ = , οι οποίες κανονικοποιούνται 

( ) ( ) /n j n j nz z z zΖ = = Ζ = Ζɶ  διαιρούµενες µε την νόρµα nZ , η οποία υπολογίζεται µε 

αριθµητική ολοκλήρωση:   
 

0
2 2   .    n n

h

Z Z dz
−

= ∫                                                                                                                  (47) 

Η συµφωνία αριθµητικής και αναλυτικής λύσης παρουσιάζεται στο Σχήµα 7 για σταθρή 
ταχύτητα  1500 /c m s=  κι συχνότητα 30Hz , όπου τα σύµβολα απεικονίζουν την αριθµητική 
λύση ενώ οι συνεχείς γραµµές την αναλυτική λύση. Στη συνέχεια, εξετάζουµε ένα 
µεταβαλλόµενο κατακόρυφο προφίλ µε ταχύτητα παραβολικής µορφής: 
 

( ) ( )2

0 0 ,c z c b z z= + −                                                                                                            (48) 

 
όπου 0 1500 /c m s=  η ελάχιστη τιµή της φασικής ταχύτητας µετάδοσης και 0 25z m= −  η 

θέση του ελαχίστου. Επίσης έχει ληφθεί  10.1 /b m s−= . Το προφίλ εικονίζεται στο Σχήµα 9, 
όπου επίσης παρατηρούµε τις διαφοροποιήσεις των αριθµητικών λύσεων από την αναλυτική, 
που αναφέρεται για περιβάλλον σταθερής ταχύτητας 0 1500 /c m s=  για την ίδια συχνότητα 

30Hz .  Παρατηρούµε στο Σχήµα 10 ότι µεγαλύτερες τροποποιήσεις προκύπτουν στις πρώτες 
κατακόρυφες ιδιοδυναρτήσεις,  ενώ όσο ο δείκτης της ιδιοµορφής αυξάνεται οι 
ιδιοσυναρτήσεις τείνουν να συµπέσουν στις αντίστοιχες του οµογενούς προβλήµατος. 
 
Ακολούθως χρησιµοποιούνται τα ανωτέρω αποτελέσµατα για να αποδώσουµε το 
υπολογιζόµενο κυµατικό πεδίο από γραµµική πηγή σε συχνότητα 30Hz  στο οµογενές και 
ανοµοιογενές περιβάλλον παρουσιάζεται όπως εικονίζεται στα Σχήµατα 10 και 11 (µόνο για 
το πραγµατικό µέρος του πεδίου), αντίστοιχα.  
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Σχήµα 7. Κατακόρυφο προφίλ σταθερής ταχύτητας (στα αριστερά) και απεικόνιση των 4 
πρώτων ιδιοµορφών στο πρόβληµα σταθερής ταχύτητας για συχνότητα 30Hz και σύγκριση 
αριθµητικής λύσης (σύµβολα) µε την αναλυτική (γραµµές). 

 
 

 
Σχήµα 9. Κατακόρυφο προφίλ µεταβαλλόµενης ταχύτητας (αριστερά) και απεικόνιση των 4 
πρώτων ιδιοµορφών του προβλήµατος για συχνότητα 30Hz. Σύγκριση της αριθµητικής λύσης 
(σύµβολα) µε την αντίστοιχη για περιβάλλον σταθερής ταχύτητας διάδοσης 1500m/s 
(γραµµές). 
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Σχήµα 10. Οµογενές περιβάλλον διάδοσης. 

 
Σχήµα 11. Ανοµοιογενές περιβάλλον διάδοσης. 

 

2.8  Σκέδαση σε µη φραγµένο χωρίο 
 
2.8.1 Εισαγωγικά στοιχεία 

Κατά τη διάδοση ακουστικών κυµάτων στο θαλάσσιο περιβάλλον υπάρχει η πιθανότητα το 
κύµα να συναντήσει µεγάλα ή µικρότερα εµπόδια στην πορεία του, τα οποία θα διεγείρουν 
φαινόµενα σκέδασης. Σε αυτή την περίπτωση το συνολικό πεδίο γράφεται στη µορφή 
αθροίσµατος δύο διαφορετικών συνιστωσών, ένα που θα περιγράφει το πεδίοπου προέρχεται 
από την πηγή ή το παράλληλο κύµα  και ένα που θα αφορά το πεδίο σκέδασης, δηλαδή το 
δυναµικό που δηµιουργείται λόγω της αλληλεπίδρασης µε τον σκεδαστή. Το συνολικό πεδίο 
θα δίνεται από την παρακάτω σχέση: 
 

  ,      T Ip p p= +                                                                                                                       (1) 

όπου το Ip  θα συµβολίζει το πεδίο λόγω πηγής ή παράλληλου κύµατος και το p  θα 

συµβολίζει το πεδίο σκέδασης. 
 
 
2.8.2 Σκεδαστής πεπερασµένων διαστάσεων σε δισδιάστατο µη φραγµένο χώριο  

Σε ειδικές περιπτώσεις (οπως σε οµογενές µέσο) το πρόβληµα σκέδασης από έναν  
πεπερασµένο δισδιάστατο σκεδαστή διαθέτει αναλυτική λύση, η οποία εκφράζεται µέσω 
γνωστών συναρτήσεων. Η κατασκευή των λύσεων αυτών έχει ιδιαίτερη σηµασία για την 
έλεγχο της ακρίβειας και την αξιολόγηση αριθµητικών επιλυτών της εξίσωσης Helmholtz που 
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είναι σε θέση να διαχειριστούν επιφάνειες σκεδαστή – σύνορα γενικού σχήµατος. Μια τέτοια 
περίπτωση είναι ο κυκλικός σκεδαστής. Για τη κατασκευή της λύσης θα χρησιµοποιήσουµε 
πολικές συντεταγµένες.  Ξεκινάµε θεωρώντας την οµογενή εξίσωση Helmholtz για το πεδίο 
σκέδασης της ακουστικής πίεσης p  σε δισδιάστατο εξωτερικό µη φραγµένο χωρίο: 
 

2 2 0 ,                              p k p∇ + =                                                                                            (2) 

η  οποία γράφεται σε  πολικές συντεταγµένες ( ),r θ : 

 

2
2

1 1 ²
0 .              

² s

p p
r k p

r r r r θ
∂ ∂ ∂  + + = ∂ ∂ ∂ 

                                                                               (3) 

Εφαρµόζοντας για την επίλυση τη µέθοδο χωρισµού µεταβλητών: 
 

( ) ( ) ( ), .p R r Tρ θ θ=                                                                                                               (4) 

και αντικαθιστώντας την παραπάνω εξίσωση θα καταλήξουµε στη σχέση: 
 

2 2
2 2

2

1 1
 ,

r d dR d T
r k R n

R R dr dr T dθ
   + = − =    

                                                                               (5) 

όπου n  είναι η σταθερά χωρισµού µεταβλητών. Συνεχίζοντας σε ότι  αφορά την ( )T θ  : 

 

( )  ,inT Ce θθ = n =0,1,2…,                                                                                                       (6) 

επιλογή που εξασφαλίζει την περιοδικότητα της λύσης  µε  C  να είναι µια σταθερά. 
Αντίστοιχα λαµβάνουµε για την ( )R r : 

 

( )2 2 2 0 ,
d dR

r r k r n R
dr dr
  + − = 
 

                                                                                             (7) 

από όπου θέτοντας  z kr=ɶ   και  ( ) ( )R z R kr=ɶ ɶ , και καταλήγουµε στην εξίσωση Bessel n-

τάξεως: 
 

( )2 2 2
2

²
0 .            

d R dR
z z z n R

dz dz
+ + − =ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ

ɶ ɶ
ɶ                                                                                   (8) 

Εποµένως, η λύση της εξίσωσης (7) εφράζεται µέσω  των  συναρτήσεων Bessel nJ ,  nY ή των  

συναρτήσεων Hankel ( )1,2  n n nJ iYΗ = ± : 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2  ,       n n n nR z AJ z BY z AH z BH z= + = +ɶɶ ɶ                                                           (9) 

και η γενική αναπαράσταση πεδίου στο εξωτερικό του κυλινδρικού σκεδαστή δίνεται από   
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

0 1

, cos sin   .  n n n n
n n

p r A H kr n B H kr nθ θ θ
= =

= +∑ ∑                                                  (10) 

Όπως παρατηρούµε στην ανωτέρω σχέση απουσιάζει εντελώς η Hankel δεύτερου είδους, 
λόγω της απαίτησης της συνθήκης ακτινοβολίας (δηλαδή η λύση να αναπαριστά εξερχόµενα 
κύµατα) και της θεώρησης µας για την αρµονική εξάρτηση του πεδίου από τον χρόνο: 

( ) ( )( ), ; Re , i tp r t p r e ωθ θ −= . 

 
Πράγµατι, η ασυµπτωτική µορφή των συναρτήσεων  Hankel για µεγάλες τιµές του ορίσµατος 
θα είναι: 
 

( ) ( )1,2 22 i kr n

n
r

H kr e
kr

π
π

π

 ± − − 
 

→∞
→ ,                                                                                              (11) 

και λόγω της τυχαίας επιλογής µας για την περιγραφή του χρονικά αρµονικού προβλήµατος η 

µορφή της λύσης µε την συνάρτηση Hankel πρώτου είδους  ( ) ( )1 i t
nH kr e ω−  θα περιγράφει 

εξερχόµενα κύµατα που έχουν φυσικό νόηµα στο εξεταζόµενο πρόβληµα σκέδασης. 
Αντίστοιχα, η συνάρτηση Hankel δευτέρου είδους  περιγράφει κύµατα εισερχόµενα από το 
άπειρο προς τον σκεδαστή.  
 

 
Σχήµα 12.  Κύκλος ακτίνας R που περικλείει το σώµα (γενικού σχήµαος) και τα σκεδαζόµενο 

πεδίο. 

Με δεδοµένο το πεδίο ( ),p r θ , για κάθε κύκλο ακτίνας R πολύ µεγαλύτερης της διαµέτρου 

σώµατος, ώστε να το περικλείει στο εσωτερικό του όπως φαίνεται στο Σχήµα 12, οι 
συντελεστές nA  και nB  της ανωτέρω αναπαράστασης θα καθορίζονται από την ανάλυση του 

πεδίου σε σειρές Fourier, 
 

( ) ( ) ( )1
0 0 0

1
;  ,             

2
a A H kR p R d

π

π

θ θ
π

+

−

= = ∫                                                                         (12) 
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( ) ( ) ( ) ( )1
0

1
; cos  ,         n na A H kR p R n d

π

π

θ θ θ
π

+

−

= = ∫                                                                 (13) 

( ) ( ) ( ) ( )1
0

1
; sin  .      n nB H kR p R n d

π

π

β θ θ θ
π

+

−

= = ∫                                                                    (14) 

Για µεγάλες αποστάσεις από την πηγή (r→∞ ) ισχύει: 
 

( ) 1
, ,                              ikrp r e

r
θ→∞ ≈                                                                              (15) 

από όπου προκύπτει η συνθήκη ακτινοβολίας Sommerfeld στην ακόλουθη µορφή: 
 

3
2  .                                     

p
ikp O r

r

− ∂
− =  ∂  

                                                                          (16) 

Στη συνέχεια θα περιγράψουµε την αναλυτική λύση σε πρόβληµα δύο διαστάσεων για 
κυκλικό σκεδαστή. Σηµειώνεται ότι η ανωτέρω διαδικασία επεκτείνεται και σε άλλα 
γεωµετρικά συµµετρικά σώµατα, όπως η έλλειψη κλπ. Θα ακολουθήσει η παρουσίαση της 
αριθµητικής λύσης για σκεδαστές γενικότερης γεωµετρίας µε τη µέθοδο των συνοριακών 
στοιχείων (ΒΕΜ). Σκοπός µας είναι η σύγκριση των αποτελεσµάτων από τις δύο µεθόδους, 
ώστε να ελέγξουµε και την ισχύ της αριθµητικής λύσης για µετέπειτα χρήση σε περιπτώσεις 
που δεν διατίθεται αναλυτική λύση.  
 
 
 
2.8.3 Εύρεση αναλυτικής λύσης σε κυκλικό σκεδαστή 

Η διέγερση στα σύνορα του σκεδαστή µπορεί να προκληθεί από παράλληλο κύµα ή από 
σηµειακή πηγή, βλ. Σχήµα 13. Στην πρώτη περίπτωση και χωρίς βλάβη της γενικότητας 
λαµβάνουµε το διαδιδόµενο κύµα µε κατεύθυνση τον καρτεσιανό 1x -άξονα ως προς τον 

σκεδαστή, το οποίο περιγράφεται από την εξίσωση της µορφής: 
 

( )1exp  ,                                    Ip ikx=                                                                                   (17) 

στη δεύτερη περίπτωση, µε την ύπαρξη πηγής στη θέση ( )21 , 0sx x x= =  σε σύστηµα µε αρχή 

το κέντρο του κυκλικού σκεδαστή, το εισερχόµενο κύµα θα δίδεται από: 
 

( ) ( )1
0 1  .                          I sp H k x x= −                                                                                    (18) 
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Σχήµα 13. Σκέδαση από κυκλικό σκεδαστή. 

 
Στο συγκεκριµένο πρόβληµα θα πρέπει να ισχύουν η συνοριακή συνθήκη στην επιφάνεια του 
κυκλικού σκεδαστή ( r a= ),  της µορφής 
 

 ,     0T s I
T s I

p p p
p p p g

n n n
α β α β α β
∂ ∂ ∂ + = ⇒ + = − + = ∂ ∂ ∂ 

                                              (19) 

 
καθώς και η συνθήκη ακτινοβολίας στο άπειρο (συνθήκη Sommerfeld): 
 

0 .                                                  
p

ikp
r

∂
− =

∂
                                                                        (20) 

Στην συνοριακή συνθήκη στο σώµα τα δεδοµένα g  δίδονται από  µια συνεχή συνάρτηση που 
περιγράφει το πεδίο ή τη κάθετη παράγωγο του πάνω στο σύνορο. Η παραγώγιση ως προς το 
κάθετο διάνυσµα είναι ισοδύναµη µε παραγώγιση ως προς την ακτίνα r  που στην περίπτωση 
του κυκλικού σκεδαστή. Ετσι έχουµε τις συνθήκες τύπου 
 

• Dirichlet µε α=0 και β=1 , που αντιπροσωπεύει µαλακό σκεδαστή.  

• Neumann µε α=1 και β=0 , που αντιπροσωπεύει σκληρό σκεδαστή.  

καθώς και ενδιάµεσες περιπτώσεις που οδηγούν σε συνοριακές συνθήκες Robin οι οποίες 
προσοµοιάζουν σύνορο µε συγκεκριµένα ανακλαστικά χαρακτηριστικά. Στην γενική 
περίπτωση οι ανωτέρω συντελεστές είναι συναρτήσεις της συχνότητας και καθορίζονται 
κυρίως πειραµατικά µε βάση το υλικό του σκεδαστή, την αγωγιµότητα του συνόρου καθώς 
και τα χαρακτηριστικά της επιφάνειάς του (επιστρώσεις, τραχύτητα κλπ). 
 
Στη συνέχεια ακολουθούν δύο αποτελέσµατα που µας βοηθάνε στην παραγωγή της 
αναλυτικής λύσης µε διέγερση του πεδίου είτε από παράλληλο προσπίπτον κύµα είτε από 
κύµα εκπεµπόµενο από σηµειακή πηγή. 
 
Θεώρηµα 1: Ισχύει η ακόλουθη  ανάπτυξη παράλληλου επιπέδου κύµατος µε κατεύθυνση τον 
καρτεσιανό 1x -άξονα σε κυλινδρικά κύµατα είναι η παρακάτω: 
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( ) ( ) ( )
0

exp cos ,           m
m m

m

ikx i J kr mε θ
∞

=

=∑                                                                            (21) 

όπου mε  είναι το σύµβολο Neumann, µε τιµές 1 για m=0 και 2 για 1m ≥ .  Όπως 

παρατηρούµε στη ανωτέρω σχέση δεν εµφανίζονται ηµιτονικοί όροι, καθώς  το πεδίο όπως 
και ο κυκλικός σκεδαστής είναι συµµετρικά ως προς τον  1x -άξονα. 

 
Θεώρηµα 2 (Αθροισης συναρτήσεων, θ. Graf) :  Ισχύει η ακόλουθη σχέση  (βλ., π.χ., 
Abramowitz M., Stegun I.A., 1970) 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
0

0

1 cos  , για   .   
m

m m m s
m

H kw H ks J kr m r s xε θ
∞

=

= − < =∑                                 (22) 

Στην παραπάνω σχέση το r  συµβολίζει την απόσταση του σκεδαστή από το σηµείο που 
αναζητάµε το πεδίο και το s  τη θέση που βρίσκεται η πηγή ως προς τον σκεδαστή (βλ. 
Σχήµα 14). Λόγω συµµετρίας του κύκλου και του πεδίου διέγερσης, η γενική λύση του 
προβλήµατος σκέδασης θα δίνεται από την ακόλουθη µορφή: 
 

( ) ( ) ( ) ( )1

0

, cos  .               s m m
m

P r A m H krθ θ
∞

=

=∑                                                                        (23) 

 
Σχήµα 14. Το σύστηµα πηγής-σκεδαστή µε το σηµείο αναζήτησης της λύσης. 

 
 
(i) Πρόβληµα σκεδασης παράλληλου κύµατος από κυκλικό σκεδαστή 
Εξεταζουµε αρχικά µαλακό σκεδαστή  (α=0, β=1) και γνωρίζουµε πως στην επιφάνεια του 
κυκλικού σκεδαστή ακτίνας a   ισχύει 

( )0  ,T Ip p p r a= ⇒ = − =                                                                                                       (24) 

και εποµένως  για  r a=  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0 0

cos cosD m
m m m m

m m

A m H kr i J kr mθ ε θ
∞ ∞

= =
∑ =−∑ ,                                                         (25) 

από όπου λαµβάνουµε για τους συντελεστές της σειράς (10) 

( ) ( )
( ) ( )1

 .  
m

D m m
m

m

i J ka
A

ka

ε

Η
= −                                                                                                           (26) 

Εργαζόµενοι αντίστοιχα για το πρόβληµα Neumann (α=1, β=0) έχουµε  
 

( ) ( )
0

cos  ,  mI
m m

m

p
i J ka m

r
ε θ

∞

=

∂
′= −

∂ ∑      και   ( ) ( ) ( ) ( )1

0

Φ cos   N
m m

m

p
ka m

r
Α θ

∞

=

∂
= −

∂ ∑ ,                      (27)                                          

όπου   
 

( ) ( )m
m

dJ x
J x

dx
′ =   και  ( ) ( )

( ) ( )1
1

Φ m
m

dH x
x

dx
=  ,                                                                        (28) 

 
και λαµβάνουµε τελικά για τους συντελεστές της σειράς (10) 

( ) ( )
( ) ( )1

 .                       
Φ

N m m
m m

m

J ka
i

ka
Α ε

′
= −                                                                                   (29) 

 
(ii) Πρόβληµα σκεδασης πεδίου από σηµειακή πηγή από κυκλικό σκεδαστή 
 
Ανάλογα  εργαζόµαστε για την εύρεση των σχέσεων στην περίπτωση της διέγερσης από 
σηµειακή πηγή.  Στην περίπτωση του προβλήµατος Dirichlet (α=0, β=1) θα ισχύει: 
 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

1
1  .      

mD m m
m m

m

H ks J ka
A

H ka
ε= − −                                                                                  (30) 

Αντίστοιχα στην περίπτωση του προβλήµατος Neumann (α=0, β=1) η σχέση που δίνει τον 
συντελεστή προκύπτει: 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

1
1  .             

Φ

mN m m
m m

m

H ks J ka
A

ka
ε

′
= − −                                                                         (31) 

 
(iii) A γώγιµο σύνορο 
 
Στην περίπτωση κυλικού σκεδαστή µε αγώγιµο σύνορο γενικότερων χαρακτηριστικών η 

λύση προκύπτει µε γραµµικό συνδυασµό των προγούµενων λύσεων  ( )D
mA  και ( )N

mA   ως 

ακολούθως: 
 

( ) ( )  ,                       D N
m m mA A Aα β= +                                                                                        (32) 

όπου a , β  θα είναι γνωστοί συντελεστές ανάλογα µε τις ιδιότητες του εκάστοτε σκεδαστή. 
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2.9 Αριθµητική λύση µε τη µέθοδο συνοριακών στοιχείων (ΒΕΜ) 

Στην περίπτωση  του προβλήµατος σκέδασης από σώµα D  γενικότερου σχήµατος η λύση 
µπορεί να κατασκευαστεί αριθµητικά µε τη µέθοδο συνοριακών στοιχείων (Bountary 
Element Method). Γενικά διατίθενται διάφορες εκδοχές, όπως η µέθοδος που βασίζεται στο 
θεώρηµα  Green και η µέθοδος απλών δυναµικών (π.χ. κατανοµή πηγών). Ακολούθως θα 
παρουσιαστεί  αριθµητικό σχήµα στις δύ διαστάσεις σύµφωνα µε τη δεύτερη εκδοχή. 
 
Η συνάρτηση Green της εξίσωσης Helmholtz στις δύο διαστάσεις δίνεται από: 
 

( ) ( ) ( )1
0|  .

4

i
G H k= −x y x y                                                                                                     (1) 

και περιγράφει αkουστικό πεδίο από σηµειακή πηγή στη θέση y . Χρησιµοποιούµε 
ολοκληρωτική αναπαράσταση του πεδίου  σκέδασης, ως δυναµικό απλού στρώµατος, στην 
παρακάτω µορφή: 

( ) ( ) ( ) ( ) 2|  ,  για \ ,     
D

p G ds Dσ
∂

= ∫ Rx y x y y xε                                                                     (2) 

σε όλο το χώρο εκτός του σκεδαστή. Στην ανωτέρω σχέση ( )σ y  περιγράφει την ένταση των 

κατανεµηµένων πηγών πάνω στην επιφάνεια του σκεδαστή, ( )|G x y  είναι η συνάρτηση 

Green για χώρο δύο διαστάσεων και το διάνυσµα ∈∂y D   δηλώνει θέση στο σύνορο του 
σκεδαστή. Αντίστοιχα προς την ανωτέρω αναπαράσταση προκύπτει και η παράγωγος του 
ακουστικού πεδίου που δίνεται από την σχέση: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) 2|  ,  για \ ,        x

D

p G ds Dσ
∂

∇ = ∇ ∫ Rx y x y y xε                                                                (3) 

 
Ειδiκά σε σηµεία πάνω στο σύνορο η ανωτέρω σχέση διαµορφώνεται ως ακολούθως 
 

( )x p∇ x
( ) ( ) ( ) ( )

|

2 D

G
ds

n

σ
σ

∂

∂
− +

∂∫
x x y

y y ,  για D∈∂x .                                                       (4) 

 
Το πεδίο που δίδεται από την  Εξ. (2) θα είναι λύση του προβλήµατος Neumannεάν στο 
σύνορο του σκληρού σκεδαστή εφ’όσον ικανοποιείται η ακόλουθη ολοκληρωτική εξίσωση 
ως προς την άγνωστη ένταση ( )σ y : 

 

( )x p∇ x
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

|
 ,    για  ,

2
I

N

D

G P
ds g D

n n

σ
σ

∂

∂ ∂
− + = ≡ − ∂

∂ ∂∫
x x y

y y x xε                            (5) 

όπου Ng  θα είναι η συνεχής συνάρτηση στο σκεδαστή που περιγράφει τα συνοριακά 

δεδοµένα για το πρόβληµα Neumann.  
 
Αντίστοιχα για συνθήκη Dirichlet πάνω στο ακουστικά µαλακό σώµα η ιδια  αναπαράσταση 
Εξ. (2) οδηγεί στην παραάτω ολοκληρωτική εξίσωση: 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )|  ,    για  .     s D I

D

P G ds g P Dσ
∂

= = ≡ − ∂∫x y x y y x x xε                                       (6) 

Η συνάρτηση Green της εξίσωσης Helmholtz (και της εξίσωσης Laplace) παρουσιάζει 
λογαριθµική ιδιοµορφία όταν →x y  (Colton & Kress, 1983) 
 

( )(1)
0

2
ln

2

i k
H k

π
 − ≈ − 
 

x y x y ,                                                                                             (7) 

 
πράγµα που καθιστά τα ανωτέρω ολοκληρώµατα πάνω στο σύνορο ιδιόµορφα και ο 
υπολογισµός τους απαιτεί ειδικό χειρισµό. Η εφαρµοζόµενη µέθοδος αριθµητικής επίλυσης 
του προβλήµατος σκέδασης θα περιγραφεί κατωτέρω σε συνδυασµό µε τη χαµηλοτάξια 
µέθοδο συνοριακών στοιχείων. 
 
 
 
2.9.1  Χαµηλοτάξια Μέθοδος Συνοριακών Στοιχείων (Panel Method) 
 
Κατά την εφαρµογή της χαµηλοτάξιας εκδοχής των συνοριακών στοιχείων η επιφάνεια του 
σκεδαστή προσεγγίζεται από ευθύγραµµα τµήµατα-στοιχεία ( elements ή panels). Στην 
απλούστερη περίπτωση στις δύο διαστάσεις το σύνορο προσεγγίζεται από µια κλειστή 
πολυγωνική γραµµή, η οποία µε την αύξηση του αριθµού των στοιχείων προσεγγίζει το 
πραγµατικό σύνορο του σκεδαστή  
 

 , για     ,ND D N∂ → ∂ → ∞                                                                                                     (8) 

 
βλ. Σχήµα 15, όπου N   είναι το πλήθος των στοιχείων µερισµού του συνόρου-επιφάνεια του 
σκεδαστή D∂ .  Σε ότι αφορά την άγνωστη συνάρτηση που στην βασική εκδοχή είναι η 

ένταση πηγών ( ) ( )( )s sσ σ≡ y  πάνω στο σύνορο - επιφάνεια του σκεδαστή, αυτή 

προσεγγίζεται ως τµηµατικώς σταθερή σε κάθε ένα από τα στοιχεία (panels) του συνόρου, 
1,2,...i N=  στο Σχήµα 16, όπου θα λαµβάνει διαφορετική αλλά σταθερή τιµή  

, 1,2,...i i Nσ = .  Η ανωτέρω τµηµατικώς σταθερή κατανοµή προσεγγίζει την πραγµατική 

ένταση πηγών στην επιφάνεια του σκεδαστή,  
 

( ) 0 .sσ σΝ
Ν→∞

− →                                                                                                                    (9) 

 
Η ακολουθούµενη προσέγγιση (η ένταση πηγών σ  διατηρείται σταθερή σε κάθε στοιχείο) 

υποβοηθεί σηµαντικά τον υπολογισµό των ολοκληρωµάτων που δίδονται από τις  Εξ.(2,3,4)  

στην επιφάνεια του σκεδαστή που παρέχει το πεδίο σκέδασης και τις παραγώγους αυτού.  

( ) ( ) ( ) ( )|  .
B

s

A

P G dsσ= ∫x y x y y                                                                                              (10) 
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Σχήµα 15. ∆ιακριτοποίηση συνόρου σκεδαστής πεπερασµένων διαστάσεων µε ευθύγραµµα 

στοιχεία 

 
Σχήµα 16. Προσέγγιση της λύσης από τµηµατικώς σταθερή κατανοµή   

 
 

 
Σχήµα 17.  Επαγόµενο δυναµικό από ευθύγραµµο συνοριακό στοιχείο ΑΒ 

Η επίλυση του διακριτοποιηµένου προρβλήµατος  ανάγεται τελικά  στον υπολογισµό των 
επαγόµενου πεδίου και των παραγώγων αυτού από κάθε ευθύγραµµο στοιχείο µε σταθερή 
κατανοµή πηγών iσ , 1,2,...i N= , σε κάθε σηµείο του χώρου,  όπως εικονίζεται το Σχήµα 17. 

Για ένα στοιχείο ΑΒ, µε άκρα τα Α και Β, θα ισχύει πως το δυναµικό σκέδασης που παράγει 
σε κάποιο σηµείο του χώρου θα δίνεται από την ακόλουθη σχέση  
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Γνωρίζοντας πως η συνάρτηση Green στις δύο διαστάσεις  δίνεται από τη Εξ.(1), και 
λαµβάνοντας υπόψη ότι η ένταση πηγών είναι σταθερή εντός κάθε στοιχείου, οδηγούµαστε 
στην ακόλουθη σχέση που θα µας δίνει το δυναµικό σκέδασης στο σηµείο x  από το 
στοιχείοΑΒ : 
 

( ) ( ) ( ) ( )1
0          ,        

4

B

s AB AB AB

A

i
P H k ds Uσ σ= − =∫x x y y                                                     (11α) 

όπου 
 

( ) ( ) ( ) ( )2 21 2
0 1 1 2 2  ,    για  \    ,  

4

B

AB

A

i
U H k x y x y ds D ή x D = − + − ∂ 

 ∫ Rx xε ε                      (11β) 

το επαγόµενο δυναµικό στοιχείου µοναδιαίας έντασης. 
 
Συνεχίζοντας, µε παραγώγιση της ανωτέρω εξίσωσης καταλήγουµε στην ακόλουθη σχέση για 
την κάθετη παράγωγο πάνω στο σύνορο 
 

( ) ( )   ,                                         s
AB AB

P
F

n
σ

∂
=

∂

x
x                                                                   (12) 

όπου 

( ) ( ) ( ) ( )2 21
1 1 1 2 2    ,  ,      

4

B

AB

A

ik
F H k x y x y Q ds Dγια = − − + − ∂ 

 ∫x xε                                    (13) 

η επαγόµενη κάθετη ταχύτητα από το στοιχείο ΑΒ µοναδιαίας έντασης στο σηµείο x  πάνω 
στο σύνορο, και 

 
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 2
1 22 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

         
x y x y

Q n n
x y x y x y x y

 
− − = +

 − + − − + − 

 .                                 (14) 

Tα ανωτέρω ολοκληρώµατα είναι ιδιόµορφα όταν το x  ανήκει πάνω στο ευθύγραµµο 
στοιχείο ΑΒ. Σύµφωνα µε τη εφαρµοζόµενη µέθοδο συνοριακών στοιχείων και την τεχνική 
της ταξιθεσίας (BEM-collocation) αυτό θα συµβεί στη περίπτωση των αυτεπαγωµενων 
συνεισφορών από το κάθε στοιχείο στον κέντρο του, όταν δηλαδή το στοιχείο ελέγχου θα 
συµπίπτει µε το κέντρο του εκάστοτε θεωρούµενου στοιχείου. Όµως στην συγκεκριµένη 
περίπτωση το ιδιόµορφο ολοκλήρωµα (11) παρουσιάζει ασθενή ολοκληρώσιµη ιδιοµορφία 
(λογαριθµικό απειρισµό) και υπολογίζεται εύκολα µε απλό µετασχηµατισµό. Αντιθέτως το 
ολοκλήρωµα της σχέσης (13) είναι ισχυρά ιδιόµορφο καθότι η συνάρτηση: 

( )(1)
1

2 1
H k

kπ
− ≈ −

−
x y

x y
,                                                                                                (15) 

όταν →x y  παρουσιάζει ισχυρή ιδιοµορφία, και το ιδιόµορφο ολοκλήρωµα (13) υπάρχει 
κατά την έννοια της κύριας κατά Cauchy τιµής. Όµως αυτό θα συµβεί όταν υπολογίζεται η 
επαγόµενη κάθετη ταχύτητα (13,14) από το κάθε ευθύγραµµο στοιχείο ΑΒ στο κέντρο του, 
δηλαδή όταν το σηµείο στο Σχήµα 17 λαµβάνεται στο µέσο Μ του ίδιου του στοιχείου ΑΒ. 
Όµως, από την ειδική µορφή του ολοκληρώµατος (13) παρατηρούµε πως οι συνεισφορές από 
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τις κατανεµηµένες πηγές σταθερής έντασης εκατέρωθεν του κέντρου του στοιχείου  
απειρίζονται για →x y  (στο µέσον του στοιχείου) αλλά είναι συµµετρικά αντίθετες. Οπότε 
λόγω συµµετρίας προκύπτει ότι το ιδιόµορφο ολοκλήρωµα (13) ως συνολική συνεισφορά 
στην κάθετη ταχύτητα στο κέντρο του στοιχείου από τη κατανεµηµένη πηγή σταθερής 
έντασης στο κέντρο του ίδιου στοιχείου θα µηδενίζεται. Σε κάθε άλλη περίπτωση, όταν 
≠x y  τα ανωτέρω ολοκληρώµατα δεν παρουσιάζουν ιδιοµορφία και µπορούν να 

υπολογιστούν µε κλασσικές µεθόδους. Στην παρούσα εργασία έχουµε θεωρήσει σκεδαστές-
σύνορα σωµάτων πεπερασµένου πάχους (µη λεπτόγραµµα σχήµατα) και σχετικά µικρούς 
κυµαταριθµούς, και έχει χρησιµοποιηθεί κανόνας Simpson µε δεδοµένο (ικανοποιητικά 
µεγάλο) αριθµό σηµείων για το αριθµητικό υπολογισµό των ολοκληρωµάτων. Στην πράξη 
αρκεί αριθµός 20-30 σηµείων ανά χαρακτηριστικό µήκος κύµατος (το οποίο φυσικά 
εξαρτάται από την συχνότητα του προβλήµατος). 
 
Πρόβληµα Dirichlet 
Με βάση τα ανωτέρω το πεδίο στο σύνορο στα κέντρα των στοιχείων θα δίνεται την 
υπέρθεση: 

( ) ( ) ( )
1

   1,2  ,    
N

i j j
j

D
ig i NU γιασ

=

= = …∑x x                                                                            (16) 

Στην περίπτωση όπου είναι δεδοµένο το πεδίο πάνω στο σύνορο, όπως συµβαίνει στο 

πρόβληµα σκέδασης από έναν µαλακό ακουστικό σκεδαστή 

( ) ( ) ( )D
Ii ig P= −x x ,     , 1,2,... ,i ND i N∈∂ =x                                                                      (17) 

οι ανωτέρω εξισώσεις ορίζουν ένα γραµµικό αλγεβρικό σύστηµα N  εξισώσεων µε N  
αγνώστους, τις εντάσεις των πηγών , 1,2,...i i Nσ = , στα στοιχεία του συνόρου. 

 
Πρόβληµα Neumann 
 
Αντίστοιχα, η κάθετη παράγωγος του πεδίου στο σύνορο από όλη την κατανοµή πηγών 
σταθερής έντασης  σε κάθε στοιχείο , 1,2,...i i Nσ = , υπολογιζόµενη στα κέντρα 

, 1,2,...i i N=x  των  στοιχείων θα δίνεται από την ακόλουθη σχέση: 

 

( ) ( )
1

N

i j j i
j

Fg σ
=

Ν =∑x x ,    , 1,2,...i ND i N∈∂ =x ,                                                                  (18) 

 
και µε δεδοµένη τη τιµή της κάθετης παραγώγου του πεδίου πάνω στο σύνορο, όπως 
συµβαίνει στο πρόβληµα σκέδασης από έναν σκληρό ακουστικό σκεδαστή  
 

( ) ( ) ( ) /i i
N

I Ig P Pn= −∂ ∂ = − ∇x x n ,     , 1,2,... ,i ND i N∈∂ =x                                                (19) 

 
ορίζεται ένα γραµµικό αλγεβρικό σύστηµα N  εξισώσεων µε N  αγνώστους, και πάλι τις 
εντάσεις των πηγών , 1,2,...i i Nσ = , στα στοιχεία του συνόρου. 

 
Σε κάθε περίπτωση, µετά τον υπολογισµό των αγνώστων εντάσεων των στοιχείων,  το 
δυναµικό σε κάθε σηµείο του χώρου, και πάνω στο σύνορο του σκεδαστή, υπολογίζεται µε τη 
σχέση 
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( ) ( )
1

N

s j j
j

P Uσ
=

=∑x x ,     2 \ D∈Rx .                                                                                      (20) 

 
Τέλος, στην περίπτωση µικτής συνοριακής συνθήκης (impedance boundary consition) η λύση 
µπορεί να κατασκευαστεί µε γραµµικό συνδυασµό των λύσεων των ανωτέρω προβληµάτων. 
 
Ως παράδειγµα εφαρµογής της µεθόδου παρουσιάζουµε στη συνέχεια σκέδαση πεδίου πηγής 
από µαλακό κυκλικό σκεδαστή ακτίνας 10m , Σχήµα 18, σε περιβάλλον µε σταθερή ταχύτητα 
διάδοσης ήχου 1500 /m s  και συχνότητα 100Hz  (Πρόβληµα Dirichlet - προσπίπτον κύµα από 
σηµειακή πηγή), και σκέδαση παραλλήλου επιπέδου κύµατος από σκληρό κυκλικό σκεδαστή 
ίδιας ακτίνας στο ίδιο περιβάλλον (πρόβληµα Neumann - προσπίπτον παράλληλο κύµα). Και 
στις δύο περιπτώσεις διατίθεται αναλυτική λύση η οποία περιγράφηκε σε προηγούµενα µέρη 
και µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τον έλεγχο της αριθµητικής λύσης. Τα αποτελέσµατα 
παρουσιάζονται στα Σχήµατα 19 και 20, αντίστοιχα.  Και στις δύο περιπτώσεις παρατηρούµε 
την πολύ καλή ακρίβεια της µεθόδου µε διακριτοποίηση του συνόρου χρησιµοποιώντας 30 
συνοριακά στοιχεία. 

 
Σχήµα 18.  ∆ιακριτοποίηση κυκλικού σκεδαστή σε ευθύγραµµα στοιχεία και κατανοµή 

κάθετων διανυσµάτων στα κέντρα τους. 

 
Ακολούθως το προσπίπτον, το σκεδαζόµενο και το συνολικό πεδίο όπως υπολογίζεται µε την 
µέθοδο συνοριακών στοιχείων παρουσιάζεται στις δύο περιπτώσεις στα Σχήµατα 21 έως 24, 
αντίστοιχα, τόσο για το πραγµατικό όσο και για το φανταστικό µέρος των θεωρούµενων 
πεδίων. 

Αντίστοιχο παράδειγµα για σώµατα γενικής µορφής παρουσιάζεται στο Σχήµα 25 για την 
περίπτωση επιπέδου παραλλήλου κύµατος που προσπίπτει υπό γωνία στο σώµα (εικονίζεται 
µόνο το πραγµατικό µέρος των υπολογιζόµενων πεδίων).  Το παράδειγµα αυτό προσοµοιάζει 
και την σκέδαση υδάτινων κυµατισµών σε λωρίδα νερού σταθερού βάθους από κατασκευή µε 
κατακόρυφα τοιχώµατα η οποία εκτείνεται από τον πυθµένα έως την ελεύθερη επιφάνεια. 
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Σχήµα 19. Σύγκριση αναλυτικής λύσης (συνεχής γραµµή) µε αριθµητική  λύση (διακεκοµένη 
γραµµή µε σύµβολα) για το πρόβληµα Dirichlet. Σκέδαση κύµατος από σηµειακή πηγή σε 
απόσταση 50 m από µαλακό κυκλικό  σκεδαστή  ακτίνας 10m (πρόβληµα Dirichlet). 
Συχνότητα f=100Hz. 
 

 
Σχήµα 20. Σύγκριση αναλυτικής (συνεχής γραµµή) µε αριθµητική λύση (διακεκοµένη 
γραµµή µε σύµβολα) για το πρόβληµα Neumann  στην περίπτωση σκληρού κυκλικού 
σκεδαστή ακτίνας 10m (πρόβληµα Neumann) και παράλληλο προπίπτον κύµα. Συχνότητα 
f=100Hz. 
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Σχήµα 21. Προσπίπτον πεδίο (κύµα από σηµειακή πηγή σε απόσταση 50m από το κέντρο του 
σκεδαστή), σκεδαζόµενο πεδίο από µαλακό κυκλικό σκεδαστή, και συνολικό πεδίο. 
Συχνότητα f=100Hz. Πραγµατικό µέρος.  
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Σχήµα 22. Προσπίπτον πεδίο (κύµα από σηµειακή πηγή σε απόσταση 50m από το κέντρο του 
σκεδαστή), σκεδαζόµενο πεδίο από µαλακό κυκλικό σκεδαστή, και συνολικό πεδίο. 
Συχνότητα f=100Hz. Φανταστικό µέρος.  
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Σχήµα 23.  Προσπίπτον πεδίο (παράλληλο κύµα), σκεδαζόµενο πεδίο από µαλακό κυκλικό 
σκεδαστή, και συνολικό πεδίο. Συχνότητα f=100Hz. Πραγµατικό µέρος.  
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Σχήµα 24.  Προσπίπτον πεδίο (παράλληλο κύµα), σκεδαζόµενο πεδίο από µαλακό κυκλικό 
σκεδαστή, και συνολικό πεδίο. Συχνότητα f=100Hz. Φανταστικό µέρος.  
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(α) προσπίπτον παράλληλο κύµα  (β) σκεδαζόµενο πεδίο 

 

 
(γ) συνολικό πεδίο 

 
Σχήµα 25. Προσπίπτον πεδίο (παράλληλο κύµα), σκεδαζόµενο πεδίο από σκεδαστή γενικού 
σχήµατος, και συνολικό πεδίο, όπως υπολογίζεται από τη µέθοδο ΒΕΜ.  

 
 
Τέλος, άλλο ένα ενδιαφέρον παράδειγµα εικονίζεται στα Σχήµατα 26 και 27 για την σκέδαση 
ακουστικού πεδίου από σηµειακή πηγή τοποθετηµένη στη θέση του κέντρου του δίσκου της 
έλικας ενός υποβρυχίου, στην περίπτωση του προβλήµατος Neumann (Σχ.26) και Dirichlet 
(Σχ.27). Παρατηρούµε ότι η κατανοµή του συνολικού ακουστικού πεδίου αποκτά έντονη 
ανοµοιογένεια λόγω της παρουσίας του σώµατος. 
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Σχήµα 26. Σκεδαση πεδίου πηγής (π.χ. στη θέση του κέντρου της έλικας ενός AUV) από 
σκληρό ακουστικά  σώµα ελλειπτικής µορφής . 

 

Σχήµα 27. Σκεδαση πεδίου πηγής (π.χ. στη θέση του κέντρου της έλικας ενός AUV) από 
µαλακό ακουστικά  σώµα ελλειπτικής µορφής . 
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3.1 Η Αρχή της υπέρθεσης (ή της επαλληλίας) 
 
3.1.1 Γενική διατύπωση 
 
Η αρχή της υπέρθεσης (αναλυτικότερα, αρχή της  γραµµικής υπέρθεσης) είναι µια 
εξαιρετικά σηµαντική αρχή για τη µελέτη των κυµάτων(1), η οποία έχει το προνόµιο να 
δίδει πληροφορίες για το εξεταζόµενο φαινόµενο ακόµη και... όταν δεν ισχύει(!). 
 
Η αρχή της γραµµικής υπέρθεσης "γεννήθηκε" από την παρατήρηση ότι τα κύµατα 
µπορούν να περάσουν το ένα µέσα από το άλλο χωρίς να καταστραφούν ή να 
αλλοιωθούν, µε την έννοια ότι µετά από αυτή τη διάβαση, εµφανίζονται και πάλι, και 
το καθένα συνεχίζει να διαδίδεται ως εάν δεν είχε υπάρξει το άλλο. Το φαινόµενο 
αυτό παρατηρήθηκε κατ' αρχήν από τον Leonardo da Vinci (1452-1519), στα υδάτινα 
κύµατα

(2). Η αρχή της υπέρθεσης είναι γενικότερη από την ανωτέρω διαπίστωση(3), 
και µπορεί να διατυπωθεί ως εξής: 
 

∆ύο ή περισσότερες (οµοειδείς) κυµατικές διαταραχές µπορούν να διαδοθούν 
στον ίδιο χώρο ανεξάρτητα η µια από την άλλη. 

 
Το ακριβές (µαθηµατικό) νόηµα αυτής της διατύπωσης είναι ότι, εάν οι κυµατικές 
διαταραχές 
 
 ( )1y ,tx ,     ( )2y ,tx , ...,   ( )Ny ,tx  

 
διαδίδονται στην ίδια περιοχή D  του χώρου, κατά το ίδιο χρονικό διάστηµα I , τότε η 
συνολική διαταραχή ( )y ,tx  που αναπτύσσεται (µετράται) στην περιοχή D , κατά το 

χρονικό διάστηµα I , δίδεται από τη σχέση 
 
 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 Ny ,t y ,t y ,t ... y ,t= + + +x x x x .                         (1) 

 
Η σχέση αυτή ισχύει τόσο για βαθµωτά όσο και για διανυσµατικά µεγέθη (όταν 
βέβαια ισχύει η αρχή της υπέρθεσης). 
 
Η αρχή της υπέρθεσης είναι ουσιαστικά ισοδύναµη µε τη γραµµικότητα του 
αντιστοίχου κυµατικού φαινοµένου. Υπό αυτή την έννοια µπορεί να διατυπωθεί και 
στην ακόλουθη µορφή, ως συνθήκη γραµµικότητας του φυσικού συστήµατος: 
 

Εάν κάθε µια από τις διεγέρσεις nf , 1 2n , ,...,N= , δηµιουργεί (όταν 

δρα µόνο αυτή) την κυµατική διαταραχή ( )ny ,tx , D∈x , t I∈ , τότε 

η διέγερση 

                                                 
(1) Αλλά και κάθε είδους στατικών και δυναµικών φαινοµένων. 
(2) Η πειραµατική επαλήθευση του φαινοµένου στην περίπτωση των υδατίνων κυµάτων είναι πολύ 
εύκολη. ∆εν χρειάζεται παρά να ρίξετε δύο πέτρες (σε κάποια λογική απόσταση µεταξύ τους) σε ήρεµη 
θάλασσα, και να παρατηρήσετε τη διάδοση και την αλληλεπίδραση των αποκλινόντων κυλινδρικών 
κυµάτων που δηµιουργού-νται. 
(3) Η οποία, σηµειωτέον, ισχύει και σε ορισµένες περιπτώσεις µη-γραµµικών κυµάτων, όπου δεν ισχύει 
η αρχή της υπέρθεσης µε τη γενική διατύπωση η οποία δίδεται στη συνέχεια. 
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1 1 2 2 N Nf f f ... fα α α= + + + ,   n IRα ∈  ή C ,              (2α) 

 
η οποία προκύπτει από ταυτόχρονη δράση των επί µέρους διεγέρσεων 
(επί τους αντιστοίχους πολλαπλασιαστικούς παράγοντες) δηµιουργεί 
την κυµατική διαταραχή 
 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 N Ny ,t y ,t y ,t ... y ,tα α α= + + +x x x x .             (2β) 

 
Πρέπει να τονισθεί ότι η αρχή της υπέρθεσης δεν ισχύει για όλα τα κυµατικά 
φαινόµενα. (Ισοδυνάµως: δεν είναι όλα τα κυµατικά φαινόµενα γραµµικά). Η µη-
ισχύς της αρχής της υπέρθεσης µας δίδει λοιπόν την (πολύ σηµαντική) πληροφορία 
ότι το αντίστοιχο φαινόµενο είναι µη-γραµµικό. Γι' αυτό το λόγο αναφέραµε στην 
αρχή ότι η αρχή αυτή "... δίδει πληροφορίες για το εξεταζόµενο φαινόµενο ακόµη 
και... όταν δεν ισχύει". 
 
3.1.2 Εύρος ισχύος της αρχής της υπέρθεσης 
 
Κατά κανόνα, κάθε φαινόµενο µπορεί να θεωρηθεί (κατά προσέγγιση) γραµµικό, εφ' 
όσον η αντίστοιχη διαταραχή παραµένει επαρκώς µικρή. Επί παραδείγµατι, τα 
υδάτινα κύµατα µπορούν να θεωρηθούν γραµµικά, εφ' όσον η κλίση θ  της ελεύθερης 
επιφάνειας του νερού παραµένει µικρή ( ( ) 1radθ << ). Επίσης, τα ακουστικά και τα 

ελαστικά κύµατα µπορούν να θεωρηθούν γραµµικά, εφ' όσον οι αντίστοιχες 
διαταραχές είναι αρκετά µικρού εύρους (ώστε να αποφεύγεται η γεωµετρική µη-
γραµµικότητα) και, ταυτόχρονα, ισχύει ο νόµος αναλογίας τάσεων παραµορφώσεων 
(νόµος Hooke)(4). 
 
Ορισµένα κυµατικά φαινόµενα θεωρούνται εγγενώς γραµµικά. Αυτό σηµαίνει ότι οι 
φυσικοί νόµοι (άρα και οι µαθηµατικές εξισώσεις) που διέπουν τα φαινόµενα αυτά 
είναι γραµµικοί στην πλήρη διατύπωσή τους, και δεν προκύπτουν µε γραµµικοποίηση 
άλλων, γενικότερων, νόµων. Τέτοια είναι τα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα στο κενό (όχι 
όµως σε διηλεκτρικά µέσα!), καθώς και τα κύµατα πιθανότητας στην 
κβαντοµηχανική. 
 
Τα υδάτινα, τα ακουστικά, τα ελαστικά και τα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα (τα 
τελευταία όταν διαδίδονται σε διηλεκτρικά µέσα), εµφανίζουν απόκλιση από την 
αρχή της υπέρθεσης, εφ' όσον το εύρος της διαταραχής είναι σχετικά µεγάλο. Η 
επίδραση της µη-γραµµικότητας µπορεί να είναι είτε ασθενής (οπότε η 
προκύπτουσα κυµατική διαταραχή αφίσταται ελαφρά από την αναµενόµενη µέσω της 
αρχής της υπέρθεσης), είτε ισχυρά (οπότε εµφανίζονται τελείως καινούργοι 
χαρακτήρες, οι οποίοι ουδεµία σχέση έχουν µε ότι αναµένεται βάσει της αρχής της 
υπέρθεσης). Παραδείγµατα ισχυρώς µη-γραµµικών φαινοµένων, ποιοτικά 
διαφορετικών απ' ότι αναµένεται βάσει της αρχής της υπέρθεσης, είναι: η θραύση των 
υδατίνων κυµάτων, η ηλεκτρική εκκένωση στην περίπτωση των ηλεκτροµαγνητικών 
κυµάτων, και η κατάρευση (θραύση) των στερεών σωµάτων δια της οποίας 
διαδίδονται ελαστικά κύµατα µεγάλου εύρους. 
 
 

                                                 
(4) Ο οποίος, κατά κανόνα, ισχύει στην περίπτωση των µικρών παραµορφώσεων. 
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3.1.3 Μαθηµατικές συνέπειες της αρχής της υπέρθεσης 
 
Για να συζητήσουµε τις µαθηµατικές συνέπειες της αρχής της υπέρθεσης είναι 
σκόπιµο να δώσουµε µια γενική αναπαράσταση των κυµατικών εξισώσεων που είναι 
συµβατές µε αυτήν (δηλαδή, των γραµµικών κυµατικών εξισώσεων). Χωρίς να 
επιδιώξουµε "απόλυτη" γενικότητα, µπορούµε να θεωρήσουµε ότι µια αρκετά γενική 
µορφή γραµµικής κυµατικής εξίσωσης είναι η ακόλουθη(5) 
 

 ( ) ( )
1 2 3

P , , , y ,t f ,t
t x x x

 ∂ ∂ ∂ ∂
= 

∂ ∂ ∂ ∂ 
x x

i i i i
,                 (1) 

 
όπου ( )0 1 2 3P z ,z ,z ,z  είναι πολυώνυµο ως προς 0 1 2 3z ,z ,z ,z, µε συντελεστές γνωστές 

συναρτήσεις των x  και t , οι οποίες δεν εξαρτώνται κατά κανένα τρόπο (άµεσο ή 
έµµεσο) από το άγνωστο πεδίο ( )y y ,t= x (6). Οι δυνάµεις των ορισµάτων του 

πολυωνύµου P  ερµηνεύονται ως παράγωγοι αντιστοίχου τάξεως. Επί παραδείγµατι, 
εάν το αντιπροσωπευτι-κό πολυώνυµο είναι της µορφής 
 
 ( ) 2 2 2 2 2 2 2

0 1 2 3 0 1 1 2 2 3 3P z ,z ,z ,z z a z a z a z= − − − ,  

 
τότε το αριστερά µέλος της (1) παίρνει τη µορφή 
 

 ( )
2 2 2 2

2 2
1 2 32 2 2 2

1 2 3

a a a y ,t
t x x x

 ∂ ∂ ∂ ∂
− − − 

∂ ∂ ∂ ∂ 
x

i i i i 2 2 2 2
2 2 2
1 2 32 2 2

1 2 3

y y y y
a a a

t x x x

∂ ∂ ∂ ∂
= − − −
∂ ∂ ∂ ∂

, 

 
και άρα η εξίσωση (1) γράφεται ως 
 

( )
2 2 2 2

2 2 2
1 2 32 2 2

1 2 3

y y y y
a a a f ,t

t x x x

∂ ∂ ∂ ∂
− − − =

∂ ∂ ∂ ∂
x , 

 
η οποία αποτελεί µια γενίκευση της εξίσωσης D' Alembert (και ταυτίζεται µε την 
τελευταία όταν 1 2 3a a a= = = σταθ.). 

 
Οι ποσότητες ia , 1 2 3i , ,= , µπορεί να είναι σταθερές ή συναρτήσεις των ,tx , πρέπει 

όµως να είναι ανεξάρτητες του άγνωστου κυµατικού πεδίου ( )y ,tx .  

 
Μια εξαιρετικά σηµαντική ιδιότητα της εξίσωσης (1) είναι η ακόλουθη. 
 
Πρόταση 1: Εάν η διέγερση ( )f ,tx  της εξίσωσης (1) είναι χρονικά αρµονική µε 

κυκλική συχνότητα ω , δηλαδή εάν 

                                                 
(5) Η µορφή αυτή δεν καλύπτει µη-τοπικές επιδράσεις, οι οποίες µοντελοποιούνται µε τη µορφή 
ολοκληρωτικών όρων και οδηγούν σε ολοκληροδιαφορικές εξισώσεις. Παρ' όλα αυτά, τα 
συµπεράσµατα του παρόντος υποεδα-φίου ισχύουν και σε αυτές τις περιπτώσεις. 
(6) Η εξίσωση (1) θεωρείται, χάριν απλότητος, βαθµωτή. Εν τούτοις, όλες οι συνέπειες οι οποίες 
αναπτύσσονται στη συνέχεια αυτού του υποεδαφίου ισχύουν εξ ίσου και στην περίπτωση 
διανυσµατικών κυµατικών εξισώσεων, δηλαδή συστηµάτων εξισώσεων της µορφής (1). 
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 ( ) ( ) { }{ }o

f ,t Re f exp j tω= ⋅ −x x ,                             (2) 

 

όπου 1j = −  είναι η µιγαδική µονάδα, τότε και η απόκριση ( )y ,tx  είναι χρονικά 

αρµονική µε την ίδια κυκλική συχνότητα ω .     ❚ 
 
Η ανωτέρω πρόταση αποδεικνύεται ως εξής. Αναζητούµε λύση της εξίσωσης (1) της 
µορφής 
 

 ( ) ( ) { }{ }o

y ,t Re y exp j tω= ⋅ −x x .                  (3) 

 
Εισάγοντας την τελευταία στην (1), έχουµε 
 

 ( ) { }{ } ( ) { }{ }
1 2 3

o o

P , , , Re y exp j t Re f exp j t
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ω ω
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⇔   ( ) ( ) { } ( ) { }{ }
1 2 3

o o

Re P j , , , y exp j t Re f exp j t
x x x

ω ω ω
  ∂ ∂ ∂ 
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∂ ∂ ∂   

x x
i i i
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Αγνοώντας τα { }Re , παίρνουµε 

 

 ( ) ( ) { } ( ) { }
1 2 3

o o

P j , , , y exp j t f exp j t
x x x

ω ω ω
 ∂ ∂ ∂
− ⋅ ⋅ − = ⋅ − 

∂ ∂ ∂ 
x x

i i i
, 

 
εκ της οποίας, απαλείφοντας τον εκθετικό όρο (ο οποίος είναι πάντοτε διάφορος του 
µηδενός), καταλήγουµε στην ακόλουθη (ανεξάρτητη του χρόνου) εξίσωση 
 

 ( ) ( ) ( )
1 2 3

o o

P j , , , y f
x x x

ω
 ∂ ∂ ∂
− ⋅ = 

∂ ∂ ∂ 
x x

i i i
.                 (4) 

 
Η τελευταία είναι µια (µερική) γραµµική διαφορική εξίσωση ως προς τις χωρικές 

µεταβλητές, η λύση της οποίας προσδιορίζει το άγνωστο πεδίο ( )
o

y x . Τότε, η σχέση 

(3) ορίζει µια λύση της (1) η οποία ικανοποιεί τις επιθυµητές απαιτήσεις, είναι 
δηλαδή χρονικά αρµονική µε κυκλική συχνότητα ω . Κατά κανόνα η εξίσωση (4) 
δέχεται µοναδική λύση, οπότε η (3) ορίζει τότε την λύση του προβλήµατος (1), στην 
περίπτωση χρονικά αρµονικής διέγερσης της µορφής (2). Ας σηµειωθεί ότι η 
απόδειξη θεωρηµάτων ύπαρξης και µοναδικότητας της λύσης της εξίσωσης (4) 
είναι συχνά µια δύσκολη υπόθεση, η οποία απαιτεί ειδική µελέτη κατά περίπτωση. 
 
Άµεση συνέπεια της αρχής της υπέρθεσης και της Πρότασης 1 είναι η ακόλουθη 
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Πρόταση 2: Εάν η διέγερση ( )f ,tx  της εξίσωσης (1) είναι περιοδική συνάρτηση 

του χρόνου µε περίοδο T , τότε και το παραγόµενο κυµατικό πεδίο (απόκριση) 

( )y ,tx  θα είναι περιοδική συνάρτηση του χρόνου µε την ίδια περίοδο T .     ❚ 

 
Η απόδειξη βασίζεται στην ανάλυση της διέγερσης σε σειρά Fourier (ως προς το 
χρόνο), την εφαρµογή της Προτάσεως 1 για κάθε όρο της σειράς Fourier της 
διέγερσης, και την εφαρµογή της αρχής της υπέρθεσης για την κατασκευή της τελικής 
λύσης. 
 
Γενικώς, η ισχύς της αρχής της υπέρθεσης επιτρέπει την ανάλυση ενός περίπλοκου 
κυµατικού φαινοµένου σε απλά στοιχειώδη κύµατα (π.χ., µε τη βοήθεια σειρών ή 
ολοκληρωµάτων Fourier), τη µελέτη των επί µέρους απλούστερων προβληµάτων και, 
τέλος, τη σύνθεση της λύσης του αρχικού προβλήµατος µε γραµµική υπέρθεση. Η 
τεχνική αυτή χρησιµοποιείται ευρύτατα στη µελέτη των γραµµικών κυµατικών 
φαινοµένων. 
 
 
3.2     Η Αρχή των Huygens-Fresnel  
 
 
3.2.1  Ιστορική διατύπωση 
 
Η αρχή του Huygens διατυπώθηκε από τον Ολλανδό φυσικό, αστρονόµο και 
µαθηµατικό Christian Huygens(1) to 1678 (δηµοσιεύθηκε όµως το 1690, στο βιβλίο 
του Traité de la Lumière), ως ερµηνευτική αρχή για τη διάδοση του φωτός. Είναι 
ενδιαφέρον να σηµειώσουµε εδώ ότι εκείνη την εποχή η ηλεκτροµαγνητική φύση του 
φωτός δεν ήταν γνωστή (αφού η ηλεκτροµαγνητική θεωρία του Maxwell 
εµφανίσθηκε περίπου δύο αιώνες αργότερα!). Η αρχή του Huygens είναι ανεξάρτητη 
από την ειδικότερη φύση (τη δυναµική) του κυµατικού φαινοµένου, και ισχύει 
σχεδόν για όλα τα κυµατικά φαινόµενα. 
 
Η αρχή του Huygens προϋποθέτει µόνο την (γεωµετρικού-κινηµατικού χαρακτήρα) 
έννοια του µετώπου κύµατος, η οποία συζητήθηκε στο εδάφιο 2.1.3. Μια εκτενής 
διατύπωση της αρχής του Huygens (στην οποία περιγράφεται αναλυτικά η κατασκευή 
του Ηuygens) είναι η ακόλουθη: 
 

Αν γνωρίζουµε το µέτωπο κύµατος σε µια συγκεκριµένη χρονική στιγµή t , η 
νέα θέση του µετώπου κύµατος στη χρονική στιγµή t t∆+ , βρίσκεται ως 
εξής: Σχεδιάζουµε µικρές σφαίρες µε κέντρα τα σηµεία του µετώπου κύµατος 
στη χρονική στιγµή t , και ακτίνες r c t∆= ⋅ , όπου c  είναι η (τοπική) 
ταχύτητα διάδοσης του κύµατος. Το νέο µέτωπο κύµατος είναι η 
περιβάλλουσα επιφάνεια αυτών των σφαιρών (προς την κατεύθυνση όπου 
πράγµατι διαδίδεται το κύµα, όχι την αντίθετη!). 

 
Παρατήρηση 1: H ταχύτητα c  µε την οποία διαδίδεται η κυµατική διαταραχή µπορεί 
να µεταβάλλεται µε τη θέση στο χώρο ή, ακόµη, και µε το χρόνο! ∆ηλαδή, η αρχή 
του Huygens εφαρµόζεται τόσο σε οµογενή µέσα (c = σταθερή), όσο και σε 
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ανοµοιογενή µέσα, είτε χρονικά αµετάβλητα ( ( ) ( )c c c x,y,z= =x ), είτε χρονικά 

µεταβαλλόµενα ( ( )c c ,t= =x  ( )c x,y,z,t= ). 

 
Παρατήρηση 2: Η αρχή του Huygens, όπως διατυπώθηκε ανωτέρω, εφαρµόζεται 
στην περίπτωση κυµατικής διάδοσης στο πεδίο του χρόνου. Η αρχή εξακολουθεί να 
ισχύει και στο πεδίο συχνοτήτων (περίπτωση περιοδικής κυµατικής κίνησης), υπό την 
προϋπόθεση ότι θα αντικαταστήσουµε το µέτωπο κύµατος (έννοια που έχει σαφές 
νόηµα στο πεδίο του χρόνου) (πρόβληµα αρχικών τιµών) µε την ισοφασική 
επιφάνεια (έννοια που έχει σαφές νόηµα στο πεδίο συχνοτήτων). Βλ. σχετικά και 
εδάφιο 2.1.3. Η επέκταση της αρχής στο πεδίο συχνοτήτων (περιοδικά κύµατα) έγινε 
από τον Fresnel το 1818, ο οποίος, για την εργασία του αυτή βραβεύθηκε από τη 
Γαλλική Ακαδηµία Επιστηµών. Και ο Fresnel (όπως και ο Huygens) αναφερόταν στη 
µελέτη της διάδοσης του φωτός στα πλαίσια της υπόθεσης του αιθέρα. Λόγω της 
συµβολής του Fresnel, η αρχή ονοµάζεται συχνά και αρχή των Huygens-Fresnel. 
 
Παρατήρηση 3: Οι µικρές σφαίρες που θεωρούµε (σχεδιάζουµε) µε κέντρα πάνω στη 
στιγµιαία θέση του µετώπου κύµατος ονοµάζονται κυµατίδια (wavelets). Κάθε 
κυµατίδιο είναι ένα (υποθετικό) δευτερογενές κύµα, το οποίο υποτίθεται ότι 
"εκπέµπεται" από το αντίστοιχο σηµείο του µετώπου κύµατος. Με βάση αυτή τη 
θεώρηση, η αρχή του Huygens µπορεί να διατυπωθεί συνοπτικά ως εξής: 
 

Η κυµατική διαταραχή διαδίδεται στο χώρο ως εάν κάθε σηµείο του 
(στιγµιαίου) µετώπου κύµατος ήτο µια (υποθετική) δευτερογενής πηγή 
κύµατος. Το κάθε κυµατίδιο διαδίδεται µε την τοπική ταχύτητα διάδοσης. 

 
 

Christian Huygens (1629-1695). Ολλανδός φυσικός, αστρονόµος και 
µαθηµα-τικός. Εκτός από τη σηµαντική συνεισφορά του στη µηχανική 
(υπολόγισε την περίοδο των ταλαντώσεων του εκκρεµούς και 
µελέτησε την περιστροφική κίνηση), πραγµατοποίησε σπουδαίες 
αστρονοµικές παρατηρήσεις (ανακάλυψε έναν δορυφόρο του Κρόνου 
και διαπίστωσε την πραγµατική µορφή των δακτυλίων αυτού του 
πλανήτη µε τη βοήθεια τηλεσκοπίων που βελτίωσε ο ίδιος), και -
κυρίως- τελειοποίησε και επεξέτεινε την κυµατική θεωρία του φωτός, 
η οποία, είχε προταθεί από τον Hooke. Η οµώνυµη αρχή διατυπώθηκε 
µάλλον πριν από το 1678, δηµοσιεύθηκε όµως το 1690, στο έργο του 
Traité de la Lumière. Στο έργο αυτό ο Huygens επισηµαίνει την 
ανάγκη χρησιµοποίησης κατάλληλης µηχανικής ερµηνείας για την 
περιγραφή των φαινοµένων που σχετίζονται µε τη διάδοση του φωτός, 
και εισάγει την οµώνυµη αρχή, ως ερµηνευτική αρχή µηχανικού 

χαρακτήρα (σε συνδυασµό µε την υπόθεση του αιθέρα). Με τη βοήθεια της αρχής αυτής έδωσε 
εξαιρετικά ικανοποιητικές ερµηνείες των (γνωστών) νόµων της ανάκλασης και της διάθλασης του 
φωτός. 
 
Ενδιαφέρον παρουσιάζει και η κοινωνική όψη της ζωής του Christian Huygens. Καταγόταν από 
πλούσια και διακεκριµένη οικογένεια της µεσαίας τάξης. Ο πατέρας του, Constantijn Huygens ήταν 
διπλωµάτης, λατινιστής και ποιητής, και υπήρξε φίλος πολλών προσωπικοτήτων της εποχής του, όπως 
ήταν ο Descart (Καρτέσιος). Ο Christian Huygens σπούδασε Μαθηµατικά και ∆ίκαιο στο 
Πανεπιστήµιο του Leyden, στο οποίο έγινε δεκτός το 1645. Επισκέφθηκε για πρώτη φορά το Παρίσι το 
1655, και αργότερα έζησε εκεί επί 15 έτη (1666-1681). Ήταν ένα από τα ιδρυτικά µέλη της Γαλλικής 
Ακαδηµίας Επιστηµών (1666). Κατά τη διάρκεια της ζωής του γνώρισε τον Descart (Καρτέσιο), τον 
Pascal και τον Leibnitz (µε τους οποίους διατήρησε φιλικές σχέσεις για πολλά χρόνια), καθώς και τον 
Newton, τον οποίον συνάντησε το 1689, όταν επισκέφθηκε το Λονδίνο. 
 

(1) 
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3.2.2  Απλές εφαρµογές 
 
Η αρχή (κατασκευή) του Huygens είναι ένας συστηµατικός τρόπος (αλγόριθµος) µε 
τον οποίο µπορούµε να ερµηνεύσουµε (και να προβλέψουµε) την κινηµατική της 
κυµατικής διάδοσης, δηλαδή το πώς εξελίσσεται στο χρόνο το µέτωπο κύµατος, όταν 
γνωρίζουµε το πεδίο ( )c ,tx  της ταχύτητας διάδοσης του κύµατος, στις δύο και στις 

τρεις διαστάσεις. (Στη µία διάσταση η αρχή του Huygens καθίσταται τετριµµένη). 
∆εν µας δίδει όµως πληροφορίες για την ένταση της κυµατικής διαταραχής, η µελέτη 
της οποίας απαιτείται και χρήση των δυναµικών νόµων (εξισώσεων) του κυµατικού 
φαινοµένου. Πριν προχωρήσουµε τη συζή-τησή µας επί της αρχής του Huygens, θα 
δώσουµε ορισµένα παραδείγµατα εφαρµογής της. 
 
Στο Σχήµα 1 φαίνεται πως εφαρµόζεται η αρχή (κατασκευή) του Huygens σ' ένα 
επίπεδο και ένα σφαιρικό κύµα που διαδίδονται σε οµογενές µέσο. Η ταχύτητα 
διάδοσης σ' αυτά τα δύο παραδείγµατα είναι c = σταθερή, και συνεπώς η ακτίνα όλων 
των κυµατιδίων είναι ίση. Κατά  
 

                               
Σχήµα 1 (3.2): Εφαρµογή της αρχής του Ηuygens σε επίπεδο και σφαιρικό κύµα, σε 

οµογενές µέσο. 
 
συνέπεια, στην περίπτωση, αυτή, η αρχή του Ηuygens µας λέει ότι το επίπεδο κύµα 
παραµένει επίπεδο, και το σφαιρικό κύµα παραµένει σφαιρικό. Οι ακτίνες διάδοσης 
(που είναι γραµµές κάθετες στο µέτωπο κύµατος) είναι παράλληλες ευθείες στην 
περίπτωση του επιπέδου κύµατος, και αποκλίνουσες ευθείες στην περίπτωση του 
σφαιρικού κύµατος. Τα κυµατίδια του Σχήµατος 1 (θεωρούµενα ως πλήρες σφαίρες) 
έχουν δύο περιβάλλουσες επιφάνειες, µία µέσα στο χώρο απ' όπου έχει ήδη διαδοθεί 
(περάσει) το κύµα, και µια έξω από αυτόν. Προφανώς, η δεύτερη επιφάνεια είναι η 
κατάλληλη για το πρόβληµά µας. Η πρώτη επιφάνεια θα ήταν κατάλληλη αν είχαµε 
κύµα διαδιδόµενο προς την αντίθετη κατεύθυνση, πράγµα που είναι, βέβαια, δυνατόν. 
 
Η αρχή του Huygens δεν "επαληθεύει" µόνο τετριµµένα αποτελέσµατα, όπως αυτά 
του Σχήµατος 1. Μπορεί επίσης να παράγει αποτελέσµατα, τα οποία δεν είναι 
καθόλου προφανή εκ πρώτης όψεως. Ένα τέτοιο παράδειγµα, όπου η αρχή του 
Ηuygens εφαρµόζεται στην περίπτωση κυµατικής διάδοσης σε ανοµοιογενές µέσο, 
εξετάζεται αναλυτικά στο επόµενο υποεδάφιο. Στο παραδείγµα αυτό η ταχύτητα 
διάδοσης µεταβάλλεται γραµµικά ως προς z . Τότε, ένα αρχικά ευθύγραµµο µέτωπο 
κύµατος παραµένει ευθύγραµµο, διερχόµενο διαρκώς δι' ενός σταθερού σηµείου. 
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Άρα, οι ακτίνες διάδοσης διαγράφουν τόξα κύκλου! Το αποτέλεσµα αυτό θα το 
βρούµε και µε τη βοήθεια της αρχής του Fermat (Θεωρία ακτίνων) στο εδάφιο 3.3. 
 
Ένα ακόµη γενικό χαρακτηριστικό κάθε κυµατικής διάδοσης, το οποίο συνάγεται 
πολύ εύκολα µε τη βοήθεια της αρχής του Huygens, είναι το ακόλουθο: 
 

Σε ανοµοιογενή µέσα, το µέτωπο του κύµατος (και άρα και οι ακτίνες 
διάδοσης) στρέφεται προς (συγκλίνουν προς) περιοχές όπου η ταχύτητα 
διάδοσης εµφανίζει τοπικό ελάχιστο. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σχήµα 2 (3.2):  Εφαρµογή της αρχής του Huygens σε αρχικά επίπεδο κύµα, 

διαδιδόµενο σε ανοµοιογενές µέσο. 
 
Η απόδειξη της ανωτέρω προτάσεως προκύπτει αµέσως µε τη βοήθεια της 
κατασκευής Huygens, όπως αυτή παρουσιάζεται στο Σχήµα 2. ∆εδοµένου ότι τα 
κυµατίδια έχουν µεγαλύτερη ακτίνα στα σηµεία όπου η ταχύτητα διάδοσης είναι 
µεγαλύτερη, η περιβάλλουσα αυτών καµπυλώνεται µε τέτοιον τρόπο ώστε τα σηµεία 
της να πλησιάζουν προς την περιοχή όπου η ταχύτητα διάδοσης παρουσιάζει 
ελάχιστο (ευθεία MN  στο Σχήµα 2). 
 
Όπως θα δούµε σε επόµενα εδάφια, η κατασκευή του Ηuygens µας επιτρέπει να 
εξάγουµε τους νόµους της ανάκλασης και της διάθλασης, και να µελετήσουµε 
ποιοτικά τα φαινόµενα της περίθλασης και της συµβολής (µε τη βοήθεια της 
επέκτασης του Fresnel). 
 
 
 
 

c  

1A  

1B  

2A  

2B  

3A  

3B  

4B  

4A  

Μ Ν 
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3.2.4 Η Αρχή του Huygens στα πλαίσια της σύγχρονης µαθηµατικής φυσικής 
 
Παρά το ότι τόσο ο Huygens όσο και Fresnel διετύπωσαν την οµώνυµη αρχή στα 
πλαίσια της µελέτης της διάδοσης του φωτός(7), οι διατυπώσεις τους σήµερα 
θεωρούνται ως µαθηµατικές προτάσεις των οποίων η ισχύς πρέπει να αποδειχθεί (ή 
να διαψευσθεί) µε τη βοήθεια των αντιστοίχων κυµατικών εξισώσεων που διέπουν τα 
διάφορα φαινόµενα. Η απαρχή της σύγχρονης θεώρησης της αρχής του Huygens (ως 
µαθηµατικού ερωτήµατος) ανάγεται στον J. Hadamard. Η συµβολή του, που έγινε 
στη δεύτερη δεκαετία του 20ου αιώνα, παρουσιάζεται εκτενώς στη δηµοσίευσή του Le 
Principe de Huygens (Bull. de la Soc. Math. de France, Vol. 52,1924, pp. 610-640), 
και συνοψίζεται στο βιβλίο του Lectures on Cauchy's Problem (Yale, 1924). O 
Hadarard επαναδιατυπώνει προσεκτικά την αρχή του Huygens αναλύοντας την σε 
τρία σκέλη, δύο υποθέσεις και ένα συµπέρασµα, ως εξής: 
 
Α.  (Βασική υπόθεση):  Προκειµένου να προσδιορίσουµε ένα φωτεινό σήµα (κύµα) 
στη χρονική στιγµή 1t t= , το οποίο παρήχθη από µια αρχική διέγερση στη χρονική 

στιγµή 0 1t t t= < , µπορούµε να προσδιορίσουµε πρώτα το κύµα σε µια ενδιάµεση 

χρονική στιγµή t t′= , 0 1t t t′< < , και από αυτό να υπολογίσουµε το κύµα τη χρονική 

στιγµή 1t t= . 
 
Β. (∆ευτερεύουσα υπόθεση): Εάν κατά τη χρονική στιγµή 0t t=  (ή, ακριβέστερα, 

κατά το µικρό χρονικό διάστηµα 0 0t t tε− ≤ ≤ ) προκαλέσουµε µια φωτεινή 

διαταραχή (αρχική διέγερση) εντοπισµένη στη γειτονιά ενός σηµείου O , τότε η 
διαταραχή αυτή σε κάθε επόµενη χρονική στιγµή t t′=  θα παραµένει εντοπισµένη σε 
ένα πολύ λεπτό σφαιρικό κέλυφος, µε κέντρο το σηµείο Ο και ακτίνα ( )0c t t′ − , όπου 

c  είναι η ταχύτητα διάδοσης του φωτός (του κύµατος). 
 
C. (Συµπέρασµα): Προκειµένου να προσδιορίσουµε ένα φωτεινό σήµα (κύµα) στη 
χρονική στιγµή 1t t= , το οποίο παρήχθη από µια αρχική διέγερση εντοπισµένη στη 

γειτονιά ενός σηµείου O  στη χρονική στιγµή 0 1t t t= < , µπορούµε να 

αντικαταστήσουµε την αρχική διαταραχή από ένα κατάλληλο σύστηµα διαταραχών 
(διεγέρσεων) οι οποίες εµφαρµόζονται σε µια ενδιάµεση χρονική στιγµή t t′= , 

0 1t t t′< < , πάνω σε µια σφαίρα µε κέντρο το σηµείο O  και ακτίνα ( )0c t t′ − . 

 
Το πρώτο σκέλος είναι φιλοσοφικού χαρακτήρα µάλλον, και εκφράζει την αρχή της 
αιτιότητας (causality principle) για την κυµατική διάδοση. Το δεύτερο και το τρίτο 
σκέλος είναι µαθηµατικές προτάσεις, η ισχύς των οποίων πρέπει να αποδειχθεί (ή να 
διαψευσθεί) σε αναφορά µε τις εξισώσεις που διέπουν τα εξεταζόµενα φαινόµενα. 
Πρέπει όµως να σηµειωθεί εδώ ότι τα σκέλη Β και C είναι διατυπωµένα (από τον 
Hadamard) κατά τρόπο που έχει νόηµα µόνο για την περίπτωση σταθερής ταχύτητας 
διάδοσης. Κατά συνέπεια, η διατύπωση της αρχής του Huygens κατά Hadamard είναι 
µεν περισσότερο ακριβής και επιδέχεται συστηµατική µαθηµατική επεξεργασία 
(απόδειξη ή διάψευση), δεν καλύπτει όµως το εύρος των φαινοµένων τα οποία 
καλύπτει η αρχική διατύπωση του Huygens. 
 

                                                 
(7) Γι' αυτό το λόγο η αρχή αυτή αναφέρεται συνήθως ως αρχή της κυµατικής οπτικής. 



 70 

Η µαθηµατική ανάλυση των προτάσεων Β και C, ανωτέρω, απαιτεί, βεβαίως, την 
αναφορά σε συγκεκριµένη κυµατική εξίσωση (ή σύστηµα εξισώσεων), καθώς και την 
ύπαρξη µεθόδων λύσεως των εξισώσεων αυτών.  Σε σχέση µε τη "κλασσική" 
κυµατική εξίσωση, δηλαδή την εξίσωση D'Alembert στο πεδίο του χρόνου, 
 

 
2

2
2

0
u

c u
t

∆
∂

− =
∂

, 

 
και την εξ αυτής προκύπτουσα εξίσωση Helmholtz στο πεδίο συχνοτήτων 
 
 2 0u k u∆ + ⋅ = , 
 
όπου c = σταθ. είναι η ταχύτητα διάδοσης, k = σταθ. είναι ο κυµατικός αριθµός, και 
∆i  είναι ο τελεστής Laplace στις δύο ή τρεις διαστάσεις(8), η κατάσταση µπορεί να 
συνοψισθεί ως ακολούθως. 
 
Γενικές λύσεις των ανωτέρω κυµατικών εξισώσεων στον 2IR  και τον 3IR  έδωσαν οι: 
Poisson (1818, λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών στις τρεις διαστάσεις), 
Kirchhoff (1882, λύση του χρονικά αρµονικού προβλήµατος στις τρεις διαστάσεις(9)), 
Weber (1869, λύση του χρονικά αρµονικού προβλήµατος στις δύο διαστάσεις), 
Volterra (1892, 1894, λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών και του χρονικά 
αρµονικού προβλήµατος στις δύο διαστάσεις). 
 
Με τη βοήθεια των λύσεων αυτών, προέκυψε το πολύ ενδιαφέρον αποτέλεσµα ότι η 
δοµή της διαδιδόµενης διαταραχής είναι διαφορετική στις δύο και στις τρεις 
διαστάσεις! Έτσι, ενώ στις τρεις διαστάσεις µια κυµατική διαταραχή µπορεί να 
διαδίδεται εντοπισµένη (βλ. Σχήµα 6) (δηλαδή ισχύει η ∆ευτερεύουσα Υπόθεση του 
Ηadamard), στις δύο διαστάσεις αυτό δεν συµβαίνει αλλά, αντίθετα, πίσω από το 
µέτωπο του κύµατος υπάρχει µια παραµένουσα διαταραχή, όπως φαίνεται στο Σχήµα 
7. ∆ηλαδή στις δύο διαστάσεις, δεν ισχύει η ∆ευτερεύουσα Υπόθεση του Ηadamard. 
 
Η ανωτέρω χαρακτηριστική διαφορά της µορφής της κυµατικής διάδοσης στις δύο 
και στις τρεις διαστάσεις είναι ένα σηµαντικό αποτέλεσµα το οποίο αναδεικνύει τις 
βαθιές µαθηµατικές διαφορές της δοµής των χώρων άρτιας και περιττής διάστασης. 
Είναι ενδιαφέρον να παρατηρήσουµε εδώ ότι οι διάφορες λύσεις της εξίσωσης 
D'Alembert στις δύο και στις τρεις διαστάσεις έχουν γενικευθεί στις n  χωρικές 
διαστάσεις. Ακριβέστερα, η ακόλουθη γενικευµένη εξίσωση D' Alembert στις n  
διαστάσεις: 
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έχει µελετηθεί (και λυθεί στον nIR ) από τον Ούγγρο µαθηµατικό Marcel Riesz στη 
δεκαετία του 1930, µε τη βοήθεια του fractional calculus(10). 

                                                 
(8) Οι ανωτέρω εξισώσεις περιγράφουν τη διάδοση του ήχου και του φωτός σε οµογενή µέσα. 
(9) Η λύση του Kirchhoff επεκτείνεται άµεσα και στο πεδίο του χρόνου. 
(10) Στα πλαίσια του fractional calculus, οι έννοιες της παραγώγου και του ολοκληρώµατος τάξεως m , 

1 2 3m , , ,...= , γενικεύονται για κάθε 0m > . 
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              1t t=        2 1t t t= >            3 2t t t= >  

 
 
Σχήµα 6 (3.2): ∆ιάδοση κυµατικής διαταραχής στις 3 διαστάσεις (ή, γενικότερα, σε 

χώρο περιττού αριθµού διαστάσεων). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
              1t t=        2 1t t t= >            3 2t t t= >  

 
 
Σχήµα 7 (3.2): ∆ιάδοση κυµατικής διαταραχής στις 2 διαστάσεις (ή, γενικότερα, σε 

χώρο αρτίου αριθµού διαστάσεων). 
 
Με τη βοήθεια των λύσεων του M. Riesz προκύπτει ότι, όταν 2 1n = +ℓ  η κυµατική 
διαταραχή διαδίδεται εντοπισµένη (όπως φαίνεται στο Σχήµα 6), ενώ όταν 2n = ℓ  
υπάρχει πάντοτε παραµένουσα διαταραχή η οποία διαχέεται σε µεγάλη έκταση πίσω 
από το µέτωπο (όπως φαίνεται στο Σχήµα 7).  
 
3.2.5 Ειδική βιβλιογραφία (επί της αρχής του Huygens) 
 
Asgeirsson, L., 1956, "Some hints on Huygens' principle and Hadamard's conjecture", 

Comm. Pure Appl. Math., Vol. 9, pp. 307-326. 
Baker, B.B., Copson, E.T., 1953, The Mathematical Theory of Huygens' Principle, 

Clarendon Press, Oxford. 
Günther, P., 1988, Huygens' Principle and Hyperbolic Equations, Academic Press, 

Boston. 
Hadamard, J., 1923, Lectures on Cauchy's Problem in Linear Partial Differential 

Equations, Yale University Press, New Haven. 
Hadamard, J., 1924, "Le Principe de Huygens", Bull. De la Soc. Math. De France, 

Vol. 52, pp. 610-640. 
Hadamard, J., 1932, Le problème de Cauchy et les equations aux derivées partielles 

linéaires hyperboliques, Hermann, Paris. 

*  *  *  

*  *  *  
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3.3     Η αρχή των Ήρωνος-Fermat 
 
Η Αρχή των Ήρωνος-Fermat, ή Αρχή του Στασίµου Χρόνου, αποτελεί την πρώτη 
(ιστορικά) µεταβολική αρχή της Φυσικής,(11) και ισχύει για κάθε είδους κύµατα, υπό 
την προϋπόθεση ότι το µήκος κύµατος είναι µικρό ως προς τις χαρακτηριστικές 
διαστάσεις των ανοµοιογενειών του πεδίου(12). Η διατύπωση και η αξιοποίησή της 
αρχής για τον προσδιορισµό των ακτίνων διάδοσης της κυµατικής διαταραχής δεν 
προϋποθέτει τη λεπτοµερή γνώση των φυσικών νόµων που διέπουν το εξεταζόµενο 
κυµατικό φαινόµενο. Το µόνο στοιχείο που χρειαζόµεθα είναι η τοπική ταχύτητα 
διάδοσης της κυµατικής διαταραχής. Στη συνέχεια, στα δύο πρώτα υποεδάφια του 
παρόντος εδαφίου, θα διατρέξουµε ένα τµήµα της ιστορίας της ανάπτυξης αυτής της 
αρχής, και κατόπιν θα ασχοληθούµε µε τη σύγχρονη διατύπωσή της και ορισµένες 
εφαρµογές της. Στη σύγχρονη µορφή της, η αρχή των Ήρωνος-Fermat διατυπώνεται 
µε τη γλώσσα του λογισµού των µεταβολών, και οδηγεί στην παραγωγή διαφορικών 
εξισώσεων µε τη βοήθεια των οποίων προσδιορίζονται οι ακτίνες διάδοσης. Στο 
τελευταίο υποεδάφιο του παρόντος εδαφίου οι εξισώσεις των ακτίνων επιλύονται σε 
διάφορες ειδικές περιπτώσεις, οι οποίες παρουσιάζουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον σε σχέση 
µε κυµατικά φαινόµενα στο θαλάσσιο περιβάλλον (ακουστικά κύµατα στην υδάτινη 
µάζα, και επιφανειακά υδάτινα κύµατα σε ρηχή θάλασσα). 
 
3.3.1 H aνάκλαση του φωτός και η Αρχή του Ελαχίστου ∆ρόµου 
 
Ο Ήρων ο Αλεξανδρεύς(13), γύρω στο 125 π.χ., απέδειξε, στα Κατοπτρικά του, την 
ακόλουθη πρόταση:  

"Οταν µια ακτίνα φωτός ανακλάται σε ένα κάτοπτρο(14) η πραγµατική 
διαδροµή που ακολουθεί (πηγή Π – κάτοπτρο (k) – µάτι παρατηρητή ∆) 
είναι συντοµότερη ως προς οποιαδήποτε άλλη δυνατή διαδροµή της 
ανακλώµενης ακτίνας". 

                                                 
(11) Yourgau & Mandelstam (1968/1979) 
(12) Η συνθήκη αυτή συνάγεται από τη λεπτοµερή µελέτη των δυναµικών εξισώσεων των διαφόρων 
κυµατικών φαινοµένων, απ' όπου προκύπτει ότι η θεωρία ακτίνων µπορεί να θεωρηθεί ως υψίσυχνη 
ασυµπτωτική προσέγγιση των πλήρων δυναµικών εξισώσεων. 
(13) Ο Ήρων έζησε στην Αλεξάνδρεια, στο τέλος του πρώτου και στις αρχές του δευτέρου αιώνα µ.Χ.. 
Ακριβή στοιχεία σχετικά µε τον τόπο και το χρόνο της γεννήσεως του δεν είναι γνωστά. Θεωρείται 
όµως βέβαιο ότι υπήρξε διευθυντής του "Πολυτεχνείου" στην Αλεξάνδρεια. Οπως προκύπτει από τα 
διασωθέντα έργα του, ο Ήρων υπήρξε µεγάλος µαθηµατικός και φυσικός και, ταυτόχρονα, εξαιρετικά 
ιδιοφυής µηχανικός, αλλά και πολυγραφώτατος συγγραφεύς. Τα σπουδαιότερα από τα σωζόµενα έργα 
του είναι τα εξής: "Μετρικά", όπου περιέχεται πλήθος Γεωµετρικών προτάσεων, ήδη γνωστών ή 
πρωτοτύπων, καθώς και µέθοδοι υπολογισµοί της τετραγωνικής και της κυβικής ρίζας, και επίλυσης 
της δευτοβάθµιας εξίσωσης. "Πνευµατικά", όπου περιέχονται οι θεωρίες του Ήρωνος περί του κενού, 
του αέρος, και της πιέσεως του αέρος, του νερού και του ατµού, και περιγράφονται σχετικά πειράµατα 
και συστήµατα που κινούνται µε την πίεση του ατµού. "Κατοπτρικά", όπου περιέχεται η θεωρία του 
Ήρωνος για την ανάκλαση του φωτός, εισάγεται η Αρχή του Ελαχίστου ∆ρόµου, η οποία αποτελεί τον 
πρώτο µεταβολικό φυσικό νόµο που διατυπώθηκε ποτέ (15 περίπου αιώνες πριν από τον δεύτερο!), και 
µελετώνται συστήµατα κατόπτρων. "Μηχανικά", όπου εξετάζονται συστήµατα µε οδοντωτούς τροχούς 
και εφαρµογές αυτών, η κίνηση σε κεκλιµένο επίπεδο, το κέντρο βάρους, και η ανάλυση δυνάµεων και 
ταχυτήτων σε συνιστώσες. "Περί Αυτοµατοποιητικής", όπου µελετώνται συτήµατα αυτοµατισµού για 
τις σκηνές των θεάτρων. "∆ιόπτρα", όπου περιγράφεται η θεωρία και η κατασκευή οπτικού οργάνου, 
παροµοίου µε τον σηµερινό θεοδόλιχο. Τα βιβλία του Ήρωνος, µεταφρασµένα και στα λατινικά και 
αραβικά, λειτούργησαν, µαζί µε τα Στοιχεία του Ευκλείδη και ορισµένα έργα του Αρχιµήδη, ως 
θεµελιώδη συγγράµµατα αναφοράς ως το τέλος του 17ου αιώνα! 
(14) Επίπεδο ή σφαιρικό 
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Ο Ήρων απέδειξε την ανωτέρω πρόταση ξεκινώντας από το γνωστό (πειραµατικά 
βεβαιωµένο) γεγονός ότι η γωνία προσπτώσεως inθ  και η γωνία ανακλάσεως rflθ  

µιας ακτίνας είναι ίσες µεταξύ τους: inθ = rflθ . Βλ Σχήµα 1. 

 
Η ανωτέρω πρόταση παρουσιάζει 
µια εγγενή γενικότητα. Επί 
παραδείγµατι, έχει νόηµα για 
κάτοπτρο κάθε σχήµατος (π.χ., 
καµπυλόγραµµο κάτοπτρο), καθώς 
και για την περίπτωση πολλαπλών 
ανακλάσεων σε σύστηµα 
κατόπτρων. Επί πλέον, είναι 
εξαιρετικά απλή, και διατηρεί την 
απλότητά της ακόµη και όταν 
εφαρµόζεται σε πολύπλοκα 
συστήµατα. Έτσι, ο Ήρων, 
συνεχίζοντας τη φιλοσοφική 

παράδοση του Πυθαγόρα, του Πλάτωνα και του Αριστοτέλη, σύµφωνα µε τους 
οποίους η κατανόηση της δοµής και των νόµων της φύσεως µπορεί και πρέπει να 
γίνεται µε τη βοήθεια "απλών" ("τελείων") αρχών και σχηµάτων, θεώρησε την 
πρόταση αυτή ως µια "Ερµηνεύουσα Αρχή" των πειραµατικών δεδοµένων. Με αυτόν 
τον τρόπο, συνόψισε τη φυσική της ανάκλασης του φωτός στην "Αρχή του 
Ελαχίστου ∆ρόµου", την οποία θα αναφέρουµε επίσης και ως "Αρχή του Ήρωνος": 

 
"Το ανακλώµενο φως ακολουθεί διαδροµές ελαχίστου δρόµου (µήκους)". 

 
Η ελαχιστοποίηση πρέπει να νοείται µεταξύ των διαδροµών µε ίδια αρχή, ίδιο 
πέρας, και ίδιο αριθµό ανακλάσεων σε κάθε κάτοπτρο. 
 
Πρέπει εδώ να σηµειωθεί ότι ο τρόπος σκέψης του Ήρωνος αποτελεί ένα σηµαντικό 
βήµα πρόοδου ως προς τους προηγούµενους µεγάλους Έλληνες φιλοσόφους, οι 
οποίοι δεν συνέδεαν, κατά κανόνα, τις Κοσµολογικές και Φυσικές απόψεις τους µε 
εµπειρικά ή πειραµατικά δεδοµένα. (Επί παραδείγµατι, κατά τον Αριστοτέλη, η Γη 
είναι σφαιρική, επειδή η σφαίρα είναι το "τέλειο" στερεό). Συνδέοντας, ο ΄Ηρων, µια 
"απλή αρχή" µε πειραµατικά δεδοµένα, εισήγαγε τη θεώρηση  
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η οποία αποτελεί το µεθοδολογικό βάθρο των φυσικών επιστηµών σήµερα. Το βήµα 
c είναι συνήθως επίπονο και µακροχρόνιο, και απαιτεί τη συσσώρευση εκτεταµένης 
γνώσεως/ εµπειρίας, από µεγάλο αριθµό περιπτώσεων. Ενα εντυπωσιακό παράδειγµα 
του βήµατος αυτού αποτελεί, κατ' ουσίαν, η "Αρχή του Ελαχίστου Χρόνου" του 
Fermat (που αναπτύσσεται στο επόµενο υποεδάφιο), η οποία µπορεί να θεωρηθεί ως 
γενικώτερη "Ερµηνεύουσα Αρχή", η οποία περιλαµβάνει την αρχή του Ήρωνος και, 
ταυτόχρονα, καλύπτει και άλλα πειραµατικά γεγονότα, πέραν του νόµου της 
ανάκλασης. 
 
Απόδειξη της " Αρχής του Ήρωνος" από το νόµο της ανάκλασης: Θα δώσουµε 
τώρα µια γεωµετρική απόδειξη της πρότασης: "εάν οι γωνίες πρόσπτωσης και 
ανάκλασης είναι ίσες, τότε το µήκος της αντίστοιχης ακτίνας είναι ελάχιστο, σε 
σύγκριση µε το µήκος κάθε άλλης διαδροµής που συνδέει την πηγή µε το δέκτη και 
υφίσταται ανάκλαση στο ίδιο κάτοπτρο". 
 
Η πρόταση αυτή, η οποία, αποδεικνύεται πολύ εύκολα. Κατ' ουσίαν δεν είναι παρά 
µια άσκηση Ευκλείδειας Γεωµετρίας. 

Ας συµβολίσουµε µε (βλ. Σχήµα 2) 
 
Α:     Την πηγή του φωτός,  
∆:      το δέκτη,    
ΑΒ∆: Την πραγµατική πορεία της   
          ανακλώµενης ακτίνας, 
ΑΒ1∆:  µια οποιαδήποτε άλλη 
διαδροµή που  συνδέει την πηγή Α 
µε το δέκτη ∆ και υφίσταται 
ανάκλαση. 
 
Φέρουµε την  ΑΑ1⊥ (k) και 
προεκτείνουµε την  ∆Β. Έστω 
Α'=(ΑΑ1)∩ (∆Β), δηλ. το σηµείο 

τοµής των ευθειών (ΑΑ1) και (∆Β). Τότε 1ABAˆ = 1BB̂∆  (λόγω της ισότητας των 

γωνιών πρόσπτωσης και ανάκλασης) και άρα  τα τρίγωνα 1

∆

ABA  και 1

∆

ABA'  είναι 
ίσα. Ως εκ τούτου, το σηµείο Α' είναι συµµετρικό του Α ως προς το κάτοπτρο, και 
ΑΒ=Α'Β.  
 
Αρα  

(Μήκος ανακλώµενης ακτίνας )=ΑΒ+Β∆=Α'Β+Β∆=Α'∆.  

Όµως, για κάθε )(1 kB ∈  ισχύει επίσης ΑΒ1=Β1Α' και άρα ΑΒ1+Β1∆=Α'Β1+Β1∆. Από 

το τρίγωνο 1BA
∆

∆' βλέπουµε ότι, αν BB ≠1 , 
 

�� ��� �� BΓABA'∆ +=            <           
���� ����� ��
∆∆ 1111 BBABAB +′=+     

µήκος ανακλώµενης              µήκος οποιασδήποτε άλλης 
ακτίνας                          διαδροµής από Aσε ∆ , που 

             υφίσταται ανάκλαση. 
 

                                                            ∆    
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 2 (3.3.1): Απόδειξη της Αρχής του   
                            Ελαχίστου ∆ρόµου 
 

Α' 

(k) Β1 

Α 
          

1A  B  
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Αποδείξαµε, δηλαδή, ότι το µήκος της ανακλώµενης ακτίνας είναι µικρότερο από το 
µήκος οποιασδήποτε άλλης διαδροµής που συνδέει την πηγή Α µε το δείκτη ∆ και 
υφίσταται ανάκλαση στο κάτοπτρο (k ). 
 
Ο Ήρων απέδειξε µε παρόµοιο τρόπο την ανωτέρω αρχή και για σφαιρικό κάτοπτρο 
(κυρτό ή κοίλο). 
 
Η αντίστροφη πρόταση, δηλαδή ότι από την Αρχή του Ελαχίστου ∆ρόµου έπεται η 
ισότητα των γωνιών πρόσπτωσης και ανάκλασης, για επίπεδο κάτοπτρο είναι επίσης 
εύκολη, και αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη. Η γενικώτερη όµως πρόταση, ότι 
από την Αρχή του Ελαχίστου ∆ρόµου προκύπτει ο νόµος της ανάκλασης inθ = rflθ  για 

καµπυλόγραµµο κάτοπτρο οποιουδήποτε σχήµατος, είναι δύσκολη και απαιτεί τη 
χρήση αναλυτικών µεθόδων. Η πρόταση αυτή θα αποδειχθεί αργότερα. 
 
3.3.2   Η διάθλαση του φωτός, ο Fermat και η Αρχή του Ελαχίστου Χρόνου 
 
Στα µέσα του 17ου αιώνα, η διάθλαση του φωτός είχε ήδη µελετηθεί αρκετά, και ο 
"νόµος του ηµιτόνου" ή "νόµος του Snell", όπως τον ονοµάζουµε σήµερα, είχε γίνει 
γενικά αποδεκτός. Στη Γαλλία, οι νόµοι της διάδοσης του φωτός µελετήθηκαν 
διεξοδικά (για τα δεδοµένα της εποχής, βέβαια) από τον Descartes (1596-1650) στα 
βιβλία του "Le Monde, ou Traité de la Lumière" και "Dioptrics". Ο Fermat(15) (1601-

                                                 

  
Τότε δεν υπήρχαν ακόµα ούτε ακαδηµίες επιστηµών, ούτε επιστηµονικά περιοδικά. Οι διάφοροι φίλοι 
της επιστήµης, σκορπισµένοι εδώ κι εκεί, είτε αλληλογραφούσαν άµεσα, είτε έστελναν γράµµατα σε 
κάποιον λάτρη της επιστήµης στο Παρίσι, που τα αντέγραφε και τα έστελνε σε άλλους επιστήµονες. 
Ετσι, ο Fermat διατύπωνε τις συναρπαστικές σκέψεις και ιδέες του σε γράµµατα στους φίλους του, 
όπως ο Descartes (Καρτέσιος), ο Pascal, ο Roberval, ο Desargue, και άλλοι. Και όλοι αυτοί τον 
θεωρούσαν ως τον µέγιστο µαθηµατικό της Ευρώπης. Ο Fermat, εκτός από τα γράµµατα και τις 
εργασίες των φίλων του, µελετούσε επίσης τα µεγάλα έργα των αρχαίων Ελλήνων µαθηµατικών, όπως 
τα Κωνικά του Απολλωνίου, από το οποίο εµπνεύστηκε τις ιδέες του για την Αναλυτική Γεωµετρία, και 
τα Αριθµητικά του ∆ιόφαντου, στο περιθώριο του οποίου έγραψε το περίφηµο "Τελευταίο Θεώρηµα" 
του Fermat. (Ως γνωστόν το "Τελευταίο Θεώρηµα" του Fermat, βασάνισε τους µαθηµατικούς όλου του 
κόσµου για τρεις αιώνες και αποδείχθηκε µόλις το 1993-1994 από τον Andrew Wiles). Οι συµβολές 
του στα µαθηµατικά περιλαµβάνουν, µεταξύ άλλων: Σύστηµα αναλυτικής γεωµετρίας, πριν από τον 
Descartes και σε πιο ολοκληρωµένη µορφή. Ανάπτυξη µεθόδων για τον προσδιορισµό των µεγίστων 
και των ελαχίστων συναρτήσεων, καθώς και των εφαπτοµένων σε καµπύλες, δηλαδή µια πρώτη µορφή 
του διαφορικού λογισµού, πριν από τον Newton. Περαιτέρω ανάπτυξη της µεθόδου του Αρχιµήδη για 
τον υπολογισµό εµβαδών, όγκων και µηκών καµπυλών, δηλαδή µια µορφή του ολοκληρωτικού 
λογισµού, επίσης πριν από τον Newton. Ουσιώδη συµβολή στη θεµελίωση της θεωρίας των 
πιθανοτήτων, µαζί µε τον Pascal. Και, κυρίως, σηµαντικό και βαθύ έργο στη θεωρία των αριθµών, 
στην οποία µπορεί να θεωρηθεί ο αδιαφιλονίκητος Πρώτος, µέχρι σήµερα.  
 

(1) O Pierre de Fermat γεννήθηκε στη νότια Γαλλία το 1601, πιθανότατα 
στην πόλη Beaumont-de-Lomagne, όπου και πέρασε την παιδική του ηλικία. 
Ο πατέρας του ήταν ένας ευκατάστατος έµπορος δερµάτων. Σπούδασε 
νοµικά, και εργάσθηκε ως δικηγόρος και αργότερα ως δικαστής. Υπήρξε, 
επίσης, νοµικός σύµβουλος του Κοινοβουλίου της Toulouse. Η ενασχόλησή 
του µε τα µαθηµατικά υπήρξε έντονη, αλλά εντελώς ερασιτεχνική. (Οι 
ιστορικοί των µαθηµατικών τον αποκαλούν "ο Πρίγκηψ των 
Ερασιτεχνών"!).   Αυτό δεν είναι, πάντως, κάτι ασυνήθιστο για την εποχή 
του, στην οποία δεν υπήρχε το επάγγελµα του µαθηµατικού µε οποιαδήποτε 
επίσηµη έννοια ή αναγνώριση. H δύναµη της ιδιοφυίας του Fermat ήταν 
τόση, ώστε να βάλει τη σφραγίδα του σε πολλές περιοχές των µαθηµατικών, 
αλλά και στη φυσική, κυρίως στην οπτική, όπου η οµώνυµη Αρχή αποτελεί 
πλέον ένα γενικό εργαλείο µελέτης της κυµατικής κίνησης. 
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1665) δεν είχε, κατ' αρχήν, κάποιο σοβαρό ενδιαφέρον για την Οπτική. Η αρχική 
συµβολή του, το 1637, ήταν µια κριτική των επιχειρηµάτων του Descartes, τα οποία 
δεν εύρισκε καθόλου πειστικά. 
 

Ο Fermat επανήλθε στη µελέτη 
του προβλήµατος της διάθλασης 
το 1657, µε αφορµή ένα γράµµα 
του Martin Cureau de la 
Chambre. Ο τελευταίος του 
ζητούσε να διαβάσει και να 
σχολιάσει το βιβλίο του "La 
Lumière", στο οποίο εισήγαγε 
την (ελληνική, όπως είδαµε) ιδέα 
των µεταβολικών νόµων ("η 
φύση ενεργεί πάντοτε κατά 
βέλτιστο τρόπο"), και εφάρµοζε 
την Αρχή του Ελαχίστου ∆ρόµου 
του Ήρωνος για να παράγει το 
νόµο της ανάκλασης. Ο Fermat 
ενδιαφέρθηκε κυρίως για το 
µαθηµατικό µέρος της Αρχής του 

Ελαχίστου ∆ρόµου, και αποφάσισε να την χρησιµοποιήσει για να δώσει µια απόδειξη 
και για το νόµο της διάθλασης. Ο σκοπός του ήταν να παράγει µια απόδειξη ελεύθερη 
από τα σκοτεινά σηµεία που είχε η "απόδειξη" του Descartes. Το κύριο πρόβληµα 
που είχε να αντιµετωπίσει ήταν προφανές. Βλ. Σχήµα 1. Ο δρόµος ΠΒ∆, που 
ακολουθεί η διαθλώµενη ακτίνα, δεν συµµορφώνεται προς την Αρχή του Ελαχίστου 
∆ρόµου. Εδώ ακριβώς έγκειται η µεγάλη συµβολή του Fermat. ∆ιαισθάνθηκε ότι η 
ισχύς της Αρχής του Ελαχίστου µπορεί να αποκατασταθεί αν επιλέξουµε ένα άλλο 
µέγεθος προς ελαχιστοποίηση. (Μην ξεχνάµε ότι ο Fermat ήταν τότε ο µόνος ίσως 
µαθηµατικός που µπορούσε να υπολογίζει ακρότατα συναρτήσεων!). Το επιχείρηµά 
του ήταν ότι ο δρόµος Β∆, που διανύει η ακτίνα στο δεύτερο µέσο, πρέπει να 
"αναχθεί" σε ισοδύναµο δρόµο στο πρώτο µέσο, πολλαπλασιάζοντάς τον µε το λόγο 
των "οπτικών αντιστάσεων" των δύο µέσων. Θεωρώντας τις "οπτικές αντιστάσεις" 
αντιστρόφως ανάλογες προς τις ταχύτητες διάδοσης του φωτός στα δύο µέσα, 
οδηγήθηκε ουσιαστικά στο να αντικαταστήσει το µήκος του δρόµου που διανύει η 
φωτεινή ακτίνα, από το χρόνο που απαιτείται για να διαδοθεί το φως από την πηγή Π 
στο δέκτη ∆. Στη συνέχεια, βρίσκοντας τη συνθήκη ελαχιστοποίησης(16) της 
ποσότητας αυτής, κατέληξε στο "νόµο του ηµιτόνου" για τη διάθλαση. Οι 
υπολογισµοί του ανακοινώθηκαν µε υπερηφάνεια στον Martin Cureau, µε γράµµα του 
την 1 Ιανουαρίου του 1658. 

                                                                                                                                            
Οι συµβολές του στη φυσική ήταν µάλλον περιστασιακές, και αναφέρονται στη γεωστατική, στη 
µηχανική, και στην οπτική. Σηµαντικώτερη είναι η συµβολή του στην οπτική, όπου διετύπωσε την 
"Αρχή του Ελαχίστου Χρόνου", βασική αρχή της σύγχρονης κυµατικής, η οποία αναπτύσσεται 
εκτενώς στο κυρίως κείµενο. Μεγάλο µέρος από το έργο του Fermat περιέχεται σε γράµµατα προς τους 
φίλους του, µε τα οποία απαντούσε σε σχετικά ερωτήµατά τους. Ας σηµειωθεί ότι ελάχιστα από τα 
έργα του δηµοσιεύθηκαν όσο ζούσε, και αυτά µετά από επίµονη απαίτηση των φίλων του. Την πρώτη 
συλλογή και έκδοση των έργων του επιµελήθηκε ο γιος του Samuel Fermat, µετά το θάνατό του. Ο 
Pierre de Fermat πέθανε το 1665. 
(16) Ουσιαστικά τη συνθήκη στασιµότητας. Ας σηµειωθεί ότι οι µεταβολικές αρχές δεν είναι πάντοτε 
αρχές ελαχίστου ή µεγίστου. Σήµερα ξέρουµε ότι σε πολλές περιπτώσεις είναι απλώς συνθήκες 
στασιµότητας ενός κατάλληλα επιλεγµένου συναρτησιακού. 

 
*  Π 

Β 

in θ 

rfr θ 
∆ 

 
Σχήµα 1 (3.3.2): ∆ιάθλαση του φωτός σε 

επίπεδη διεπιφάνεια 
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Σύµφωνα µε τα παραπάνω, µπορούµε να συνοψίσουµε την "Αρχή του Fermat" ή 
"Αρχή του Ελαχίστου Χρόνου", ως εξής: 
 
                   "Το διαθλώµενο φως ακολουθεί διαδροµές ελαχίστου χρόνου". 
 
Η Αρχή του Fermat ενέχει τους χαρακτήρες της εγγενούς γενικότητας και απλότητας 
που επισηµάναµε και για την Αρχή του Ήρωνος, και µάλιστα σε µεγαλύτερο βαθµό. 
Και τούτο διότι: (i) Αν και διατυπώθηκε ως νόµος της διάθλασης, περιέχει και την 
Αρχή του Ελαχίστου ∆ρόµου ως ειδική περίπτωση, όταν έχουµε διάδοση σε ένα µόνο 
µέσον. Αρα ισχύει τόσο για την ανάκλαση όσο και για τη διάθλαση. (ii) ∆ιατηρεί την 
απλότητά της (αλλά και την ισχύ της!) και σε πιο πολύπλοκα συστήµατα, στα οποία 
συµβαίνουν πολλαπλές ανακλάσεις και διαθλάσεις. (iii) Γενικεύεται άµεσα (και 
ισχύει) και στην περίπτωση ανοµοιογενών µέσων, δηλαδή µέσων στα οποία η 
ταχύτητα διάδοσης του φωτός µεταβάλλεται κατά γενικό τρόπο από θέση σε θέση. Τα 
ανωτέρω συνοψίζονται στην ακόλουθη διατύπωση: 
 

"Κάθε ακτίνα που συνδέει µια φωτεινή πηγή Π µε ένα δέκτη ∆, ακολουθεί 
εκείνο το δρόµο, δια του οποίου ο χρόνος που χρειάζεται το φως για να 
φθάσει από την πηγή στο δέκτη καθίσταται ελάχιστος", 

 
ή, ακόµη πιο συνοπτικά, 
 

"Το φώς ακολουθεί διαδροµές ελαχίστου χρόνου". 
 
Στις ανωτέρω διατυπώσεις δεν αναφέρεται τίποτε για ανακλάσεις, διαθλάσεις ή για 
τις ιδιότητες των µέσων δια των οποίων διαδίδεται το φως. Αυτό δεν αποτελεί 
παράλειψη ή ελλειπτικό λόγο. Οφείλεται στο γεγονός ότι η Αρχή του Ελαχίστου 
Χρόνου ισχύει για κάθε δυνατή οπτική διάταξη (οπτικό σύστηµα). Ας σηµειωθεί ότι, 
µε αυτή τη γενικότητα, η Αρχή του Ελαχίστου Χρόνου δεν αποδείχθηκε (ούτε 
εξετάσθηκε) από το Fermat. Είναι αποτέλεσµα που επαληθεύθηκε, πειραµατικά και 
θεωρητικά, πολύ αργότερα. Η µόνη πρόνοια που πρέπει να ληφθεί εφαρµόζοντας την 
ανωτέρω αρχή είναι ότι η συνθήκη ελαχιστοποίησης πρέπει να νοείται ως προς 
γειτονικές µεταξύ τους διαδροµές, οι οποίες περνούν από τα ίδια µέσα και 
παρουσιάζουν τον ίδιο αριθµό ανακλάσεων και διαθλάσεων. Αναζητούµε δηλαδή 
τα τοπικά ακρότατα (ή σηµεία στασιµότητας) του συναρτησιακού του χρόνου. Ενα 
εξαιρετικά  ενδιαφέρον γεγονός, το οποίο στηρίζει περαιτέρω την Αρχή του Fermat 
ως γενικό νόµο, είναι το ότι διαφορετικά τοπικά ακρότατα (ή σηµεία στασιµότητας) 
του συναρτησιακού του χρόνου, αντιστοιχούν σε διαφορετικούς δρόµους διάδοσης, οι 
οποίοι όντως λαµβάνουν χώρα στη φύση! 
 
Απόδειξη του νόµου της διάθλασης από την Αρχή του Ελαχίστου Χρόνου: Θα 
δώσουµε τώρα την απόδειξη του νόµου του Snell από την Αρχή του Ελαχίστου 
Χρόνου, ακολουθώντας ουσιαστικά τη γραµµή σκέψης του Fermat, αλλά 
χρησιµοποιώντας σύγχρονη µαθηµατική ορολογία. 
 
Θεωρούµε δυο µέσα 1 και 2, τα οποία χωρίζονται από µια επίπεδη διεπιφάνεια )(δ . 
Οι ταχύτητες διάδοσης του φωτός (της κυµατικής διαταραχής, γενικώτερα) στα δύο 
µέσα είναι 1c  και 2c , αντιστοίχως. Βλ. Σχήµα 2. Εστω ∆AB  η διαθλώµενη ακτίνα, 
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1 

και 11 ∆,A  οι προβο-λές της πηγής A  και του δέκτη ∆  πάνω στη διεπιφάνεια )(δ . 
Θέτουµε (βλ. και Σχήµα 2) 
 
 11∆A=ℓ ,     11 AAd = ,    12 ∆∆=d , 
και 
 BAx 1= . 
 
Προφανώς, ο προσδιορισµός της ακριβούς διαδροµής της διαθλώµενης ακτίνας 
ισοδυναµεί µε τον προσδιορισµό του µήκους x . 
 
Ο χρόνος διάδοσης της διαταραχής από την πηγή A  στο δέκτη ∆  εκφράζεται από τη 
σχέση: 
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Σχήµα 2 (3.3.2): Εφαρµογή της Αρχής του Ελαχίστου Χρόνου στη διάθλαση του 

φωτός. 
 
Παραγωγίζοντας ως προς x , η ανωτέρω σχέση µας δίδει 
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Η συνθήκη στασιµότητας του χρόνου )(xtt =  ως προς x  είναι 
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Η συνθήκη (3), µε τη βοήθεια και του Σχήµατος 2, γράφεται επίσης στη µορφή 
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η οποία δεν είναι παρά ο νόµος του Snell! Βλέπουµε λοιπόν ότι η συνθήκη 
στασιµότητας του συναρτησιακού του χρόνου είναι ισοδύναµη µε το νόµο του 
Snell. Άρα, δεν είναι η συνθήκη ελαχιστοποίησης, αλλά η συνθήκη στασιµότητας του 
χρόνου διάδοσης, η οποία ενδιαφέρει, προκειµένου να καταλήξουµε στο νόµο της 
διάθλασης. Αυτό είναι µια γενικότερη παρατήρηση, η οποία οδηγεί στη γενίκευση της 
Αρχής του Ελαχίστου Χρόνου, ως Αρχής του Στασίµου Χρόνου. Ας σηµειωθεί ότι 
υπάρχουν πράγµατι περιπτώσεις όπου η ακτίνα διάδοσης δεν αντιστοιχεί σε διαδροµή 
ελαχίστου χρόνου, πάντοτε όµως αντιστοιχεί σε διαδροµή στασίµου χρόνου. 
 
Μελετώντας τη δεύτερη παράγωγο του )(xt , µπορούµε να αποδείξουµε ότι, στην 
προκειµένη περίπτωση, το σηµείο στασιµότητας (που αντιστοιχεί στο νόµο του Snell) 
είναι σηµείο ελαχίστου του συναρτησιακού του χρόνου. Πράγµατι, παραγωγίζοντας 
τα δύο µέλη της σχέσης (2), βρίσκουµε 
 

 0
))(()(

)(
2322

22

2
2

2322
11

2
1 >

−+
+

+
=′′

// xdc

d

xdc

d
xt

ℓ
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πράγµα που αποδεικνύει ότι το σηµείο στασιµότητας, δηλαδή η λύση της εξίσωσης 

0)( =xt' , είναι σηµείο ελαχίστου του συναρτησιακού του χρόνου.  
 
Επί προσθέτως, η σχέση (5) εξασφαλίζει ότι η συνάρτηση )(xt'  είναι αυστηρώς 
αύξουσα, και άρα η λύση ως προς x  της εξίσωσης (3) είναι µοναδική.  
 
Άσκηση: Έστω ότι στη διάταξη του Σχήµατος 2 γνωρίζουµε τις αποστάσεις ℓ,, 21 dd , 

και τις ταχύτητες διάδοσης 21 cc , . Να προσδιορισθεί η ακτίνα που συνδέει την πηγή 
A  µε το δέκτη ∆ . 
Υπόδειξη: ∆εδοµένου ότι τα τµήµατα ΑΒ και Β∆ της ακτίνας είναι ευθύγραµµα, αρκεί 
να προσδιορίσουµε το σηµείο Β. Υψώνοντας στο τετράγωνο τα δύο µέλη της (3) 
φθάνετε σε µια πλήρη εξίσωση τετάρτου βαθµού. Εναλλακτικά, µπορείτε να θέσετε 

yx =−ℓ  και να οδηγηθείτε σε ένα σύστηµα ως προς x  και y . Ο δεύτερος τρόπος 
διευκολύνει τη γραφική επίλυση. 
Παρατήρηση: Οπως βλέπουµε από τα ανωτέρω, το πρόβληµα του προσδιορισµού 
της ακτίνας που συνδέει την πηγή µε ένα δεδοµένο δέκτη (ιδιοακτίνα, eigenray), είναι 
δυσκολότερο από το πρόβληµα του προσδιορισµού της πορείας µιας ακτίνας που 
ξεκινάει από την πηγή µε δεδοµένη κατεύθυνση. Αυτό συµβαίνει στις περισσότερες 
περιπτώσεις, και αντιµετωπίζεται συνήθως ως εξής: σχεδιάζουµε µια δέσµη ακτίνων 
και επιλέγουµε εκείνη που περνά (κοντά) από το δέκτη. Το σηµείο αυτό θα συζητηθεί 
εν εκτάσει αργότερα. 
 
Πρόβληµα: [∆ιάδοση µέσω διάθλασης σε άλλο µέσο (refraction arrival paths)]. Ας 
θεωρήσουµε το σύστηµα που εικονίζεται στο Σχήµα 3. Τώρα, η πηγή Α και ο δέκτης 
∆ βρίσκονται στον ίδιο ηµίχωρο 1, όπου η ταχύτητα διάδοσης του κύµατος έχει τιµή 

1c , και απέχουν αποστάσεις 11 AAd =  και 12 ∆∆=d , αντιστοίχως από τη διεπιφάνεια 

(δ). Η ταχύτητα διάδοσης του κύµατος στον ηµίχωρο 2 είναι 12 cc > . Επί 
παραδείγµατι, µπορούµε να θεωρήσουµε ότι το διαδιδόµενο κύµα είναι ακουστικό, 
στον ηµίχωρο 1 υπάρχει αέρας ( sec/mc 3301 = ), και στον ηµίχωρο 2 υπάρχει νερό 

(θάλασσα, sec/mc 15002 = ). Προφανώς, η κυµατική διαταραχή µπορεί να φθάσει 
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στο δέκτη ∆  µε δύο τρόπους (µέσω δύο ακτίνων): (i) διάδοση απ’ ευθείας, ακτίνα 
∆A , (ii) διάδοση µέσω ανάκλασης στη διεπιφάνεια (δ), ακτίνα ΑΒ∆. Αν υποθέσουµε 

ότι δεν υπάρχουν άλλοι τρόποι (ακτίνες) διάδοσης, τότε, αν τοποθετήσουµε µεταξύ 
της πηγής Α και του δέκτη ∆ ένα (ηχοαπορροφητικό) διάφραγµα, όπως αυτό που 
εικονίζεται στο Σχήµα 3, θα εµποδίζεται η λήψη του ακουστικού σήµατος στο δέκτη 
∆, (τουλάχιστον εάν το µήκος κύµατος είναι πολύ µικρότερο από το ύψος του 
διαφράγµατος, ώστε να µη συµβαίνει περίθλαση). Κάτι τέτοιο δεν συµβαίνει όµως 
στην πραγµατικότητα! Το σήµα λαµβάνεται και όταν υπάρχει διάφραγµα, εκτός εάν 
αυτό βρίσκεται πολύ κοντά στην πηγή ή πολύ κοντά στο δέκτη. Πώς µπορούµε να 
εξηγήσουµε αυτό το φαινόµενο? 
 
Λύση: Στο Σχήµα 4 φαίνεται ένας άλλος πιθανός τρόπος (πιθανή ακτίνα) διάδοσης: 
Το κύµα εισέρχεται, σε κάποια θέση 1B  στο µέσο 2, οδεύει στο µέσον αυτό ως το 

σηµείο 2B , και στη συνέχεια διαθλάται και πάλι, εισέρχεται ξανά στο µέσον 1, και 
φθάνει στο δέκτη ∆ . ∆ύο αλληλένδετα ερωτήµατα προκύπτουν, εν προκειµένω: 
 

• Μπορούµε να προσδιορίσουµε τα σηµεία 1B  και 2B ? 

• Προβλέπεται η ακτίνα ∆21BAB  από την αρχή του Fermat? 
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Σχήµα 3 (3.3.2): Πηγή και δέκτης πάνω από διεπιφάνεια: (i) διάδοση απ’ ευθείας, 
ακτίνα ∆A , (ii) διάδοση µέσω ανάκλασης στη διεπιφάνεια, ακτίνα 
ΑΒ∆. 

 
Για να εξετάσουµε τα ερωτήµατα αυτά θα µελετήσουµε το χρόνο διάδοσης )( yxt ,  

που αντιστοιχεί στην ακτίνα ∆21BAB , ως συνάρτηση των αγνώστων µηκών 11BAx =  

και 2 1y B ∆= : 
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όπου 11∆A=ℓ . Παραγωγίζοντας τη σχέση (α) ως προς x  και y , και µηδενίζοντας τις 
πρώτες παραγώγους, βρίσκουµε τη συνθήκη στασιµότητας: 
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Με τη βοήθεια και του Σχήµατος 4, βλέπουµε ότι οι σχέσεις (β.1), (β.2) γράφονται, 
ισοδυνάµως, στη µορφή 
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Άρα, εφ’ όσον 121 <cc / , υπάρχουν πράγµατι οξείες 21 θθ , , οι οποίες ορίζουν την 

ακτίνα ∆21BAB , και οι οποίες καθιστούν το συναρτησιακό του χρόνου στάσιµο. Επί 
πλέον, µελετώντας τις δεύτερες παραγώγους του συναρτησιακού (της συνάρτησης) 

)( yxt , , εύκολα διαπιστώνουµε ότι  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σχήµα 4 (3.3.2): Πηγή και δέκτης πάνω από διεπιφάνεια: ∆ιάδοση µέσω ακτίνας που 

οδεύει για ένα διάστηµα κάτω από τη διεπιφάνεια. 
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εκ των οποίων προκύπτει ότι το σηµείο στασιµότητας είναι και σηµείο ελαχίστου. 
Τέλος, στην περίπτωση αυτή, βλέπουµε ότι η κατασκευή της ιδιοακτίνας ∆21BAB  
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είναι άµεση, είτε µε τη βοήθεια των γωνιών 21 θθ , , είτε υπολογίζοντας τα µήκη x  και 
y , από τις εξισώσεις (β.1) και (β.2). 
 
∆ιερεύνηση:  
1. Εύκολα διαπιστώνουµε ότι αν το ηχοαπορροφητικό διάφραγµα τοποθετηθεί πολύ 

κοντά στην πηγή A  ή πολύ κοντά στο δέκτη ∆  (ακριβέστερα, σε απόσταση x<  
από την πηγή, ή σε απόσταση y<  από το δέκτη), τότε και αυτή η ακτίνα θα 
προσκρούσει στο διάφραγµα και θα απορροφηθεί. 

2. Για να έχει νόηµα η ανωτέρω λύση/κατασκευή, θα πρέπει ℓ>+ yx . 
Υπολογίζοντας τα x  και y  από τις σχέσεις (β.1,2), η ανωτέρω συνθήκη παίρνει τη 
µορφή: 
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3.3.3  Σύγχρονη διατύπωση της Αρχής των Ήρωνος-Fermat.  
  Η Αρχή του Στασίµου Χρόνου 
 
Παρά το ότι τόσο ο Ήρων όσο και ο Fermat διετύπωσαν τις οµώνυµες Αρχές 
Ελαχίστου ασχολούµενοι µε προβλήµατα οπτικής, η Αρχή του Ελαχίστου Χρόνου, 
γενικευµένη ως Αρχή του Στασίµου Χρόνου, ισχύει πολύ γενικότερα, σε κάθε 
περίπτωση κυµατικής κίνησης όπου ορίζεται (έχει νόηµα) η ακτίνα διάδοσης του 
κύµατος. Αυτό συµβαίνει όταν το µήκος κύµατος είναι πολύ µικρότερο από τις 
διαστάσεις των εµποδίων και, ταυτόχρονα, οι ιδιότητες του µέσου δια του οποίου 
διαδίδεται το κύµα µεταβάλλονται αργά ως προς το µήκος κύµατος. 
 
Η ισχύς της Αρχής του Στασίµου χρόνου για τα διάφορα είδη κυµάτων (π.χ., 
ακουστικά, υδάτινα, ελαστικά, ηλεκτροµαγνητικά) µπορεί να αποδειχθεί ξεκινώντας 
κάθε φορά από τις συγκεκριµένες εξισώσεις που διέπουν τα αντίστοιχα φαινόµενα 
(π.χ., τις εξισώσεις του Euler για τα ακουστικά και υδάτινα κύµατα, τις εξισώσεις του 
Maxwell για τα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα, κ.λπ.). Με αυτό τον τρόπο µπορούµε να 
δούµε µε σαφήνεια τις ακριβείς προϋποθέσεις, υπό τις οποίες ισχύει η Αρχή αυτή 
(υψίσυχη περιοχή ή, ισοδυνάµως, σχετικώς µικρά µήκη κύµατος, όπως αναφέρθη 
ανωτέρω). Από την άλλη µεριά, η Αρχή του Στασίµου Χρόνου µπορεί να διατυπωθεί 
και να αξιοποιηθεί για την παραγωγή εξισώσεων που ορίζουν τις ακτίνες διάδοσης 
των κυµάτων, ανεξαρτήτως του είδους των κυµάτων και των συγκεκριµένων 
δυναµικών εξισώσεων που τα διέπουν. Με την έννοια αυτή η Αρχή του Στασίµου 
Χρόνου έχει ένα αυτόνοµο χαρακτήρα και µια γενικότητα που υπερβαίνει τις επί 
µέρους µαθηµατικές µοντελοποιήσεις των διαφόρων κυµατικών προβληµάτων. Είναι 
µια γενική "Ερµηνεύουσα Αρχή", που της αξίζει το status ενός γενικού νόµου της 
κυµατικής. 
 
-  Φραστική διατύπωση της Αρχής του Στασίµου Χρόνου σε ανοµοιογενή µέσα 
 
Στο υποεδάφιο αυτό θα ξεκινήσουµε από τη γενική (φραστική) διατύπωση της Αρχής 
του Στασίµου Χρόνου, σύµφωνα µε την οποία  
 

"Τα κύµατα οδεύουν ακολουθώντας διαδροµές στασίµου χρόνου", 
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και θα καταλήξουµε, εφαρµόζοντας τεχνικές του Λογισµού των Μεταβολών, στις 
διαφορικές εξισώσεις που ορίζουν τις ακτίνες διάδοσης των κυµάτων. Η όλη 
ανάπτυξη θα γίνει κατά τέτοιο τρόπο, ώστε τα αποτελέσµατά µας να ισχύουν για κάθε 
είδους κύµα. Μόνη προϋπόθεση είναι η έννοια της ακτίνας να έχει νόηµα. 
 
Εστω D  µια περιοχή του χώρου στην οποία διαδίδεται µια κυµατική διαταραχή. 
Στην περιοχή D  υποτίθεται ότι υπάρχει το κατάλληλο µέσο δια του οποίου 
διαδίδεται το θεωρούµενο κύµα. (Ας µην ξεχνάµε βέβαια ότι τα ηλεκτροµαγνητικά 
κύµατα διαδίδονται και στο κενό). Το µέσον µπορεί να είναι οµογενές, ή 
ανοµοιογενές µε συνεχώς ή ασυνεχώς κατανεµηµένες παραµέτρους. Η µοναδική 
παράµετρος που µας ενδιαφέρει εδώ είναι η (τοπική) ταχύτητα διάδοσης της 
κυµατικής διαταραχής )( Mcc = , σε κάθε σηµείο )( 321 xxxM ,,=  του χωρίου 

D . 
 
Ας θεωρήσουµε ότι η κυµατική διαταραχή ξεκινάει (ή περνάει) από το σηµείο 0M  

(βλ. Σχήµα 1) και, µετά από κάποιο χρόνο, φθάνει στο σηµείο 1M . Η Αρχή του 
Στασίµου Χρόνου εξειδικεύεται για τη διάδοση µεταξύ των σηµείων 0M   και 1M  ως 

εξής: 
 

"Η κυµατική διαταραχή οδεύει από το σηµείο 0M  στο σηµείο 1M  µέσω 

εκείνου του δρόµου ο οποίος καθιστά στάσιµο το χρόνο διάδοσης" 
 
ή, ισοδυνάµως, 
 

"Η ακτίνα που συνδέει τα σηµεία 0M , 1M   είναι εκείνη η διαδροµή που 

καθιστά το χρόνο διάδοσης στάσιµο". 
 
Η στασιµότητα εξετάζεται ως προς γειτονικές µεταξύ τους διαδροµές. Προσοχή! 
Μπορεί να υπάρχουν πολλές ακτίνες που ικανοποιούν την Αρχή του Στασίµου 
Χρόνου! Το … ευτυχές αυτό γεγονός θα συζητηθεί εκτενώς στη συνέχεια. 
 
-  Μαθηµατική διατύπωση της Αρχής του Στασίµου Χρόνου σε ανοµοιογενή µέσα 
 
Ας δούµε τώρα πως "µεταφράζεται" µαθηµατικά ή ανωτέρω αρχή. Το πρώτο βήµα 
είναι, προφανώς, να εκφράσουµε µαθηµατικά την ποσότητα η οποία πρέπει να 
στασιµοποιηθεί, δηλαδή το χρόνο διάδοσης της κυµατικής διαταραχής. 
 
Εστω γ  µια οποιαδήποτε καµπύλη που συνδέει τα σηµεία 0M  και 1M , 

παραµένουσα διαρκώς µέσα στο χώρο διάδοσης D . Αν ds είναι το στοιχειώδες 
µήκος τόξου επί της γ  και dt  είναι ο χρόνος στον οποίο η διαταραχή διατρέχει το 
ds, τότε προφανώς )( Mcdsdt /= . Ο χρόνος που απαιτείται ώστε η κυµατική 

διαταραχή να διαδοθεί από το σηµείο oM  έως το σηµείο 1M , αν υποθέσουµε ότι η 

διάδοση γίνεται δια της καµπύλης γ , υπολογίζεται αθροίζοντας τους χρόνους dt , 
δηλαδή ολοκληρώνοντας κατά µήκος της καµπύλης γ : 
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Αν θεωρήσουµε διάφορες καµπύλες που συνδέουν τα σηµεία 0M  και 1M , το 

ολοκλήρωµα (1) θα µας δώσει διαφορετικές τιµές για το χρόνο διάδοσης. Προσοχή! 
Οι διαφορές αυτές δεν οφείλονται µόνο στη διαφορά του µήκους των διαδροµών, 
αλλά και στο γεγονός ότι η ταχύτητα διάδοσης έχει διαφορετικές τιµές πάνω σε 
διαφορετικές διαδροµές.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Σχήµα 1 (3.3.3): ∆ιαδροµές που συνδέουν τα σηµεία 0M  και 1M . 

 
Η σχέση (1) ορίζει µία απεικόνιση µε πεδίο ορισµού ένα κατάλληλο σύνολο 
καµπυλών, και πεδίο τιµών τους θετικούς αριθµούς: σε κάθε καµπύλη γ  
αντιστοιχίζεται η πραγµατική τιµή )(γτ . Με άλλα λόγια, η σχέση (1) ορίζει ένα 
συναρτησιακό (functional), το οποίο θα ονοµάζουµε και συναρτησιακό του χρόνου ή 
συναρτησιακό του Fermat. Πριν προχωρή-σουµε, είναι σκόπιµο να περιγράψουµε µε 
σαφήνεια το "κατάλληλο" σύνολο των διαδροµών (καµπυλών) γ  επί του οποίου 

ορίζεται το συναρτησιακό του χρόνου ( )τ γ . Το σύνολο αυτό πρέπει να είναι αρκετά 

γενικό, ώστε να περιλαµβάνει όλες τις φυσικά ενδιαφέρουσες περιπτώσεις, αλλά και 
καταλλήλως περιορισµένο, ώστε να έχει νόηµα το ολοκλήρωµα (1).  
 
Ορισµός 1 [Πεδίον ορισµού του συναρτησιακού του χρόνου]:  ∆οθέντων: (i) ενός 
χωρίου D  εντός του οποίου (υποτίθεται ότι) λαµβάνει χώρα η κυµατική διάδοση, και 
(ii) δύο σηµείων 0 1M , M D∈ , θεωρούµε το σύνολο των κατά τµήµατα λείων 

καµπυλών οι οποίες κείνται εξ ολοκλήρου εντός του D D D= ∂∪ , και έχουν ως 

ακραία σηµεία (αρχή, πέρας) τα 0M , 1M . Το σύνολο αυτό, το οποίο  θα 

συµβολίζουµε ως 1
0 1( )SectionallyD;M ,M ; CD , λαµβάνεται (τίθεται) ως το πεδίου 

ορισµού του συναρτησιακού του χρόνου ( )τ γ , εξίσωση (1). ❚ 

 

ds 

0M  

0s  
1M  

2γ  

1γ

s  

D 
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Παρατήρηση 1: Το συναρτησιακό (1) µπορεί να ορισθεί και σε ευρύτερο σύνολο 
καµπυλών (π.χ. τις καµπύλες των οποίων η κλίση είναι συνάρτηση φραγµένης 
κυµάνσεως). Η επέκταση αυτή δεν θα θεωρηθεί εδώ γιατί δεν παρουσιάζει ιδιαίτερο 
ενδιαφέρον από φυσική άποψη.  
 
Παρατήρηση 2: ∆εδοµένου ότι το συναρτησιακό )(γτ , εξίσωση (1), εξαρτάται και 

από το πεδίο ταχύτητας ( )c x , είναι προφανές ότι, για να είναι καλώς ορισµένο, 

απαιτείται και ο καθορισµός συνθηκών λειότητας για το πεδίο ( )c x . Η συνήθης 

συνθήκη, η οποία καλύπτει τις φυσικά ενδιαφέρουσες περιπτώσεις, είναι ότι το πεδίο 

ταχύτητας ( )c x  είναι κατά τµήµατα 1C  στο D . 

 
Παρατήρηση 3: Στα πλαίσια της µαθηµατικής µελέτης του συναρτησιακού του 
χρόνου είναι συχνά σηµαντικό να διακρίνουµε την περίπτωση των λείων διαδροµών 
(διάδοσης της κυµατικής διαταραχής) από την περίπτωση των κατά τµήµατα λείων 
διαδροµών. Για το λόγο αυτό θεωρούµε επίσης το ακόλουθο γνήσιο υποσύνολο του 

1
0 1( )SectionallyD;M ,M ; CD , επί του οποίου θα περιορίζουµε το συναρτησιακό του 

χρόνου σε ορισµένες περιπτώσεις:  
 

{ }1 1
0 1 0 1( ) = ( ):Strictly SectionallyD;M ,M ; C D;M ,M ; Cγ γ ειναι λεια∈D D .  

 
Παρατήρηση 4: Σηµειώνουµε εδώ ότι στην περίπτωση των λείων διαδροµών, 
δηλαδή όταν το συναρτησιακό )(γτ  θεωρείται ορισµένο στο 

1
0 1( )StrictlyD;M ,M ; CD , το πεδίο ταχύτητας ( )c x  θεωρείται κατά κανόνα λείο: 

( ) ( )1c C D∈x . Η απαίτηση αυτή συνδέεται µε το φυσικό γεγονός της διάθλασης, 

σύµφωνα µε την οποία ακτίνες που προσπίπτουν πλαγίως (όχι κάθετα) σε επιφάνειες 
ασυνέχειας της ( )c x  χάνουν τη λειότητά τους. 

 
Έχοντας ορίσει µε αρκετή αυστηρότητα το συναρτησιακό του χρόνου )(γτ  και το 
πεδίο ορισµού του, προχωρούµε στο επόµενο βήµα για τη µαθηµατικοποίηση της 
Αρχής του Στασίµου Χρόνου, το οποίο είναι να κατανοήσουµε την έννοια της 
στασιµότητας του )(γτ . Ας θεωρήσουµε, προς στιγµήν, ότι η καµπύλη 

1
0 1( )SectionallyD;M ,M ; Cγ ∈D , περιγράφεται µε τη βοήθεια πεπερασµένου πλήθους 

παραµέτρων, έστω των  Nnan ,..,,, 21= . Τότε η ποσότητα ))(()( aγτγτ = , 

)( 21 Naaa ,...,,=a , µπορεί να νοηθεί ως µια συνάρτηση ))(()( aa γτ== ϕϕ , των 

N  µεταβλητών Naaa ,...,, 21 . Στην περίπτωση αυτή, η έννοια της στασιµότητας 

είναι ήδη γνωστή από το ∆ιαφορικό Λογισµό συναρτήσεων πολλών µεταβλητών. 
Υπενθυµίζουµε δύο (σχεδόν) ισοδύναµους ορισµούς: 

 
Ορισµός 2: Η συνάρτηση )(⋅ϕ  είναι στάσιµη στη θέση a  αν και µόνον αν για κάθε 

a~  γειτονικό του a , δηλαδή τέτοιο ώστε η απόσταση aaaa −= ~,~ )(d  να είναι 

επαρκώς µικρή, ισχύει η σχέση  
 

              
2

( ) ( ) ( )Oϕ ϕ= + −a a a aɶ ɶ .      ❚                                          (2α) 
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Ισοδύναµος µε τον ανωτέρω ορισµό είναι ο ακόλουθος, υπό την προϋπόθεση ότι η 
συνάρτηση )(⋅ϕ  είναι παραγωγίσιµη. 

 
Ορισµός 2': Η (παραγωγίσιµη) συνάρτηση )(⋅ϕ  είναι στάσιµη στη θέση a  αν και 
µόνον αν  

 

0
)(

0)( =
∂
∂

⇔=∇
na
a

a
ϕ

ϕ ,      Nn ,...,,21= .  ❚                   (2β) 

 
Πώς όµως πρέπει να νοηθεί η στασιµότητα του )(γτ  στη γενική περίπτωση µιας 
καµπύλης γ  που εξαρτάται από απείρου πλήθους παραµέτρους? Είναι φανερό ότι για 
να προχωρήσουµε εν προκειµένω πρέπει να εισάγουµε µια κατάλληλη µαθηµατική 
δοµή στο σύνολο των καµπυλών που µας ενδιαφέρουν, έτσι ώστε να µπορούµε να 
ποσοτικοποιήσουµε τις µεταβολές του )(γτ  που προκύπτουν από µικρές µεταβολές 
της καµπύλης γ . Αυτό το βήµα συνδέεται στενά και µε την εισαγωγή µιας 
κατάλληλης έννοιας παραγώγου (κλίσεως, gradient) του συναρτησιακού )(γτ  ως 
προς γ . Αρχίζουµε µε τον ορισµό των γειτονικών καµπυλών. 
 
Ορισµός 3: ∆ύο καµπύλες 1

1 2 0 1( )Sectionally, D;M ,M ; Cγ γ ∈D  θα λέγονται γειτονικές 

εάν παρουσιάζουν τον ίδιο αριθµό ασυνεχειών και εάν, ταυτόχρονα, µπορεί να 
ορισθεί µια αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία µεταξύ των σηµείων τους τέτοια ώστε: (i) 
οι αποστάσεις των αντιστοίχων σηµείων να είναι µικρές, και (ii) τα µοναδιαία 
εφαπτόµενα διανύσµατα σε αντίστοιχα σηµεία να είναι γειτονικά. 
 
Ιδιαιτέρως, εάν οι καµπύλες 21 γγ ,  είναι (και οι δύο) λείες, δηλαδή όταν 

1
1 2 0 1( )Strictly, D;M ,M ; Cγ γ ∈D  και ισχύουν τα (i), (ii), ανωτέρω, θα λέµε ότι οι 

21 γγ ,  είναι λείες γειτονικές.            ❚ 
 
Στο Σχήµα 2 φαίνονται διάφορες διαδροµές που συνδέουν τα σηµεία 0M  και 1M . Εξ 

αυτών, οι 21 γγ ,  είναι γειτονικές διαδροµές, οι 43 γγ ,  είναι λείες γειτονικές 

διαδροµές, ενώ οι 65 γγ ,  δεν είναι γειτονικές διαδροµές, διότι η 5γ  έχει δύο 

ασυνέχειες (διαθλάσεις), ενώ η 6γ  καµία. 

 
Κάθε καµπύλη 1

0 1( )SectionallyD;M ,M ; Cγ ∈D  µπορεί να περιγραφεί παραµετρικά από 

µια εξίσωση της µορφής )(σxx =  ή, ισοδυνάµως,  
 
 )(11 σxx = , 

 )(22 σxx = ,                                                                                       (3) 

 )(33 σxx = , 

 
όπου η παράµετρος ][ 10 σσσ ,∈ , )( 00 σx=M  και )( 11 σx=M . Το στοιχειώδες 

µήκος ds της καµπύλης δίδεται από τη σχέση 
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 σdxxxdxdxdxds 2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1 )()()()()()( ɺɺɺ ++=++= ,              (4) 

 
όπου 321 ,,,/ == iddxx ii σɺ . ∆εδοµένου ότι )()( 321 x,x,xcMc = , το συναρτησιακό 

του χρόνου (1) γράφεται, µε τη βοήθεια της (4), στη µορφή: 
 

 σσ
σ

γτ
σ

σ

σ

σ

d
xxxc

xxx
d

c

σ

∫∫
++

==
1

0
)(

)()()(

))((

)(
)(

321

2
3

2
2

2
11

0
,,

ɺɺɺɺ

x

x
,            (5α) 

ή 

 ∫∫ ==
1

0

1

0

)())()(()( 321321

σ

σ

σ

σ

σσσσγτ dxxxxxxd ɺɺɺɺ ,,,,,, LL xx .            (5β) 

Η ολοκληρωτέα συνάρτηση στις ανωτέρω σχέσεις, δηλαδή η συνάρτηση 
 

 
)(

)()()(

))((

)(
))()((

321

2
3

2
2

2
1

xxxc

xxx

c

σ

,,
,

ɺɺɺɺ
ɺ

++
==

σ
σσ

x

x
xxL ,               (6) 

 
ονοµάζεται Langrangian συνάρτηση (ή, απλούστερα, Langrangian) του 
προβλήµατος. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σχήµα 2 (3.3.3): Γειτονικές και µη-γειτονικές διαδροµές που συνδέουν τα σηµεία 

10 M,M . 

 
Με τη βοήθεια της αναλυτικής αναπαραστάσεως (3) της καµπύλης γ , µετατρέψαµε 
το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα που εµφανίζεται στο δεξιά µέλος της (1), σε ένα 
συνηθισµένο ολοκλήρωµα στο διάστηµα ][ 10 σσ , , όπως φαίνεται στο δεξιά µέλος 

των σχέσεων (5). Αυτό διευκολύνει την ανάλυση που ακολουθεί, εισάγει όµως ένα 
πρόσθετο ερώτηµα. ∆εδοµένου ότι µια καµπύλη µπορεί να παραµετροποιηθεί µε 
πολλούς (άπειρους) τρόπους, µήπως η επιλογή µιας συγκεκριµένης 
παραµετροποίησης επηρεάζει την τιµή του συναρτησιακού του χρόνου )(γτ , όπως 

0M  

1γ  

2γ  

1M  
4γ  

6γ  
5γ  

3γ  
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αυτή εκφράζεται από τα ολοκληρώµατα των σχέσεων (5)? Ευτυχώς, όπως θα 
αποδείξουµε στη συνέχεια, µια τέτοια, απαράδεκτη από φυσική άποψη, κατάσταση 
δεν συµβαίνει!  
 
-  Αναλλοιωτότητα του συναρτησιακού του χρόνου ως προς την παραµετροποίηση 
των ακτίνων 

 
Η παραµετροποίηση (3) των εξισώσεων των ακτίνων είναι, κατ' αρχήν, αυθαίρετη. 
Μια οποιαδήποτε άλλη επιτρεπτή παράµετρος u  θα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί 
αντί της παραµέτρου σ , η οποία θα οδηγούσε σε διαφορετικές παραµετρικές 
εξισώσεις της ίδιας καµπύλης: 
 

 
( )
( ) ( )0 0 1 1

1 2 3i ix x u , i , , ,

M u , M u .

= =

= =x x

ɶ
                              (7) 

 
Υπενθυµίζουµε ότι δύο επιτρεπτές παραµετροποιήσεις µιας και της αυτής καµπύλης, 
µέσω των παραµέτρων σ  και u , οφείλουν να ικανοποιούν την ακόλουθη συνθήκη: 
 

Υπάρχει 1C  συνάρτηση ( )uσ ϕ= , τέτοια ώστε  

( ) ( ) ( )0 0 1 1 0u , u , uσ ϕ σ ϕ και ϕ ′= = >    για κάθε [ ]0 1u u ,u∈   .              (8) 

 
Η συνθήκη αναλλοιωτότητας του συναρτησιακού του χρόνου κάτω από επιτρεπτές 
αλλαγές της παραµετροποίησης των εξισώσεων των ακτίνων διατυπώνεται λοιπόν ως 
εξής: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0

1 2 3
1 2 3

dx dx dx
x ,x ,x , , , d

d d d

σ

σ

σ σ σ
σ σ σ σ

σ σ σ
 

= 
 ∫L  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0

1 2 3
1 2 3

u

u

dx u dx u dx u
x u ,x u ,x u , , , du

du du du

 
=  

 ∫L
ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ , 

 
η οποία θα γράφεται συνοπτικότερα στη µορφή: 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

u

i i
i i

u

dx dx u
x , d x u , du

d du

σ

σ

σ
σ σ

σ
   

=   
   ∫ ∫L L

ɶ
ɶ .   

   (9) 
 
Στη συνέχεια θα αποδείξουµε ότι η συνθήκη αναλλοιωτότητας (9) ισχύει για κάθε 
επιτρεπτή αλλαγή παραµέτρου, δηλαδή για κάθε αλλαγή παραµέτρου uσ →  η οποία 
ικανοποιεί τις συνθήκες (8). 
 
Είναι προφανές ότι η ισχύς της συνθήκης (9) εξαρτάται από τις ιδιότητες της 
Lagrangian συνάρτησης L , και δεν αναµένεται να ισχύει πάντοτε. Η καθοριστική 
ιδιότητα της Lagrangian, η οποία εξασφαλίζει την ισχύ της (9) είναι η ακόλουθη: 
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 ( ) ( )i i i ix ,ax a x ,x= Lɺ ɺL ,     για κάθε  RIa∈ ,              (10) 

 
δηλαδή ότι η συνάρτηση L  είναι οµογενής πρώτης τάξεως ως προς 1 2 3ix , i , ,=ɺ . 

Η ισχύς της συνθήκης (10) προκύπτει αµέσως, από τη µορφή (6) της Lagrangian του 
προβλήµατος. 
 
Το ακόλουθο Θεώρηµα απαντά πλήρως στο ερώτηµα αν και πότε ισχύει η συνθήκη 
αναλλοιωτότητας (9). 
 
Θεώρηµα [Weierstrass]:  Η συνθήκη αναλλοιωτότητας (9) ισχύει αν και µόνον αν η 
Langrangian ( )i ix ,xɺL  είναι οµογενής συνάρτηση πρώτης τάξεως ως προς 

1 2 3ix , i , ,=ɺ , δηλαδή αν και µόνον αν ισχύει η συνθήκη (10).         ❚ 

 
Απόδειξη: Θα αποδείξουµε µόνο την κατεύθυνση (10)⇒ (9) η οποία µας ενδιαφέρει 
εδώ. Έστω ( )uσ ϕ=  µια επιτρεπτή αλλαγή παραµετροποίησης των εξισώσεων των 

ακτίνων ( )σ=x x , η οποία ικανοποιεί τις συνθήκες (8). Στη νέα παραµετροποίηση 

οι εξισώσεις των ακτίνων παίρνουν τη µορφή 
 
 ( )( ) ( )i i ix x u x uϕ= = ɶ ,       1 2 3i , ,= , 

 
και, άρα 
 

 
( ) ( ) ( ) ( )( ) 1i i idx dx u dx udu

u
d du d du

σ
ϕ

σ σ
−

′= ⋅ = ⋅
ɶ ɶ

.                          (11) 

 
Τότε , έχουµε 
 

        ( ) ( )
1

0
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ό
i

i
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dx
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σ
Λ γω
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σ

σ
σ σ
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= 
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u

i
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u

dx u
x u , u u du
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 ∫L
ɶ
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( )( ) ( )
1

0

1
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u
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i
i

( )

u
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x , u u du
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λ γω

της
ϕ ϕ

−  ′ ′= ⋅ ⋅ ⋅ = 
 ∫L

ɶ
ɶ

1

0

u

i
i

u

dx
x , du

du
 
 
 ∫L

ɶ
ɶ , 

 
η οποία αποδεικνύει το ζητούµενο. 
 
- Πρώτη µεταβολή του συναρτησιακού του χρόνου όταν το πεδίο ( )c x  είναι λείο. 

Συνθήκη στασιµότητας 
 
Προχωρούµε τώρα στον υπολογισµό της µεταβολής του συναρτησιακού του χρόνου, 

)()( γτγτ −~ , που προκύπτει από τη µεταβολή γγ ~→ , όταν οι δύο καµπύλες 
)(σγ xx =:  και )(σγ xx ~~:~ =  είναι γειτονικές. Βλ. Σχήµα 3. Σε πρώτη φάση θα 

υποθέσουµε ότι οι καµπύλες αυτές είναι λείες γειτονικές, δηλαδή ότι οι παράγωγοι 
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)(σxɺ  και )(σxɺ~  ορίζονται για κάθε ][ 10 σσσ ,∈ , και ισχύει )(σxɺ ( ) 0σ⋅ ≠xɺɶ , οπότε 

το συναρτησιακό του Fermat θεωρείται ορισµένο στο σύνολο 
1

0 1( )StrictlyD;M ,M ; CD .  

 
Επί προσθέτως, υποθέτουµε ότι και το πεδίο )()( 321 xxxcc ,,=x  είναι λείο, 

τουλάχιστον στην περιοχή του χώρου απ’ όπου διέρχονται οι καµπύλες γ και γ~ , 
δηλαδή σε µια γειτονιά της καµπύλης γ .  
 
Η παραµετροποίηση των δύο καµπυλών µπορεί να γίνει µε την ίδια παράµετρο σ , 
στο ίδιο διάστηµα ][ 10 σσ , , εφ’ όσον υπάρχει αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία µεταξύ 

των σηµείων τους. Τότε έχουµε (βλ. Σχήµα 3) 

 )()()( σδσσ~ xxx +=       και      )()()( σδσσ xxx ɺɺɺ +=~ ,             (12) 

όπου οι ποσότητες )(σδ x  και )(σδ xɺ  µπορούν να θεωρηθούν ως απειροστά πρώτης 
τάξεως, εφ’ όσον οι καµπύλες γ  και γ~  είναι γειτονικές. Ας δούµε κατ’ αρχήν πως 
µεταβάλλεται η Langrangian L  του προβλήµατος λόγω της µεταβολής γγ ~→ . Εάν 

L
~

 είναι η Langrangian  
που αντιστοιχεί στην καµπύλη γ~ , τότε 

      )()(())()( σδσσσ xxxx +== LLL ɺ~,~(
~

, ))()( σδσ xx ɺɺ +  .                          (13) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
   Σχήµα 3 (3.3.3): Λείες γειτονικές διαδροµές συνδέουσες τα σηµεία 10 MM , . 

 
Υποθέτοντας ότι η L  είναι δύο φορές παραγωγίσιµη ως προς τις έξι µεταβλητές της 

321)()( ,,,, =ixx ii σσ ɺ , (εδώ χρειάζονται οι απαιτήσεις λειότητας που θεωρήσαµε 

0M  

0σ  

)(σx=M  

1σ  σ  

)(σδ x  

)()()( σδσσ xxx +=~  

1M  

)(σs  )()()( σδσσ sss +=~  
γ~  

γ  
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ανωτέρω), και αναπτύσσοντας κατά Taylor την ))()()()(( σδσσδσ xxxx ɺɺ ++ ,L , 
γύρω από το σηµείο ))()(( σσ xx ɺ, , παίρνουµε: 
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                                                  ( )22
)()( σδσδ xx ɺ,O+ .                                       (14) 

 
Άρα, η µεταβολή του συναρτησιακού του χρόνου που αντιστοιχεί στη µεταβολή 

γγ ~→ : 
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εκφράζεται, µε τη βοήθεια της (14), ως εξής: 
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 (15) 
 
Ο δεύτερος όρος µέσα στην αγκύλη του πρώτου ολοκληρώµατος, ανωτέρω, µπορεί 
να µετασχηµατιστεί ως εξής: 
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Χρησιµοποιώντας την τελευταία, και κάνοντας παραγοντική ολοκλήρωση στο 
δεύτερο όρο του πρώτου ολοκληρώµατος της (15), οδηγούµεθα στη σχέση 
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Όµως, τα σηµεία 0M  και 1M  της καµπύλης γ  δεν µεταβάλλονται. Άρα  

 
 3210)()( 10 ,,i,xx ii === σδσδ ,      

  
οπότε η (16) γίνεται 
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Το τελευταίο ολοκλήρωµα στη σχέση (17) είναι απειροστό δευτέρας τάξεως ως προς 
τη µεταβολή γγ ~→  της καµπύλης γ . (Πρβλ. Σχέση (2α)!) 
 
Κατά συνέπεια, και κατ’ αναλογία µε την έννοια της στασιµότητας µιας συνάρτησης 
N  µεταβλητών, η συνθήκη στασιµότητας για το συναρτησιακό του χρόνου )(γτ  
παίρνει την ακόλουθη µορφή: 
 
Ορισµός 4 και Θεώρηµα: Το συναρτησιακό )(⋅τ , ορισµένο επί του 

1
0 1( )StrictlyD;M ,M ; CD  µε ( ) ( )1c C D∈x , είναι στάσιµο στην καµπύλη (ακτίνα) γ , 

αν και µόνον αν  
  

0

1

3

1

όροι δευτέρας τάξεως (17)
( ) ( ) ως προς τη µεταβολή ( ) 0i

i i
i

d
x d ,

x d x

σ

σ

τ γ τ γ δ σ σ
σ

γ γ =

    ∂ ∂   = + ⇔ − =   
∂ ∂     → 

∑∫ɶ
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L L

 
 

για κάθε λεία καµπύλη γ~  που είναι γειτονική της γ  και έχει µε αυτήν τα ίδια άκρα.   
❚Η συνθήκη στασιµότητας, 
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ισοδυναµεί µε τις ακόλουθες διαφορικές εξισώσεις 
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Η απόδειξη της ανωτέρω ισοδυναµίας είναι εύκολη και αφήνεται ως άσκηση στον 
αναγνώστη

(17). Οι εξισώσεις (19) ονοµάζονται εξισώσεις Euler-Lagrange του 
συναρτησιακού (1), και αποτελούν την κατάλληλη γενίκευση της συνθήκης 
στασιµότητας (2β) στην περίπτωση του συναρτησιακού ( )τ γ , ορισµένου επί του 

συνόλου ( )1
0 1 StrictlyD;M ,M ; CD , µε ( ) ( )1c C D∈x . Η γενίκευση της συνθήκης 

                                                 
(17) Υποδείξεις: Η κατεύθυνση (19)⇒ (18) είναι προφανώς τετριµµένη. Η κατεύθυνση (18)⇒ (19) 
αποδεικνύ-εται µε απαγωγή σε άτοπο, αξιοποιώντας τη συνέχεια της ολοκληρωτέας και το γεγονός ότι 
οι συναρτήσεις ( )ixδ σ  είναι αυθαίρετες συνεχείς συναρτήσεις (υποκείµενες, βέβαια, στη συνθήκη  

( )0ixδ σ =  ( )1 0ixδ σ= = , η οποία δεν έχει επίπτωση εδώ).  
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στασιµότητας του ( )τ γ  όταν ( )1
0 1 SectionallyD;M ,M ; Cγ ∈D  και ( )c x  είναι κατά 

τµήµατα 1C  στο D , θα αναπτυχθεί σε επόµενο εδάφιο. 
 
Οι διαφορικές εξισώσεις (19) προέκυψαν υπό την προϋπόθεση ότι 
 
 ( )0 0Mσ =x       και      ( )1 1Mσ =x ,                                      (20) 

 
όπου 0M , 1M  είναι δύο προκαθορισµένα σηµεία του χωρίου D . Το πρόβληµα (19), 

(20) είναι ένα πρόβληµα συνοριακών τιµών (two-point boundary-value problem), η 
λύση του οποίου ορίζει την ακτίνα που συνδέει το σηµείο 0M  µε σηµείο 1M  

(ιδιοακτίνα, eigenray). Στην περίπτωση που έχουµε πολλές λύσεις, αυτό σηµαίνει ότι 
η κυµατική διαταραχή οδεύει από το σηµείο 0M  στο σηµείο 1M  µέσω πολλαπλών 

διαδροµών. Αυτό πράγµατι αυµβαίνει σε πολλές περιπτώσεις στη φύση, και 
προβλέπεται θαυµάσια από την Αρχή του Στασίµου Χρόνου (ή θεωρία ακτίνων). 
 
Το πρόβληµα συνοριακών τιµών (19), (20) είναι, κατά κανόνα, δύσκολο να λυθεί απ' 
ευθείας. Γι' αυτό το λόγο διατυπώνουµε και επιλύουµε ένα πρόβληµα αρχικών τιµών 
για τις εξισώσεις ακτίνων (19), από το οποίο προσδιορίζουµε τις ακτίνες που ξεκινούν 
από το αρχικό σηµείο 0M , µε προκαθορισµένη κατεύθυνση. Το πρόβληµα αρχικών 

τιµών θα διατυπωθεί και θα σχολιασθεί στη συνέχεια. 
 
Παρατήρηση 5: Το γεγονός ότι η Langrangian )( xx ɺ,L  είναι οµογενής ως προς xɺ , 
έχει µια ακόµη συνέπεια: Οι τρεις εξισώσεις (19), ανωτέρω, δεν είναι ανεξάρτητες 
µεταξύ τους. Εάν ισχύουν οι δύο εξ αυτών, τότε ισχύει και η τρίτη. Το γεγονός αυτό 
δεν µας δηµιουργεί κανένα πρόβληµα στις εφαρµογές, όπου δύο εξισώσεις αρκούν 
για τον προσδιορισµό των ακτίνων. Συνήθως, εξ άλλου, αναζητούµε τις ακτίνες µε τη 
βοήθεια καρτεσιανών εξισώσεων της µορφής, π.χ., )()( 3231 xgxxfx == , , (δηλαδή, 

επιλέγουµε ως παράµετρο τη µια συντεταγ-µένη), οπότε η τρίτη εξίσωση καθίσταται 
περιττή.     ❚ 
  
 
3.3.4  ∆ιαφορικές εξισώσεις ακτίνων 
 
Όπως αναπτύχθηκε στο προηγούµενο εδάφιο, η Αρχή του Στασίµου Χρόνου οδηγεί 
στις εξισώσεις Euler-Lagrange, εξισώσεις (19) του εδαφίου 3.3.3, ως προς τις 
παραµετρικές συναρτήσεις ( ) 1 2 3ix , i , ,σ = , που ορίζουν την καµπύλη γ . Είναι 

σαφές ότι οι λύσεις των εξισώσεων αυτών, µας δίδουν καµπύλες (ακτίνες), οι οποίες 
καθιστούν το χρόνο διάδοσης της κυµατικής διαταραχής στάσιµο. Στο παρόν εδάφιο 
θα µελετήσουµε περαιτέρω τις εξισώσεις (19) του προηγούµενου εδαφίου, και θα 
εξάγουµε ορισµένα πρώτα γενικά συµπεράσµατα για τις λύσεις τους, δηλαδή για τις 
ακτίνες δια των οποίων διαδίδεται η κυµατική διαταραχή. 
 
Λαµβάνοντας υπ’ όψιν τη συγκεκριµένη µορφή της Langrangian για το 
συναρτησιακό του χρόνου, οι εξισώσεις (19) του εδαφίου 3.3.3, οδηγούν στις 
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Εάν θεωρήσουµε τώρα ότι η παράµετρος σ  ταυτίζεται µε το µήκος της καµπύλης 
(δηλαδή, σ =µήκος τόξου MM 0 ), τότε )()( σσ sx =ɺ  είναι το µοναδιαίο εφαπτόµενο 

διάνυσµα της καµπύλης, οπότε οι ανωτέρω εξισώσεις παίρνουν τη µορφή 
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ή, σε διανυσµατική γραφή, 
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.                  (2β) 

 
Οι ανωτέρω εξισώσεις ονοµάζονται (διαφορικές) εξισώσεις ακτίνων, και συχνά 
γράφονται στην φαινοµενικά απλούστερη µορφή 
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ή, διανυσµατικά, 
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Οι εξισώσεις (3) πρέπει, πάντως, να νοούνται όπως οι (2), δηλαδή ως εξισώσεις που 
ισχύουν πάνω στις ακτίνες διάδοσης, οι οποίες δεν είναι κατ’ αρχήν δεδοµένες, αλλά 
θα προκύψουν από τη λύση αυτών ακριβώς των εξισώσεων. 
 

Αναλύοντας την παράγωγο 
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 παίρνουµε µια ακόµη παραλλαγή των 

εξισώσεων των ακτίνων: 
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Βάσει των δύο τελευταίων ταυτοτήτων, η (3γ) παίρνει τη µορφή: 
 

 
c

cc

d

d ∇−⋅∇
=

sss )(

σ
,                                       (3δ) 

 
η οποία εκφράζει απ’ ευθείας το ρυθµό µεταβολής του µοναδιαίου εφαπτοµενικού 
διανύσµατος σε κάθε σηµείο, της ακτίνας, συναρτήσει της κατεύθυνσης s  της 
ακτίνας και της κλίσης (gradient) c∇  της ταχύτητας διάδοσης στο ίδιο σηµείο. 
 
Θέτοντας / c =s ξ , οι εξισώσεις (3γ) γράφονται ως σύστηµα δύο διανυσµατικών 
εξισώσεων, οι οποίες ονοµάζονται κανονικές (διαφορικές) εξισώσεις ακτίνων 
 
 

 
d

c
dσ

= ⋅
x

ξ ,  2d
c c

dσ
−= − ⋅∇

ξ
   ,                                   (4α,β) 

 
 
όπου ( )σ=x x  είναι η παραµετρική µορφή των ακτίνων. Οι εξισώσεις (4) αποτελούν 

ένα σύστηµα διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξεως, το οποίο επιλύεται 
µονοσηµάντως µε τη βοήθεια αρχικών συνθηκών για τις άγνωστες συναρτήσεις 

( )σx  και ( )σξ . Οι κατάλληλες (από µαθηµατική άποψη) αρχικές συνθήκες είναι οι 

τιµές ( )0σx  και ( )0σξ  των αγνώστων συναρτήσεων στο σηµείο αφετηρίας της 

ακτίνας. Από φυσική άποψη, εύλογα αρχικά δεδοµένα είναι το σηµείο αφετηρίας της 
ακτίνας, έστω 0x , και η αρχική κατεύθυνση (αρχικό µοναδιαίο εφαπτόµενο 

διάνυσµα) της ακτίνας, έστω 0s  (βλ. και Σχήµα 1). Από τα 0x  και 0s  λαµβάνουµε 

αµέσως τις αρχικές τιµές ( )0σx  και ( )0σξ : 

 

( )0 0σ =x x , ( ) ( )0 0 0/ cσ =ξ s x .     

(5α,β) 
 
Οι εξισώσεις (4), (5) συνθέτουν το 
πρόβληµα αρχικών τιµών το οποίο 
συνήθως επιλύουµε για τον 
προσδιορισµό των ακτίνων διάδοσης 

σε γενικό ανοµοιογενές πεδίο ( )c c= x . 

 
 
Πορίσµατα των διαφορικών εξισώσεων των ακτίνων 
 
Πόρισµα 1: Εάν η ταχύτητα διάδοσης c  είναι ανεξάρτητη µιας συντεταγµένης, έστω 
της 2x , δηλαδή )( 31 xxcc ,= , τότε, κάθε ακτίνα που κείται επί του επιπέδου ][ 31xx  

στην περιοχή ενός σηµείου της, παραµένει διαρκώς επ’ αυτού. 
Απόδειξη: Εφαρµόζοντας την εξίσωση (3α) για 2=i , παίρνουµε 
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2 =
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cxc
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d

d

σ
, εφ’ όσον )( 31 xxcc ,= . Άρα, κατά µήκος της ακτίνας η 

0x  0s  

Σχήµα 1 (3.3.4): Αρχικές συνθήκες των  
εξισώσεων των ακτίνων 
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συνιστώσα 2s  του µοναδιαίου εφαπτοµενικού διανύσµατος s  παραµένει σταθερή. 

Έτσι, εάν σε ένα σηµείο της ακτίνας είναι 02 =s , θα είναι 02 =s  σε κάθε σηµείο 

αυτής. Αρα, η τελευταία παραµένει διαρκώς επί του επιπέδου ][ 31xx . 

 
Πόρισµα 2: Σε οµογενές µέσο οι ακτίνες είναι ευθείες. 
 
Απόδειξη: Σε οµογενές µέσο έχουµε c=σταθερό. Αρα, η εξίσωση (3β) δίδει 

0=







cd

d s
σ

 και, περαιτέρω, 0=
σd

d s
. ∆ηλαδή, το µοναδιαίο εφαπτόµενο διάνυσµα 

σε κάθε ακτίνα είναι σταθερό σε κάθε σηµείο της. Αυτό µπορεί να συµβαίνει µόνο 
όταν οι ακτίνες είναι ευθείες. 
 
Πόρισµα 3: Σε ανοµοιογενές µέσο (χώρο) οι ακτίνες στρέφονται προς περιοχές 
µειούµενης ταχύτητας διάδοσης.  
 
Απόδειξη: Το ερώτηµα που εξετάζουµε (πώς στρέφεται η ακτίνα) είναι, προφανώς, 
τοπικό. Έτσι, θα εστιάσουµε την προσοχή µας σε ένα σταθερό σηµείο, έστω M , 

πάνω σε µια ακτίνα διάδοσης. Αναλύουµε το διάνυσµα 
σd

ds
b = , που εκφράζει το 

ρυθµό µεταβολής του εφαπτοµενικού διανύσµατος s  στο θεωρούµενο σηµείο της 
ακτίνας, σε δύο συνιστώσες: την ||,b  παράλληλη προς το διάνυσµα c∇  

(υπολογιζόµενο στο ίδιο σηµείο, επίσης) και την ⊥b , κάθετη στο c∇  (βλ. και Σχήµα 
2): 

 ⊥+== bb
s

b
σd

d
.        

  
Σύµφωνα µε την εξίσωση (3δ), ανωτέρω, έχουµε 
 

 
c

cc ∇−⋅∇
=+ ⊥

ss
bb

)(
 .                                                    (α) 

 

Εάν 0=∇c , τότε 0==
σd

ds
b . ∆ηλαδή, η κατεύθυνση της ακτίνας δεν µεταβάλλεται 

στην περιοχή των σηµείων στασιµότητας του πεδίου της ταχύτητας διάδοσης 
)( 321 xxxcc ,,= . Θεωρούµε τώρα 0≠∇c , και πολλαπλασιάζουµε εσωτερικά τα δύο 

µέλη της σχέσεως (α) επί c∇ , οπότε παίρνουµε: 
 

 
c

cc
c

22 )()( ∇−⋅∇
=∇⋅

s
b .                                         (β) 

 
Όµως 22 )()( cc ∇≤⋅∇ s , µε την ισότητα να ισχύει µόνον όταν sc∇  (εφ’ όσον 

0≠∇c ). Εξ αυτού και της (β) συνάγεται αµέσως ότι  
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d
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bb 0    αντίρροπο c∇ ,                          (γ) 
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εκτός εάν η διεύθυνση (ανεξαρτήτως φοράς) της ακτίνας είναι παράλληλη µε την 
κλίση c∇  του πεδίου της ταχύτητας διάδοσης, οπότε 

 
0bb =⇔=∇⋅ 0c .                 (δ) 

 
Σύµφωνα, λοιπόν, µε τη σχέση (γ), 
ανωτέρω, η συνιστώσα της µεταβολής του 
µοναδιαίου εφαπτοµενικού διανύσµατος 

σ∆∆ ⋅= bs , πάνω στον φορέα του 
διανύσµατος c∇  είναι αντίρροπη προς 

c∇ , είναι δηλαδή όπως φαίνεται στο 
Σχήµα 5. ∆εδοµένου ότι το διάνυσµα c∇  
κατευθύνεται προς περιοχές αυξανόµενης 
ταχύτητας c , συνάγουµε ότι οι ακτίνες 
κάµπτονται προς περιοχές µειούµενης 
ταχύτητας διάδοσης. 

 
 
 
3.3.5 Συνθήκη στασιµότητας του συναρτησιακού χρόνου όταν το πεδίο ( )c x  

εµφανίζει ασυνέχειες. ∆ιάθλαση και ανάκλαση  
 
 
Θα µελετήσουµε τώρα τη συνθήκη στασιµότητας του συναρτησιακού του χρόνου 
 

 ( )
( )

1

0

M

M

ds

c M
τ γ = ∫ ,         (1) 

 
όταν το πεδίο ( ) ( )c c M≡x  της ταχύτητας διάδοσης της κυµατικής διαταραχής 

παρουσιάζει ασυνέχειες κατά µήκος της διαδροµής (καµπύλης) γ . Στην περίπτωση 
αυτή η ακτίνα γ  η οποία καθιστά στάσιµο το συναρτησιακό (1) χάνει τη λειότητά της 

(εµφανίζει γωνιακό σηµείο) όταν συναντήσει την ασυνέχεια του πεδίου ( )c x . Το 

γεγονός αυτό αντιστοιχεί στα φαινόµενα της διάθλασης και της ανάκλασης του 
κύµατος σε διεπιφάνειες, τα οποία και ερµηνεύει κατά τον πρέποντα τρόπο, δηλαδή 
παράγοντας τους νόµους της διάθλασης (Snell) και της ανάκλασης. 
 
Ας θεωρήσουµε κατ’ αρχήν την κατάσταση που εµφανίζεται στο Σχήµα 1. Εντός του 
χώρου διάδοσης D  υπάρχει µια επιφάνεια ( ) ( ){ }: 0x, y,z D x, y,zε ϕ= ∈ = (18), επί 

της οποίας το πεδίο ( )c x  παρουσιάζει ασυνέχεια. 

 
 
 
 
 
                                                 
(18) Η επιφάνεια ε  µπορεί βεβαίως να εκφρασθεί και µε τη βοήθεια παραµετρικής αναπαράστασης. 

c∇  

s  

⊥b  

σd

ds
b =  

b  

M  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σχήµα 2 (3.3.4): Μεταβολή της 

διεύθυνσης ακτίνας σε ανοµοι-
ογενές µέσο 
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Σχήµα 1 (3.3.5): ∆ιαδροµή διάδοσης 0 1: M M Mεγ → → , η οποία τέµνει την  

διεπιφάνεια ε  επί της οποίας το πεδίο ( )c x  παρουσιάζει ασυνέχεια 

 
Με άλλα λόγια, ο χώρος διάδοσης D  διαµερίζεται σε δύο υποχωρία 0 1D , D (19), µε 

κοινό σύνορο 0 1D D ε=∩ , έτσι ώστε το πεδίο ( )c x  είναι δυο φορές συνεχώς 

παραγωγίσιµο (τύπου 2C ) στα (ανοικτά) χωρία 0D  και 1D , ενώ στην επιφάνεια ε  

είναι ασυνεχές. Παρά ταύτα, τα µονόπλευρα όρια του πεδίου ( )c x  και της κλίσης του 

( )c∇ x , όταν το σηµείο x  τείνει στην επιφάνεια ε , θεωρούνται καλώς ορισµένα. Εάν 

Q ε∈  (βλ. Σχήµα 1), τα ανωτέρω µονόπλευρα όρια όταν το σηµείο Q  προσεγγίζεται 

από την πλευρά του χωρίου 0D , θα συµβολίζονται ως  

 
 ( ) ( )

0

0 0 0

0
P M

P D

c Q lim c P
δ
→

∈ ⊂

− =          και           ( ) ( )
0

0 0 0

0
P M

P D

c Q lim c P
δ
→

∈ ⊂

∇ − = ∇ ,  

 
όπου 0δ  είναι (οποιαδήποτε) καµπύλη του χωρίου 0D , η οποία περατούται στο 

Q ε∈ , αλλά δεν εφάπτεται µε την ε  στο Q . Τα µονόπλευρα όρια των ( )c x  και 

                                                 
(19) Τα χωρία 0 1D , D , νοούνται ως (τοπολογικώς) ανοικτά σύνολα, δηλαδή δεν περιέχουν τα 

συνοριακά τους σηµεία. Υπενθυµίζουµε ακόµη ότι µε 0 1D , D , συµβολίζουµε τα κλειστά 

περιβλήµατα των 0 1D , D , δηλαδή την ένωση των (ανοικτών) χωρίων µε τα συνοριακά τους σηµεία. 

0N  

0P  

y  

x  

0M  

1M  

ε  

1N  

1θ  

0θ  

M ε  

Q  

0δ  

γ  

γ  

 1 

0 

1D  

0D  D  
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( )c∇ x , όταν το σηµείο Q  προσεγγίζεται από την πλευρά του χωρίου 1D , ορίζονται 

αντιστοίχως.  
 
Από φυσική άποψη η επιφάνεια ε  αποτελεί διεπιφάνεια µεταξύ δύο µέσων διάδοσης 
µε διαφορετικές ιδιότητες. Αναφέρουµε ορισµένα παραδείγµατα: 
 
Παράδειγµα 1: ∆ιάδοση ακουστικών ή ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων 
  0D : Ατµόσφαιρα,  

  1D : Θάλασσα,  
  ε :   Η διεπιφάνεια µεταξύ αέρα και θάλασσας (η οποία δεν είναι  
         ευθύγραµµη στην περίπτωση κυµατισµένης θάλασσας). 
 
Παράδειγµα 2: ∆ιάδοση ακουστικών κυµάτων  
  0D : Θάλασσα,  

  1D : Υλικό του πυθµένα,  
  ε :   Η διεπιφάνεια µεταξύ θαλασσινού νερού και στερεού πυθµένα. 
 
Μετά από αυτήν την εισαγωγική περιγραφή της γεωµετρίας και της φυσικής του 
προβλήµατος της κυµατικής διάδοσης σε χώρο µε ασυνέχεια της ταχύτητας διάδοσης 

( )c x , επανερχόµεθα στη µελέτη του µαθηµατικού προβλήµατος, δηλαδή στη µελέτη 

της συνθήκης στασιµότητας του συναρτησιακού του χρόνου (1).  
 
-  Το πρόβληµα της διάθλασης 
 
Θα εξετάσουµε κατ’ αρχήν την περίπτωση όπου το σηµείο αφετηρίας 0M  (ποµπός, 

πηγή της κυµατικής διαταραχής) βρίσκεται στο χωρίο 0D , και το καταληκτικό σηµείο 

1M  (δέκτης, σηµείο µέτρησης της διαδεδοµένης διαταραχής) βρίσκεται στο χωρίο 

1D . Αυτό είναι το πρόβληµα της διάθλασης διαδιδόµενης κυµατικής διαταραχής 
(ήχου, φωτός, κ.λπ.), όταν αυτή διέρχεται από διεπιφάνεια όπου οι (σχετικές) φυσικές 
σταθερές παρουσιάζουν ασυνέχεια.  
 
Έστω γ  µια διαδροµή (καµπύλη) που συνδέει τα σηµεία 0M  και 1M , και τέµνει τη 

διεπιφάνεια ε . Η καµπύλη 0 1: M Mγ →  αποτελεί το όρισµα του συναρτησιακού 

( )τ γ , εξίσωση (1). Θα περιορίσουµε τις θεωρήσεις µας (ισοδυνάµως, το πεδίο 

ορισµού του συναρτησιακού (1)!) σε καµπύλες οι οποίες τέµνουν τη διεπιφάνεια ε  
σε ένα και µόνο σηµείο M ε (20). Κάθε τέτοια καµπύλη 0 1

0 1: M M Mγ γ
εγ → →  

αποτελείται από δύο τµήµατα: το τµήµα 0 0: M M εγ → , το οποίο βρίσκεται εξ 

ολοκλήρου στο χωρίο 0D , και το τµήµα 1 1: M Mεγ → , το οποίο βρίσκεται εξ ολο-

κλήρου στο χωρίο 1D . Η γ  υποτίθεται κατά τµήµατα λεία, µε πιθανό γωνιακό 

                                                 
(20) Ο περιορισµός αυτός δεν είναι ουσιώδης. Είναι απλώς …βολικός. (Στη συνέχεια θα τον αναιρέ-
σουµε). Η κατάσταση αυτή, δηλαδή να “µαγειρεύουµε ” καταλλήλως το πεδίο ορισµού του συναρτη-
σιακού µας, προκειµένου να εστιασθούµε στη µια ή στην άλλη όψη του προβλήµατος που εξετάζουµε, 
είναι τυπική στις µεταβολικές διατυπώσεις και αποτελεί στοιχείο της οµορφιάς και της γενικότητας 
των µεταβολικών αρχών.  
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σηµείο το σηµείο M ε γ ε= ∩ . Το σηµείο M ε , κοινό άκρο των 0 1,γ γ , µεταβάλλεται, 

γενικώς, όταν µεταβάλλεται η γ . Το σύνολο των καµπυλών γ  που ικανοποιούν τις 
ανωτέρω προϋποθέσεις θα το συµβολίζουµε ως  
 

( )1
0 1 0 1; ; SectionallyD D D M , M M Cε= −∪D .  

 
Το ανωτέρω σύνολο αποτελεί πλέον το πεδίο ορισµού του συναρτησιακού του 
χρόνου ( )τ γ .  

 
Θα αναζητήσουµε τώρα εκείνη τη διαδροµή 0 1

0 1: M M Mγ γ
εγ → → , η οποία 

καθιστά στάσιµο το συναρτησιακό του χρόνου ως προς όλες τις γειτονικές µε αυτήν 
διαδροµές 0 1

0 1: M M Mγ γ
εγ → →ɶ ɶɶɶ . (Στο σηµείο αυτό, ο αναγνώστης παραπέ-

µπεται στον Ορισµό 3, του εδαφίου 3.3.3, όπου περιγράφεται µε πληρότητα η έννοια 
των γειτονικών διαδροµών).  
 
-    Μεταβολές της γ  µε M ε =σταθερό  
 
Το σύνολο όλων των γειτονικών της γ  διαδροµών περιλαµβάνει, µεταξύ άλλων, το 
σύνολο των διαδροµών  
 

     ( )1 ; .εγ Μ σταθ= =N { ( )1
0 1 :SectionallyD; M , M ; M Cγ γ∈∈ −ɶ ɶD  είναι γειτονική  

        της γ  και τέµνει την διεπιφάνεια ε  στο ίδιο σηµείο M ε }.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σχήµα 2 (3.3.5): Γειτονικές διαδροµές της  0 1

0 1: M M Mγ γ
εγ → → . Το γωνιακό  

            σηµείο M ε  µπορεί να κρατείται σταθερό (α), ή να κινείται επί της ε  (β)  

 
 
Βλ. Σχήµα 2α. Περιοριζόµενοι, προς στιγµήν, στο ανωτέρω σύνολο των γειτονικών 
διαδροµών (οι οποίες περνούν όλες από το ίδιο M ε ), παρατηρούµε ότι το 

συναρτησιακό του χρόνου γράφεται ως 
 

1Μ  

0Μ  0γɶ  

0γ  
εΜɶ  

ε  

1γɶ  

1γ  
εΜ  

β  

0D  

1D  

0γɶ  

0γ  

1γɶ  
1Μ  

0Μ  
ε  

εΜ  

α  

0D  

1D  

1γ  
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 ( )
( ) ( )

( ) ( )
1

0

0 0 1 1

M M

M M

ds ds

c M c M

ε

ε

ε ετ γ τ γ τ γ= + ≡ +∫ ∫ ,      (2) 

 
και κάθε ένας από τους δύο όρους ( )0 0ετ γ , ( )1 1ετ γ , έχει σταθερά άκρα. Επί πλέον, 

το πεδίο ( )c M  είναι λείο κατά µήκος των τµηµάτων 0γ  και 1γ  της καµπύλης γ , τα 

οποία αποτελούν τα ορίσµατα των επί µέρους συναρτησιακών ( )0 0ετ γ  και ( )1 1ετ γ , 

αντιστοίχως. Κατά συνέπεια, στην περίπτωση αυτή εφαρµόζεται η σχέση (16) του 
εδαφίου 3.3.3, ξεχωριστά στο κάθε ένα συναρτησιακό ( )0 0ετ γ , ( )1 1ετ γ , εκ της 

οποίας συµπεραίνουµε ότι ισχύουν οι συνθήκες  
 

 ( )
0

3

1

0i
ii i

d
x d

x d x

εσ

σ

δ σ σ
σ

=

  ∂ ∂  − =
  ∂ ∂  
∑∫ i

L L
,               (3α) 

 

 ( )
1 3

1

0i
ii i

d
x d

x d x
ε

σ

σ

δ σ σ
σ

=

  ∂ ∂  − =
  ∂ ∂  
∑∫ i

L L
,               (3β) 

 
για αυθαίρετες µεταβολές 
 
 ( ) [ ] ( ) ( )0 0 0, , ,ε εδ σ σ σ σ δ σ δ σ∈ = =x x x ,              (4α) 

και 
 ( ) [ ] ( ) ( )1 1 0, , ,ε εδ σ σ σ σ δ σ δ σ∈ = =x x x ,              (4β) 

 
όπου εσ  είναι η τιµή της παραµέτρου που αντιστοιχεί στο σηµείο M ε  (δηλαδή 

( ) Mε εσ =x ). Άρα, όπως ακριβώς και στην περίπτωση του λείου πεδίου ( )c x , 

εδάφιο 3.3.3, σχέσεις (18), (19), συµπεραίνουµε ότι οι διαφορικές εξισώσεις 
 

 0
))()())()(
=

∂
−

∂ ii xxdσ

d σσσσ xxxx ɺ

ɺ

ɺ ,(,( LL
,    [ ]0 , εσ σ σ∈ ,    321 ,,=i ,      (5α) 

 

 0
))()())()(
=

∂
−

∂ ii xxdσ

d σσσσ xxxx ɺ

ɺ

ɺ ,(,( LL
,    [ ]1,εσ σ σ∈ ,    321 ,,=i ,       (5β) 

 
ισχύουν κατά µήκος της ακτίνας διάδοσης γ , τώρα όµως ισχύουν κατά τµήµατα: Η 

εξίσωση (5α) ισχύει στο τµήµα 0 0: M M εγ → , ενώ η εξίσωση (5β) ισχύει στο τµήµα 

1 1: M Mεγ → . Βέβαια, το σηµείο M ε  δεν είναι γνωστό, πράγµα που σηµαίνει ότι οι 

δύο εξισώσεις (5α) και (5β) δεν αρκούν για τον προσδιορισµό της ακτίνας 

0 1: M M Mεγ → → . Οι ελλείπουσες συνθήκες θα προσδιορισθούν στη συνέχεια, 

επεκτείνοντας τη συνθήκη στασιµότητας ούτως ώστε να καλύπτει και µεταβολές της 
διαδροµής γ , οι οποίες µεταβάλλουν και το σηµείο M ε γ ε= ∩ . Βλ. Σχήµα 2β.  
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-    Μεταβολές της γ  µε M ε  κινούµενο επί της διεπιφάνειας ε   
 
Η σχέση (2) ισχύει και πάλι, δηλαδή και στην περίπτωση µεταβαλλόµενου M ε  

έχουµε 
 
 ( ) ( ) ( )0 0 1 1ε εδτ γ δτ γ δτ γ= + .        (6) 

 
Κατά συνέπεια, ο προσδιορισµός της πρώτης µεταβολής ( )δτ γ  όταν µεταβάλλεται 

και το ενδιάµεσο (γωνιακό) σηµείο ( )M x ,y ,zε ε ε ε= , ανάγεται σε δύο απλούστερα 

προβλήµατα, δηλαδή στον προσδιορισµό των µεταβολών ( )0 0εδτ γ  και ( )1 1εδτ γ  των 

δύο επί µέρους συναρτησιακών, ορισµένων στα σύνολα 1
1 0( )StrictlyD ;M ,M ; CεD  και 

1
2 1( )StrictlyD ;M ,M ; CεD , αντιστοίχως. Η αναγωγή στην προηγούµενη περίπτωση δεν 

είναι όµως πλήρης, διότι στα προβλήµατα αυτά, έχουµε το ένα άκρο σταθερό, ενώ το 
άλλο άκρο κινείται πάνω σε µία δοθείσα (γνωστή) επιφάνεια. Το πρόβληµα αυτό 
µελετάται διεξοδικά στο Συµπλήρωµα 1 του εδαφίου 3.3.3, όπου και παραπέµπεται ο 
αναγνώστης που ενδιαφέρεται για τους µαθηµατικούς χειρισµούς.  
 
∆εδοµένου ότι κατά µήκος των τµηµάτων 0γ  και 1γ , των ακτίνων ισχύουν οι 

συνήθεις εξισώσεις ακτινών (βλ. ανωτέρω, σχέσεις (5)), η ουσιώδης επί πλέον 
πληροφορία που περιµένουµε να προσδιορίσουµε από τη συνθήκη στασιµοποίησης 
του συναρτησιακού (1), όταν µεταβάλλεται και το σηµείο M ε γ ε= ∩ , είναι 

συνθήκες στο σηµείο M ε . Κατά συνέπεια, µπορούµε, χωρίς ουσιώδη βλάβη της 

γενικότητας, να θεωρήσουµε τα σηµεία 0M  και 1M  αρκετά κοντά στη διεπιφάνεια, 

ώστε οι ακτίνες διάδοσης 0 1
0 1: M M Mγ γ

εγ → →  να είναι αναπαραστάσιµες κατά 

ρητό (όχι παραµετρικό) τρόπο(21). Εισάγουµε λοιπόν την αναπαράσταση  
 
 ( ) ( ) ( ){ }:x, y,z D y y x , z z xγ = ∈ = = ,       (7) 

 
όπου ( )y x  και ( )z x  είναι κατά τµήµατα 1C  συναρτήσεις, µε πιθανό γωνιακό σηµείο 

στη θέση x xε= . Το συναρτησιακό (1) παίρνει τώρα τη µορφή  

 

( )
( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )( )

1 1

0 0

2 2 2 21 1
MM M

M M M

y x z x y x z x
;M dx dx

c x, y x ,z x c x, y x ,z x

ε

ε

ετ γ
  ′ ′ ′ ′+ + + +  = = +     

∫ ∫ ∫ .  

(8)  
Το σηµείο M ε  εισάγεται τώρα ως όρισµα στο συναρτησιακό του χρόνου (8), διότι 

µεταβάλλεται, και αυτή η µεταβολή του συµβάλλει στη γενική µεταβολή του 
συναρτησιακού. 
 

                                                 
(21) Η µικρή αυτή αλλαγή της τοποθέτησης του προβλήµατος (η οποία δεν µειώνει την αξία των 
αποτελεσµάτων που θα βρούµε) απλοποιεί δραµατικά τους µαθηµατικούς χειρισµούς στην περίπτωση 
όπου το γωνιακό σηµείο Mε

 (ή ένα ακραίο σηµείο 0 1iM , i ,= ) κινείται σε µια δεδοµένη επιφάνεια. 
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Tο µεταβολικό πρόβληµα:  
 

  ( )
( )

0 1 1
0 1 0 1

0 1

:

0

'

' ''

'' '

' '

M M M , C

M M ,
;M

M x , y ,z ,

x , y , z IR , M

γ γ
ε

ε

ε ε ε ε

ε ε ε ε

γ µε γ και γ καµπυλες

µε σταθερα ακραια σηµεια και και µε
δ γ

πιθανο γωνιακο σηµειο το και

δ δ δ υπο τον περιορισµο ε

∀ → →



= 
 =

∀ ∈ ∈

F      (9) 

 
για το γενικότερο συναρτησιακό  
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

0

M M

M M

;M F x, y x , y x ,z x ,z x dx

ε

ε

εγ
 
  ′ ′= + 
 
 
∫ ∫F ,             (10) 

 
µελετάται διεξοδικά στο Συµπλήρωµα 2 αυτού του εδαφίου. Όπως αποδεικνύεται 
εκεί, το µεταβολικό πρόβληµα (9) για το συναρτησιακό (10) (µε σταθερά ακραία 
σηµεία 0M  και 1M , και γωνιακό σηµείο ( )M x ,y ,zε ε ε ε=  κινούµενο πάνω στη 

δεδοµένη επιφάνεια ( ) ( ){ }: 0x, y,z D x, y,zε ϕ= ∈ = ), ισοδυναµεί µε τις ακόλου-

θες συνθήκες:  
 

i) Τις διαφορικές εξισώσεις Euler-Lagrange  
 

0
F d F

y dx y

∂ ∂
− =

′∂ ∂
      και      [ ]00

F d F
, x x ,x

z dx z ε

∂ ∂
− = ∀ ∈

′∂ ∂
,          (11α) 

 

0
F d F

y dx y

∂ ∂
− =

′∂ ∂
      και       [ ]10

F d F
, x x ,x

z dx z ε

∂ ∂
− = ∀ ∈

′∂ ∂
,          (11β) 

 
και  
 

ii) Τις γωνιακές συνθήκες Weierstrass-Erdmann  
 

 0

x x

x x

F
F y z , P

z x y z z

ε

ε

ε
ϕ ϕ ϕ ϕ

ε
= +

= −

  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂′ ′− + ⋅ + = ∈   ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
,           (12α) 

 

 0

x x

x x

F
F y z , P

y x y z y

ε

ε

ε
ϕ ϕ ϕ ϕ

ε
= +

= −

  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂′ ′− + ⋅ + = ∈   ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
.           (12β) 
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Υπενθυµίζουµε ότι ο συµβολισµός [ ]Π x x

x x

ε

ε

= +

= −
 χρησιµοποιείται για να δηλώσει την τιµή 

του άλµατος της ασυνεχούς ποσότητας ( ) ( ) ( ) ( )( )Π Π x, y x , y x ,z x ,z x′ ′=  στη θέση 

ασυνέχειας x xε= : 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )Π
x x

x x
x, y x , y x ,z x ,z x

ε

ε

= +

= −
 ′ ′ =   

  ( ) ( )( ) ( ) ( )( )= Π Πx , y x , y x ,... x , y x , y x ,...ε ε ε ε ε ε′ ′+ + + − − − − .     (13) 

 
Οι διαφορικές εξισώσεις Euler-Lagrange (11α,β) είναι κατ’ ουσίαν ίδιες µε τις 
διαφορικές εξισώσεις (5α,β), ανωτέρω, υπό την προϋπόθεση, βέβαια, ότι η 
Lagrangian ( ) ( )( ),σ σx xɺL  των τελευταίων προκύπτει από την Lagrangian 

( ) ( ) ( ) ( )( )F x, y x , y x ,z x ,z x′ ′  των (11), µε αλλαγή παραµετροποίησης της καµπύλης 

γ . Κατά συνέπεια οι εξισώσεις (11α,β) δεν µας παρέχουν νέα πληροφορία σε 
σύγκριση µε τις  ήδη ευρεθείσες εξισώσεις (5).  
 
Οι συνθήκες Weierstrass-Erdmann (12α,β), όµως, οι οποίες ισχύουν στο γωνιακό 
σηµείο ( )M x ,y ,zε ε ε ε= , και οι οποίες προκύπτουν ως αναγκαίες συνθήκες ώστε να 

µηδενίζεται η πρώτη µεταβολή του συναρτησιακού (10) ως προς µεταβολές του 
σηµείου M ε ε∈ , µας παρέχουν ουσιωδώς νέα πληροφορία, σε σύγκριση µε τις ήδη 

ευρεθείσες εξισώσεις των ακτίνων. Σύµφωνα µε τις συνθήκες αυτές, ορισµένες 
ποσότητες, εξαρτώµενες τόσο από τη συνάρτηση ( ) ( ) ( ) ( )( )F x, y x , y x ,z x ,z x′ ′  

(Lagrangian του µεταβολικού προβλήµατος), όσο και από την επιφάνεια ε =  

( ) ( ){ }: 0x, y,z D x, y,zϕ∈ =  επί της οποίας κινείται το γωνιακό σηµείο M ε , 

παραµένουν συνεχείς στο σηµείο αυτό. Οι συνθήκες αυτές µας παρέχουν λοιπόν την 
πληροφορία η οποία µας επιτρέπει να “συναρµόσουµε” τα δύο τµήµατα 0γ  και 1γ , 

της καµπύλης 0 1
0 1: M M Mγ γ

εγ → → , στο σηµείο M ε . Γι’ αυτό το λόγο 

ονοµάζονται και συνθήκες συναρµογής (matching conditions).  
 
Παρά το περίπλοκο της µορφής τους, οι συνθήκες (12α, β) έχουν µια πολύ απλή και 
εξαιρετικά ενδιαφέρουσα γεωµετρική ερµηνεία, την οποία θα παρουσιάσουµε 
αµέσως. 
 
-    Γεωµετρική ερµηνεία των συνθηκών συναρµογής στην περίπτωση της  

διάθλασης  
 
Χωρίς βλάβη της γενικότητας, µπορούµε να λάβουµε ως αρχή του συστήµατος των 
αξόνων [ ]0xyz  το σηµείο M ε . Λαµβάνουµε ως άξονα M zε  την κάθετη κατεύθυνση 

στη διεπιφάνεια ε  (βλ. Σχήµα 3) και ως επίπεδο [ ]M xyε  το επίπεδο το εφαπτόµενο 

στην επιφάνεια ε  στο σηµείο M ε . Τέλος, επιλέγουµε ως άξονα M xε  την τοµή του 

εφαπτοµένου (στην ε ) επιπέδου µε το επίπεδο ( ) ( )M , Mε ε−  n s , το οποίο ορίζεται 

από τα διανύσµατα ( )Mεn  και ( )Mε−s , όπου ( )Mε =n k  είναι το µοναδιαίο 
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κάθετο στη διεπιφάνεια ε  (στο σηµείο M ε ), και ( )Mε−s  είναι το µοναδιαίο 

εφαπτόµενο στην ακτίνα 0γ  (στο σηµείο M ε ), λαµβανόµενο ως µονόπλευρο όριο του 

( )Ms  όταν M M ε→ − . Με βάση τις ανωτέρω επιλογές έχουµε ότι  

 

 0 0 0
dy

, , , x x
x y dx ε

ϕ ϕ
για

∂ ∂
= = = = −

∂ ∂
.               (14)  

 
Επίσης, λόγω της ειδικής µορφής του συναρτησιακού του χρόνου, έχουµε ότι  
 

 ( )
( )

2 21 y z
F x, y, y ,z,z

c x, y,z

′ ′+ +
′ ′ = ,               (15α) 

( ) ( )2 2 2 21 1

F y F z

y zc x, y,z y z c x, y,z y z
και

′ ′∂ ∂
= =

′ ′∂ ∂′ ′ ′ ′+ + + +
.        (15β) 

 
Τα µονόπλευρα µοναδιαία εφαπτόµενα διανύσµατα, ( )Mεs ∓ , στην ακτίνα γ , στο 

σηµείο M ε  (λαµβανόµενα ως µονόπλευρα όρια του ( )Ms  όταν M M ε→ ∓ ), 

δίδονται από τις σχέσεις:  
 

( ) ( ) ( )
2 2 2

1 1 0

1 1 x xx x

, y ,z , ,z
M

y z z
εε

ε

= −= −

′ ′ ′
− = =

′ ′ ′+ + +
s ,             (16α)  

 
λόγω της τελευταίας των (14), και  
 

( ) ( )
2 2

1

1
x x

, y ,z
M

y z
ε

ε

= +

′ ′
+ =

′ ′+ +
s .               (16β) 

 
Βάσει των σχέσεων (14), (15) και (16), η (12β) παίρνει τη µορφή:  
 

           0 0 0 0
x x

F z
z

ε

ϕ

= −

 ∂  ′⋅ − + + ⋅ =  ∂  
 

  
( ) 2 2

0 0 0
1

x x

y
F y z

z c x, y,z y z
ε

ϕ

= +

 ′∂ ′ ′ = ⋅ − + ⋅ + ⇔ ∂  ′ ′ + + 
  

 
 ( ) ( )0 y x z xε ε′ ′⇔ = + ⋅ + .               (17α) 

 
Η συνθήκη (17α) είναι εξόχως ενδιαφέρουσα. Σύµφωνα µε αυτήν, είτε ( ) 0y xε′ + = , 

είτε ( ) 0z xε′ + = , χωρίς – κατ’ αρχήν – να απαγορεύεται οι δύο µηδενισµοί να 

ισχύουν ταυτόχρονα. Εάν η ακτίνα γ  όντως εισέρχεται στο µέσον 1D , τότε θα πρέπει 
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( ) 0z xε′ + ≠ . Άρα, στην περίπτωση αυτή, υποχρεωτικά ( ) 0y xε′ + = . ∆ηλαδή το 

( )Mε+s  κείται στο επίπεδο των n  και ( )Mε−s . Κατά συνέπεια ισχύει ο ακόλουθος  

 
1ος νόµος της διάθλασης: Η διαθλώµενη ακτίνα βρίσκεται (τοπικά, 
στην περιοχή του σηµείου διάθλασης) στο επίπεδο της προσπίπτουσας 
και της καθέτου στη διεπιφάνεια.  

 
Όπως, όµως, θα δούµε στη συνέχεια, διερευνώντας τη γεωµετρική σηµασία της 
εξίσωσης (12α), υπάρχουν περιπτώσεις στις οποίες δεν είναι δυνατόν να υπάρξει 
διαθλώµενη ακτίνα. Τότε, δεν µπορούµε να ισχυρισθούµε ότι ( ) 0z xε′ + ≠ , αλλά 

είµεθα υποχρεωµένοι να δεχθούµε το ενδεχόµενο ( ) 0z xε′ + = , που σηµαίνει ότι το 

τµήµα 1γ  της ακτίνας εφάπτεται στην διεπιφάνεια στο σηµείο M ε ! (Συγκρίνατε µε το 

Πρόβληµα του εδαφίου3.3.2). Στην περίπτωση αυτή, η συνθήκη συναρµογής (17α) 
δεν συνεπάγεται ότι, κατ’ ανάγκην, ( ) 0y xε′ + = . Κάθε τιµή της παραγώγου 

( )y xε′ +  –και άρα, κάθε αρχική κατεύθυνση της 1γ  επί του εφαπτοµένου επιπέδου– 

είναι, κατ’ αρχήν, δεκτή. Αυτή η παρατήρηση είναι το "κλειδί" για την κατανόηση 
των ακτίνων ορικής διάδοσης που βρίσκονται (κατά ένα τµήµα τους) πάνω στη 
διεπιφάνεια.  
 
Κατόπιν των ανωτέρω, και υποθέτοντας ότι ( ) ( )0 0z x y xε ε′ ′+ ≠ ⇒ + = , η συνθήκη 

(12α) παίρνει τη µορφή  
 

         
2

2

1
0 0

1
x x

z z
z

z c z c z
ε

ϕ ϕ

= −

 ′+ ′∂ ∂ ′− + + =  ∂ ∂  ′ + 
 

  
2

2

1
0 0

1
x x

z z
z

z c z c z
ε

ϕ ϕ

= +

 ′+ ′∂ ∂ ′= − + +  ∂ ∂  ′ + 
.  

 
Η ποσότητα / zϕ∂ ∂  είναι συνεχής στο M ε  και διάφορη του µηδενός, άρα µπορεί να 

απλοποιηθεί, οπότε η ανωτέρω σχέση γίνεται  
 

 
2 22 2

2 2

1 1

1 1
x x x x

z zz z

c cc z c z
ε ε= − = +

   ′ ′+ ′ + ′
− = −   

′ ′   + +   
,  

 

ή, ισοδυνάµως,     
2 2

1 1

1 1
x x x x

c z c z
ε ε= − = +

   
=   

′ ′   + +   
.     (*) 

 
Όµως (βλ. και Σχήµα 3), όταν x xε→ − , ισχύει ότι  

                 02 2 2

1
θ

1

dx dx
sin

dsz dx dz
= = =

′+ +
,  
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Σχήµα 3 (3.3.5): Γεωµετρία της διαθλώµενης ακτίνας στην περιοχή του σηµείου  

    διάθλασης 

και, οµοίως                       12

1
θ

1
x x

sin
z

ε= +

 
= 

′ + 
. 

 
Άρα, η σχέση (*), ανωτέρω, υπό την προϋπόθεση ( ) 0z xε′ + ≠ , µας δίδει τον 

ακόλουθο νόµο της διάθλασης: 
 

2ος νόµος της διάθλασης (νόµος του Snell): Η γωνία πρόσπτωσης 

0θ  και η γωνία διάθλασης 1θ  συνδέονται µε τη σχέση  

 

  
( ) ( )

0 1θ θsin sin

c M c Mε ε

=
− +

.               (17β) 

 
Επιλύοντας την (17β) ως προς 1θsin  λαµβάνουµε 
 

 
( )
( )1 0θ θ

c M
sin sin

c M
ε

ε

+
=

−
.                  (18) 

 
Εξ αυτής προκύπτει ότι, εάν  
 

( )
( )0θ 1

c M
sin

c M
ε

ε

+
>

−
,                   (19) 

 
τότε δεν υπάρχει γωνία 1θ  η οποία να ικανοποιεί την (17β). ∆ηλαδή, σύµφωνα µε την 
αρχή του στασίµου χρόνου, δεν υπάρχει διαθλώµενη ακτίνα η οποία να εισέρχεται 
στο µέσον 1D . Τότε, όµως, η υπόθεση ( ) 0z xε′ + ≠ , στην οποία βασίζεται η σχέση 

0M  

1θ  

0θ  

x  
z  

M ε  1M  

ε  
dx 

dz 

ds 
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(*), δεν είναι βάσιµη. Άρα, στην περίπτωση αυτή πρέπει να υποθέσουµε ότι 

( ) 0z xε′ + = . Τότε, η συνθήκη (12α) παίρνει τη µορφή 

 

 
2

2

1 1

1 x x
x x

z z

z c z z cc z
ε

ε

ϕ ϕ ϕ

= +
= −

 ′+ ′∂ ∂ ∂ − =   ∂ ∂ ∂ ′ + 
,  

 
η οποία ισοδυναµεί µε την  
 

 
( ) ( )

0 1sin

c M c Mε ε

θ
=

− +
.                   (20) 

 
Προφανώς, η σχέση (20) βρίσκεται σε συµφωνία µε την εφαπτοµενική εκφυγή της 
διαθλώµενης ακτίνας, στην περίπτωση αυτή. Η σηµασία της σχέσεως (20) θα 
συζητηθεί και στη συνέχεια, σε σχέση µε το φαινόµενο της ορικής διάδοσης πάνω σε 
διεπιφάνεια.. 
 
-  Το πρόβληµα της ανάκλασης  
 
Θα εξετάσουµε τώρα την περίπτωση όπου τόσο τα σηµεία αφετηρίας 0M  (ποµπός, 

πηγή της κυµατικής διαταραχής) και 1M  (δέκτης, σηµείο µέτρησης της διαδόµενης 

διαταραχής), όσο και η ακτίνα 0 1: M Mγ →  που τα συνδέει, βρίσκονται στο ίδιο 

χωρίο 0D , αλλά η ακτίνα γ  τέµνει τη διεπιφάνεια ε , σε ένα σηµείο M ε  όπως 

φαίνεται στο Σχήµα 4. Αυτό είναι το πρόβληµα της (απλής) ανάκλασης κυµατικής 
διαταραχής (ήχου, φωτός, κ.λπ.) από διεπιφάνεια, επί της οποίας οι (σχετικές) 
φυσικές σταθερές παρουσιάζουν ασυνέχεια.  
 
Το πεδίο ορισµού του συναρτησιακού του χρόνου ( )τ γ , σχέση (1), περιλαµβάνει, 

στην περίπτωση αυτή, όλες τις κατά τµήµατα λείες καµπύλες  
 

0 1

0 1: M M Mγ γ
εγ → → ,   

 
µε  0 0 0: M M Dεγ → ∈   και  1 1 0: M M Dεγ → ∈   να είναι τύπου 1C , και το σηµείο 

M ε γ ε∈ ∩  να είναι το µοναδικό γωνιακό σηµείο της γ . Σε συµφωνία µε τους µέχρι 

τώρα συµβολισµούς µας, το σύνολο των καµπυλών γ  που ικανοποιούν τις ανωτέρω 
προϋποθέσεις θα παρίσταται ως  
 

( )1
0 0 1; ; SectionallyD M , M M Cε−D .                (21) 
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Σχήµα 4 (3.3.5): ∆ιαδροµή διάδοσης 0 1: M M Mεγ → → , η οποία ανακλάται στη  

διεπιφάνεια ε   
 

Το πρόβληµά µας τώρα συνίσταται στο να προσδιορίσουµε εκείνη τη διαδροµή 
(καµπύλη) 0 1

0 1: M M Mγ γ
εγ → → , η οποία καθιστά στάσιµο το συναρτησιακό 

του χρόνου (8) ως προς όλες τις γειτονικές µε αυτήν διαδροµές 
0 1

0 1 0: M M M Dγ γ
εγ → → ∈ɶ ɶɶɶ , οι οποίες ανήκουν στο πεδίο ορισµού (21) του 

συναρτησιακού αυτού(22). (Στο σηµείο αυτό, ο αναγνώστης παραπέµπεται και πάλι 
στον Ορισµό 3, του εδαφίου 3.3.3, όπου περιγράφεται µε πληρότητα η έννοια των 
γειτονικών διαδροµών). 
 
Η µεθοδολογία αντιµετώπισης αυτού του προβλήµατος στασιµοποίησης είναι τελείως 
παρόµοια µε τη µεθοδολογία που ακολουθήσαµε στη µελέτη του αντιστοίχου 
προβλήµατος της διάθλασης και, ως εκ τούτου, δεν θα παρουσιασθεί αναλυτικά εδώ.  
 
Στασιµοποιώντας το συναρτησιακό (8) (πρβλ., µορφή (10)) ως προς µεταβολές της γ  

οι οποίες δεν µεταβάλλουν το σηµείο M ε  (βλ. Σχήµα 5α), λαµβάνουµε ως εξισώσεις 

Euler-Lagrange τις εξισώσεις (11α,β). Στασιµοποιώντας, στη συνέχεια, το ίδιο 
συναρτησιακό επί των καµπυλών που ικανοποιούν τις εξισώσεις Euler-Lagrange, 
αλλά έχουν µεταβλητό σηµείο M ε  (βλ. Σχήµα 5β), λαµβάνουµε, ακριβώς όπως και 

πρίν, τις γωνιακές συνθήκες Weiestrass-Erdmann (12α,β).  
 
Επαναλαµβάνοντας τη γεωµετρική µελέτη που κάναµε στο πρόβληµα της διάθλασης, 
βρίσκουµε και πάλι τις σχέσεις (17α,β), τις οποίες ξαναγράφουµε  εδώ χάριν ευκολίας 
του αναγνώστη:  
  
 

                                                 
(22) Ας σηµειωθεί ότι είναι δυνατόν να υπάρχουν περισσότερες από µία καµπύλες γ , ανήκουσες στο 

πεδίο ορισµού (21) του συναρτησιακού του χρόνου, οι οποίες στασιµοποιούν το συναρτησιακό αυτό.  

0M  ε  1θ  
0θ  

M ε  

0γ  

 1 

0 

1D  

0D  
D  

1M  

1γ  
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Σχήµα 5 (3.3.5):  Γειτονικές διαδροµές της  0 1

0 1: M M Mγ γ
εγ → → . Το γωνιακό  

            σηµείο M ε  µπορεί να κρατείται σταθερό (α), ή να κινείται επί της ε  (β)  

 
 ( ) ( ) 0y x z xε ε′ ′+ ⋅ + = ,                (17α) 

και 

 ( )
( ) ( )

0 1θ θ
0

sin sin
z x

c M c Mε
ε ε

′ + ≠ ⇒ =
− +

.             (17β)  

 
Βέβαια, στην προκειµένη περίπτωση ισχύει ότι 
 

 ( ) ( ) ( )
0D

c M c M c Mε ε ε− = + = ,                 (22) 

 
εφ’ όσον οι καµπύλες 0γ  και 1γ  βρίσκονται και οι δύο στο ίδιο χωρίο 0D , και άρα το 

σηµείο M ε  προσεγγίζεται πάντοτε από την πλευρά του χωρίου αυτού. Λαµβάνοντας 

υπ’ όψιν µας τη σχέση (22) και υποθέτοντας ( ) 0z xε′ + ≠ , βρίσκουµε  

 
 ( ) 0y xε′ + = ,                 (23α)  

και 
 0 1θ θsin sin= .                  (23β)  

 
Οι ανωτέρω σχέσεις εκφράζουν τους νόµους της ανάκλασης στη γενική τρισδιάστατη 
περίπτωση:  
 

1ος νόµος της ανάκλασης: Η ανακλώµενη ακτίνα βρίσκεται (τοπικά, 
στην περιοχή του σηµείο ανάκλασης) στο επίπεδο της προσπίπτουσας 
και της καθέτου στη διεπιφάνεια.  

 
2ος νόµος της ανάκλασης: Η γωνία πρόσπτωσης 0θ  και η γωνία 

ανάκλασης 1θ  είναι ίσες.  

1Μ  

0Μ  0γɶ  

0γ  

εΜɶ  
ε  

1γɶ  
1γ  

εΜ  

β  

0D  

1D  

1Μ  

0γɶ  

0γ  

1γɶ  

0Μ  
ε  

εΜ  

α  

1D  

1γ  
0D  
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Άσκηση: Να µελετήσετε τα προβλήµατα  
i) Πολλαπλών ανακλάσεων,  
ii)  Πολλαπλών διαθλάσεων,  
iii)  Πολλαπλών διαθλάσεων και ανακλάσεων,  

στις τρείς διαστάσεις, στην περίπτωση ανοµοιογενούς µέσου µε περισσότερες από µια 
διεπιφάνειες, µε τη βοήθεια της µεταβολικής αρχής του στασίµου χρόνου.  
 
-  Ορική κυµατική διάδοση µέσω διεπιφάνειας  
Στο εδάφιο 3.3.2 µελετήσαµε το πρόβληµα της διάδοσης κυµατικής διαταραχής από 
σηµείο 0M  σε σηµείο 1M του ιδίου µέσου (π.χ. διάδοση του ήχου από 0M  σε 1M , 

όπου τα σηµεία 0M  και 1M  βρίσκονται στην ατµόσφαιρα, πάνω από την επιφάνεια 

της θάλασσας), µέσω διαδροµών (ακτίνων) οι οποίες, διαθλώµενες, "εισέρχονται" σε 
άλλο µέσον (θάλασσα), οδεύουν "πάνω" στη διεπιφάνεια και, διαθλώµενες εκ νέου, 
"εξέρχονται" στο πρώτο µέσον (αέρας) και καταλήγουν στο σηµείο 1M . (Βλ. και 
Σχήµα 4, εδαφίου 3.3.2). Θα ονοµάσουµε το φαινόµενο αυτό ορική κυµατική διάδοση 
µέσω διεπιφάνειας. 
 
Στο πρόβληµα που µελετήσαµε στο εδάφιο 3.3.2 κάναµε αρκετές απλοποιήσεις: Τα 
δύο µέσα θεωρήθηκαν οµογενή, και η διεπιφάνεια επίπεδη. Βάσει αυτών των 
απλοποιήσεων, το πρόβληµα στασιµοποίησης διατυπώθηκε µε τη βοήθεια δύο 
ανεξάρτητων µεταβλητών, και επιλύθηκε εύκολα µε τα συνήθη εργαλεία του 
διαφορικού λογισµού.  Στο παρόν εδάφιο, έχοντας αναπτύξει τα µαθηµατικά εργαλεία 
µε τα οποία χειριζόµεθα το γενικό πρόβληµα στασιµοποίησης συναρτησιακών της 
µορφής (8) ή (10), είµεθα πλέον σε θέση να µελετήσουµε το ανωτέρω πρόβληµα σε 
γενικό περιβάλλον, αποτελούµενο από ανοµοιογενές µέσον µε διεπιφάνεια γενικής 
µορφής.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σχήµα 6 (3.3.5): Το πρόβληµα της ορικής κυµατικής διάδοσης. Το τµήµα εγ  της  

                ακτίνας 
1 20 1: M M M Mε εγ → → →  βρίσκεται πάνω στη διεπιφάνεια ε .  

1D  

1
M ε  

2
M ε  

1M  
0M  

0D  
ε  

1γ  0γ  
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Οι καµπύλες που πρέπει να θεωρήσουµε για τη µελέτη του παρόντος προβλήµατος 
είναι της µορφής 
 
 0 1

1 20 1: M M M Mεγ γ γ
ε εγ → → → , 

 
όπου τα τµήµατα 
 
 

1 1 2 20 0 0 1 1 0: : :M M D , M M M M Dε ε ε ε εγ γ ε και γ→ ∈ → ∈ → ∈  

 
είναι λεία (τύπου 1C ), ενώ η καµπύλη γ , στο σύνολό της, παρουσιάζει δύο γωνιακά 

σηµεία, τα 
1

M ε  και 
2

M ε , τα οποία κείνται (όπως και ολόκληρο το τµήµα εγ ) επί της 

διεπιφάνειας ε . Η υπόθεση της 1C − λειότητας των τµηµάτων 0 1, ,εγ γ γ  είναι 

συνυφασµένη µε την υπόθεση της 2C − λειότητας του πεδίου της ταχύτητας διάδοσης 

( )c x  στο χωρίο 0D , καθώς και στη διεπιφάνεια ε .  

 
Το συναρτησιακό του χρόνου (ή καλύτερα, το γενικότερο συναρτησιακό, της µορφής 
(10)) έχει, στην περίπτωση αυτή, τη µορφή 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1 2 1

1 2

0 1 2

M M M

M M M

;M ,M F x, y x , y x ,z x ,z x dx

ε ε

ε ε

ε εγ
 
  ′ ′= + + 
 
 
∫ ∫ ∫F .       (24) 

 
Η εξάρτηση από τα γωνιακά σηµεία 

1
M ε , 

2
M ε , εµφανίζεται κατά ρητό τρόπο 

(explicitly) στο όρισµα του συναρτησιακού, εφ’ όσον οι µεταβολές των σηµείων 
αυτών συµβάλλουν στη γενική µεταβολή του συναρτησιακού µας.  
 
Η µεθοδολογία αντιµετώπισης αυτού του προβλήµατος στασιµοποίησης είναι και 
πάλι παρόµοια µε τη µεθοδολογία που ακολουθήσαµε στη µελέτη του αντιστοίχου 
προβλήµατος της διάθλασης και, ως εκ τούτου, δεν θα παρουσιασθεί αναλυτικά εδώ.  
 
Στασιµοποιώντας το συναρτησιακό (24) ως προς µεταβολές της γ  οι οποίες δεν 

µεταβάλλουν τα σηµεία 
1

M ε  και 
2

M ε , ούτε το τµήµα εγ  της καµπύλης γ  (βλ. Σχήµα 

6), λαµβάνουµε ως εξισώσεις Euler-Lagrange τις εξισώσεις (11α,β) για τα τµήµατα 

0γ  και 1γ . Εργαζόµενοι οµοίως, κρατώντας τώρα τα 
10 1, , Mεγ γ  και 

2
M ε  σταθερά, 

και µεταβάλλοντας την καµπύλη εγ  έτσι ώστε να βρίσκεται πάντοτε πάνω στη 

διεπιφάνεια ε , βρίσκουµε εξισώσεις Euler-Lagrange για το τµήµα εγ . Το πρόβληµα 

τώρα είναι πρόβληµα στασιµοποίησης του συναρτησιακού (24) υπό τη συνθήκη  
 
 ( ) ( )( ) 0x, y x ,z xϕ = ,                  (25) 

 
και απαιτεί για τη λύση του τη χρήση κατάλληλου πολλαπλασιαστή Lagrange. Ο 
ενδιαφερόµενος αναγνώστης θα πρέπει εδώ να µελετήσει τη σχετική βιβλιογραφία 
(π.χ., το βιβλίο Calculus of Variations των I. M. Gelfand και S.V. Fomin), προκει-
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µένου να υπολογίσει σωστά τις συνθήκες στασιµοποίησης του συναρτησιακού (24) 
υπό τον περιορισµό (25).  
 
Στασιµοποιώντας, στη συνέχεια, το ίδιο συναρτησιακό επί των καµπυλών που 
ικανοποιούν τις εξισώσεις Euler-Lagrange στα τµήµατα 0 1, ,εγ γ γ , αλλά έχουν 

µεταβλητό σηµείο 
1

M ε  λαµβάνουµε, ακριβώς όπως στην περίπτωση της διάθλασης, 

τις γωνιακές συνθήκες Weiestrass-Erdmann (12α,β), για το σηµείο αυτό. Ίδιες 
συνθήκες προκύπτουν, µε παρόµοιο τρόπο, και για το δεύτερο γωνιακό σηµείο 

2
M ε .  

 
Εισάγοντας τοπικά συστήµατα αξόνων, µε αρχή τα σηµεία 

1
M ε  και 

2
M ε , και 

επαναλαµβάνοντας τη γεωµετρική µελέτη που κάναµε στο πρόβληµα της διάθλασης, 
οδηγούµεθα σε αντίστοιχες γεωµετρικές ερµηνείες. Επί παραδείγµατι, για το σηµείο 

1
M ε , η συνθήκη (12β) οδηγεί και πάλι στη σχέση (17α), την οποία ξαναγράφουµε 

εδώ χάριν ευκολίας του αναγνώστη:  
 

 ( ) ( )
1 1

0y x z xε ε′ ′+ ⋅ + = .                (17α)  
 

Στην περίπτωση όµως του παρόντος προβλήµατος υποθέτουµε εφαπτοµενική εκφυγή 

της διαθλώµενης ακτίνας, οπότε ( )
1

0z xε′ + = . Κατά συνέπεια, η συνθήκη (17α) 

γίνεται  
 

( )
1

0z xε′ + =      και    ( )
1

y xε′ + µπορεί να λάβει οποιαδήποτε τιµή.      (26α)  

 
Τότε η συνθήκη (12α) οδηγεί στη σχέση (20):  
 

 
( ) ( )

1 1

0 1sin

c M c Mε ε

θ
=

− +
,                (26β)  

 
όπου 0θ  είναι η γωνία πρόσπτωσης (του τµήµατος) της ακτίνας 0γ . Προφανώς, η 

συνθήκη (26β) µπορεί να ισχύει µόνον όταν  
 

 ( ) ( )
1 1

c M c Mε ε− ≤ + .                (27α)  
 

Εργαζόµενοι οµοίως λαµβάνουµε αντίστοιχες συνθήκες για το γωνιακό σηµείο 
2

M ε . 

Οι συνθήκες αυτές, σε συνδυασµό µε τις εξισώσεις Euler-Lagrange που ισχύουν κατά 
τµήµατα, µας επιτρέπουν να λύσουµε πλήρως το πρόβληµα στασιµοποίησης του 
συναρτησιακού (24), υπό τους τιθέντες περιορισµούς.  
 
Συµπεραίνουµε λοιπόν, ότι η ύπαρξη διαδροµών διάδοσης της κυµατικής διαταραχής 
της µορφής  

0 0 1 0

1 20 1: D DM M M Mεγ γ ε γ
ε εγ ∈ ∈ ∈→ → → ,  

βρίσκεται σε συµφωνία µε (προβλέπεται από) την αρχή του στασίµου χρόνου, υπό 
την προϋπόθεση ότι ισχύει η σχέση  
 

 ( ) ( )
0 1D D

c M c Mε ε≤ .                (27β)  



 114 

3.4  Επίλυση των εξισώσεων των ακτίνων. Εφαρµογές στην περιβαλλοντική 
ακουστική 
 
Στην ειδική περίπτωση όπου η κατανοµή της ταχύτητας διάδοσης παρουσιάζει 
κυλινδρική συµµετρία είναι βολικό να χρησιµοποιήσουµε κυλινδρικό σύστηµα 
συντεταγµένων, όπως εικονίζεται στο Σχήµα 1. Στην περίπτωση αυτή ισχύουν οι 
σχέσεις 

 ( )c c r,z= , 
c c

c ,
r z

∂ ∂ ∇ =  ∂ ∂ 
,                                   (1α,β) 

 

οπότε οι διαφορικές εξισώσεις των ακτίνων, εξισώσεις (4α,β) του εδαφίου 3.3.4, 
γράφονται στη µορφή: 
 

 
( )

( ) ( )
d

c r,z
d

σ
σ

σ
= ⋅

x
ξ , 

2

( ) 1

( )

d
c

d c r,z

σ
σ

= − ⋅∇
ξ

,          (2α,β) 

 
όπου σ  είναι το µήκος τόξου. Θέτοντας  
 
 ))()(()( σσσ ZR ,=x      και    ( ) ( ( ) ( )),σ ξ σ ζ σ=ξ ,           (3α,β) 
 
το σύστηµα των διαφορικών εξισώσεων (2) γράφεται στη µορφή 
 

 
( )

( ) ( )
dR

c r,z
d

σ
ξ σ

σ
= ⋅ ,            

( )
( ) ( )

dZ
c r,z

d

σ
ζ σ

σ
= ⋅ ,         (4α,β) 

 

 
2

( ) 1 ( )

( )

d c r,z

d c r,z r

ξ σ
σ

∂
= − ⋅

∂
,    

2

( ) 1 ( )

( )

d c r,z

d c r,z z

ζ σ
σ

∂
= − ⋅

∂
.          (4γ,δ)  

 
Όλα τα ορίσµατα ( )r ,z  της συνάρτησης ( )c r,z  και των µερικών παραγώγων αυτής 

( )c r,z / r∂ ∂  και ( )c r,z / z∂ ∂ , που εµφανίζονται στις ανωτέρω σχέσεις (4α,β) και 

(4γ,δ), νοούνται ως 
 
 ( ) ( )r R , z Zσ σ= = . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 1  : Εξισώσεις ακτίνων σε κυλινδρικό σύστηµα συντεταγµένων. 

0r  

0 
0z  

r  

z  

0θ  

)0(s  

)(σθ  

)(σs  

ακτίνα ( ))()()( σσσ Z,R=x  
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Κατά συνέπεια, οι εξισώσεις (4) ορίζουν ένα µη-γραµµικό σύστηµα συνήθων 
διαφορικών εξισώσεων της µορφής  
 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3 4 1 2 3 4i idX F X ,X ,X ,X , i , , ,σ σ σ σ σ= = ]  

 
όπου 
 
 ( ) ( ) ( ) ( )1 2X R , X Zσ σ σ σ= = ,  

 ( ) ( ) ( ) ( )3 4X , Xσ ξ σ σ ζ σ= = .  

 
Όπως έχουµε ήδη αναφέρει, το σύστηµα των πρωτοταξίων διαφορικών εξισώσεων 
(4α)-(4δ) επιλύεται ως πρόβληµα αρχικών τιµών, µε αρχικά δεδοµένα τη θέση 
εκκίνησης ( )0 0r ,z  και τη γωνία εκκίνησης (αρχικά κλίση) 0θ  της ακτίνας )(σx :  

 
 0( 0)R r r= = ,       0( 0)Z zσ = = ,                                  (5α,β) 

 0

( 0)dR
cos

d

σ
θ

σ
=

= ,     0

( 0)dZ
sin

d

σ
θ

σ
=

= .           (5γ,δ) 

 
(Βλ. και Σχήµα 1). Κάνοντας χρήση των εξισώσεων (4α) και (4β), οι αρχικές 
συνθήκες για την κλίση της ακτίνας, εξισώσεις (5γ) και (5δ), γράφονται ισοδυνάµως 
στην ακόλουθη µορφή: 
 

 0

0 0

( 0)
( )

cos

c r ,z

θ
ξ σ = = ,  0

0 0

( 0)
( )

sin

c r ,z

θ
ζ σ = = .       (5γ΄,δ΄) 

 
Τέλος, εάν µε )(σθ  συµβολίσουµε την γωνία κλίσεως της ακτίνας )(σx  στη γενική 
θέση σ , ισχύουν προφανώς οι ακόλουθες γεωµετρικές σχέσεις (βλ. Σχήµα 1): 
 

 ( )
dR

cos
d

θ σ
σ

= , ( )
dZ

sin
d

θ σ
σ

= .            (6α,β) 

 
Στη συνέχεια αυτού του εδαφίου το πρόβληµα αρχικών τιµών (4), (5) θα λυθεί για 
περιπτώσεις όπου ( )c c z= , δηλαδή 0c / r∂ ∂ = . Στις περιπτώσεις αυτές η εξίσωση 

(4γ) µας δίδει 
 

 
( ) ( )0

d

d

ξ σ
ξ σ

σ
= ⇒ =   σταθερά  ( )0ξ σ= = . 

 
Τότε, η (4α) σε συνδυασµό µε την (6α), δίδουν 
 

 
( )

( )
cos

c z

θ σ
=   σταθερά  

( )
0

0

cos
q

c z

θ
= = .                 (7) 
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Παρατήρηση:  Η εξίσωση (7) εκφράζει το νόµο του Snell για στρωµατοποιηµένο 
(stratified) ανοµοιογενές µέσο.   ❚ 
 
Με τη βοήθεια της (7) οι εξισώσεις (6α,β) γράφονται στη µορφή 
 

( )
( )

( )
1 cosdR

q
c z d c z

θ σ
σ

⋅ = = ,                                         (8α) 

 

( )
( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( )
2

2 2
11 1

1
cossin c zdZ

q c z
c z d c z c z c z

θ σθ σ
σ

−
⋅ = = = − ⋅ .   (8β) 

 
Στο σηµείο αυτό πρέπει να τονίσουµε ότι οι δύο µεταβλητές ( )Z Z σ=  και z , που 

χρησιµοποιούνται στις ανωτέρω εξισώσεις, κατ' ουσίαν ταυτίζονται. Και τούτο διότι, οι 
τιµές της ταχύτητας διάδοσης ( )c c z= , η οποία υπεισέρχεται στις εξισώσεις αυτές, δεν 

είναι γενικές πεδιακές τιµές, αλλά είναι ακριβώς οι τιµές επί της ακτίνας 

( )σ =x ( ) ( )( )R ,Zσ σ . Άρα, εν προκειµένω (δηλαδή στις εξισώσεις (8α,β)) ισχύει ότι 

( )z Z σ≡ . ∆ιαιρώντας κατά µέλη τις (8α) και (8β), και θέτοντας z Z= , λαµβάνουµε 
 

 
( )

( )2 21

q c ZdR

dZ q c Z

⋅
=

− ⋅
.                                                                 (9) 

 

Η διαφορική εξίσωση (9), η οποία προσδιορίζει την ακτίνα µε αρχικά δεδοµένα 0z , 0θ  

(βλ. εξίσωση (7)), είναι τύπου χωριζοµένων µεταβλητών, και άρα επιλύεται µε απ' 
ευθείας ολοκλήρωση:  
 

 
( )

( )0 0

2 21

R Z

r z

q c z
dr dz

q c z

⋅
= ⋅

− ⋅∫ ∫     ή 

 

 ( ) ( )
( )0

0 2 21

Z

z

q c z
R Z r dz

q c z

⋅
− = ⋅

− ⋅∫ .                                                    (10) 

 

Η εξίσωση (10) επιλύεται αναλυτικά αν και µόνον αν το ολοκλήρωµα που εµφανίζεται 
στο δεξιά µέλος της µπορεί να εκφρασθεί µέσω γνωστών συναρτήσεων. Στη συνέχεια 
θα µελετήσουµε δύο τέτοια παραδείγµατα. 
 
-  Γραµµική κατανοµή της ταχύτητας διάδοσης, ( ) 0c z az c= +   

 
Θα εξετάσουµε κατ' αρχήν την ειδική περίπτωση όπου η ταχύτητα διάδοσης c  
µεταβάλλεται γραµµικά κατά την κατακόρυφη διεύθυνση z (23), δηλαδή  
 
 0( )c c z a z c= = ⋅ + ,          0c ,a = σταθερές,                          (11) 

 

                                                 
(23) Περίπτωση η οποία, όπως έχουµε ήδη συζητήσει, παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον σε 
προβλήµατα θαλάσσιας ακουστικής. 
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Στην περίπτωση αυτή το πρόβληµα µπορεί να λυθεί εύκολα, µε χρήση της εξίσωσης 
(7). Πράγµατι, αν γράψουµε την (7) ως 
 
 ( ) ( )cos q c zθ σ = ⋅ ,        
  
και διαφορίσουµε ως προς z , λαµβάνουµε 
 

 ( )
d d dc

sin q q a
d dz dz

θ σ
θ σ

σ
− ⋅ ⋅ = ⋅ = ⋅ .      

  
Συνδυάζοντας την ανωτέρω εξίσωση µε την (6β), σύµφωνα µε την οποία  

)(σθ
σ

sin=
d

dZ
, λαµβάνουµε τελικώς 

  

 
( )d

qa
d

θ σ
σ

= − = σταθερά.        

Όµως, είναι γνωστό ότι η ποσότητα 
σ
σθ

σκ
d

d )(
)( =  παριστάνει την καµπυλότητα της 

ακτίνας ( ) ( ( ) ( ))R ,Zσ σ σ=x . Εποµένως, στην εξεταζόµενη περίπτωση, 
 

 ( ) ( )d
qa

d

θ σ
κ σ

σ
= = − = σταθερά,                                    (12α) 

 

και άρα, η ακτίνα διάδοσης (ray) )(σx  είναι τόξο κύκλου, ακτίνας  
 

 0

0

1 ( )

z

c z

c cos
ρ

κ θ
= = =

⋅
σταθερά .                                                          (12β) 

 
Οι ανωτέρω παρατηρήσεις επιτρέπουν την εύκολη γεωµετρική κατασκευή της 
πλήρους λύσεως του προβλήµατος, αποφεύγοντας την επίπονη επίλυση του 
συστήµατος των διαφορικών εξισώσεων (4), µε αρχικές συνθήκες (5). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 3  :  0
dc

a
dz

= <  

 

0r  

0z  )( 0zc  0 0 

K  

ρ 0θ  

)()0( 00 θθσ sin,cos==s  

0r  r

0z  )( 0zc  

)()0( 00 θθσ sin,cos==s  

)(zc  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 2    0
dc

a
dz

= >  

K  
ρ  

ρ  
00 >θ  

ρ  
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Για παράδειγµα, ας υπολογίσουµε την ακτίνα µε αρχή το σηµείο 0 και αρχική γωνία 
κλίσεως 0θ , Σχήµα 2, σε περιβάλλον όπου η ταχύτητα διάδοσης αυξάνεται µε το 

βάθος z . Από την εξίσωση (12α) υπολογίζουµε αµέσως την προσηµασµένη τιµή της 
καµπυλότητας της ακτίνας αυτής 

 0

0

0
( )

cos a
qa

c z

θ
κ

⋅
= − = − < .        

Λόγω της αρνητικής καµπυλότητας, η ακτίνα θα στρέφει τα κοίλα προς τα άνω όπως 
εικονίζεται στο Σχήµα 2, ανεξάρτητα από το πρόσηµο της αρχικής γωνίας κλίσεως 

0θ . (Στο Σχήµα 2 έχει ληφθεί 00 >θ ). 

 

Γνωρίζοντας την τιµή της καµπυλότητας κ  υπολογίζουµε την ακτίνα 
1ρ κ −

=  και 

προσδιορίζουµε το κέντρο K  του κύκλου ακτίνας ρ , ο οποίος διέρχεται από το 

σηµείο 0 και έχει εφαπτόµενο διάνυσµα στο σηµείο αυτό )()0( 00 θθσ sin,cos==s . 

Στην περίπτωση περιβάλλοντος µε µειούµενη προς τα κάτω ταχύτητα διάδοσης, 

0
dc

a
dz

= < , η τιµή της καµπυλότητας θα είναι θετική, και η ακτίνα θα στρέφει τα 

κοίλα προς τα κάτω, όπως εικονίζεται στο Σχήµα 3. Με την βοήθεια του ανωτέρω 
παραδείγµατος επαληθεύουµε την γενική αρχή που έχει ήδη διατυπωθεί, ότι δηλαδή 
οι κυµατικές ακτίνες καµπυλώνονται στρεφόµενες προς την περιοχή στην οποία η 
ταχύτητα διάδοσης ελαττώνεται. 
 
-  Γενικό προφίλ ταχύτητας διάδοσης ( )c c z= . Προσεγγιστική λύση 

Με συστηµατική χρήση των ανωτέρω αποτελεσµάτων µπορούµε να διατυπώσουµε 
έναν εύχρηστο αλγόριθµο προσεγγιστικής κατασκευής των ακτίνων

(24), για 
περιβάλλοντα µε συνεχή κατακόρυφη κατανοµή της ταχύτητας διάδοσης, )(zcc =  
(βλ. Σχήµα 4). Αυτό επιτυγχάνεται σε δύο βήµατα ως ακολούθως: 
 
i) Κατ' αρχήν, διαµερίζουµε την περιοχή ενδιαφέροντος σε οριζόντια στρώµατα 
αρκετά µικρού εύρους, έτσι ώστε σε καθένα από αυτά η ταχύτητα διάδοσης να µπορεί 
να θεωρηθεί κατά προσέγγιση γραµµική (βλ. Σχήµα 4). Η συνεχής συνάρτηση )(zc  
προσεγγίζεται, τότε, από τµηµατικώς γραµµικά στοιχεία, όπως εικονίζεται στο Σχήµα 
4 (συνεχής και πολυγωνική γραµµή, αντιστοίχως).  
 
ii) Στη συνέχεια, κατασκευάζουµε γεωµετρικά την ακτίνα µε δεδοµένο σηµείο 
εκκίνησης 0, και δεδοµένη κλίση εκκίνησης 0θ . Βλ. Σχήµα 5. Η κατασκευή γίνεται 

όπως ακριβώς περιγράψαµε ανωτέρω, αλλά το τόξο κύκλου περιορίζεται στο 
εσωτερικό του (κάθε) στρώµατος. Όταν το τόξο κύκλου τµήσει το όριο του 
στρώµατος (σηµείο 0΄), η διαδικασία επαναλαµβάνεται στο επόµενο στρώµα, 
θεωρώντας ως αρχικό σηµείο το 0′  και ως αρχική κλίση την κλίση του προηγουµένου 
τµήµατος της ακτίνας στο 0′ . Στο νέο στρώµα, όπου και πάλι η κατανοµή της 
ταχύτητας διάδοσης είναι γραµµική (αν και µε διαφορετική κλίση a ), η ακτίνα θα 
είναι και πάλι τόξο κύκλου, διαφορετικού όµως κέντρου και διαφορετικής 
καµπυλότητας. Άρα, η κάθε ακτίνα θα αποτελείται από συνένωση τόξων κύκλων, το 

                                                 
(24) Και άρα, προσεγγιστικής επίλυσης των διαφορικών εξισώσεων των ακτίνων, παρά το ότι οι 
τελευταίες δεν χρησιµοποιούνται ευθέως. 
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κάθε ένα από τα οποία περατούται στα όρια των στρωµάτων. Προφανώς, η ανωτέρω 
διαδικασία κατασκευής των ακτίνων προγραµµατίζεται εύκολα και είναι εξαιρετικά 
γρήγορη. Επί πλέον, επειδή µπορούµε να επιτύχουµε πολύ καλή προσέγγιση της 
συνεχούς συναρτήσεως )(zc  από τµηµατικώς γραµµικά στοιχεία (αυξάνοντας 
καταλλή-λως το πλήθος των χρησιµοποιουµένων στρωµάτων), η ανωτέρω 
ηµιαναλυτική (ή γεωµε- τρική, αν προτιµάτε!) µέθοδος είναι και εξαιρετικά ακριβής.  
 
Αξίζει εδώ να αναφέρουµε ότι η ανωτέρω µέθοδος γενικεύεται και στις περιπτώσεις 
όπου η ταχύτητα διάδοσης µεταβάλλεται και ως προς την οριζόντια διεύθυνση 

)( zrcc ,= , καθώς επίσης και σε περιπτώσεις όπου παρουσιάζονται τοπικές 
ασυνέχειες από περιοχή σε περιοχή (όπως, π.χ., συµβαίνει σε σύνθετα µέσα). Κατά 
συνέπεια, µπορεί να αποτελέσει τη βάση ενός τελείως γενικού αλγορίθµου 
κατασκευής των ακτίνων σε οποιοδήποτε ανοµοιογενές µέσο. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

-  Η περίπτωση )]([)( 0zzBAzc −= cosh  
 

Θα µελετήσουµε τώρα το πρόβληµα της διάδοσης του ήχου σε περιβάλλον µε 
κατακόρυφη κατανοµή της ταχύτητας 
διάδοσης της µορφής υπερβολικού 
συνηµιτόνου (βλ. Σχήµα 6), δηλαδή 

)]([)( 0zzBAzc −= cosh ,      

BA, =σταθερές.                    (13) 
Η µελέτη του προβλήµατος αυτού είναι 
εξαιρετικά χρήσιµη, διότι µας επιτρέπει 
να αντιληφθούµε τι συµβαίνει στην 
περίπτωση όπου η αρχή (το σηµείο 
“εκποµπής”) των ακτίνων βρίσκεται στη 
θέση (ή κοντά στη θέση) ενός τοπικού 
ελαχίστου της ταχύτητας διάδοσης. Η 
κατάσταση αυτή παρουσιάζει ιδιαίτερο 
ενδιαφέρον σε εφαρµογές θαλάσσιας 
ακουστικής, διότι συχνά το προφίλ της 
ταχύτητας του ήχου στη θάλασσα 
παρουσιάζει (τοπικό) ελάχιστο σε 
κάποιο (σχετικά µικρό) βάθος.  

Σχήµα 4  : Οριζόντια διαµέριση του 
µέσου 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 5  : Κατασκευή ακτίνας σε γενικό 
περιβάλλον 

 

)(zc  

1 

2 

3 

Ν 
Ν+1 

)(zcc =  z  

r
0r  

0z  
)( 0zc  

0 0θ  

2ρ  
0΄  
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0΄΄ 

z 

( )c z  

0θ  
0 

ακτίνα 

( )0σ =s  

r  

( )0c z  

( )c z  

z  

Σχήµα 6 : Περιβάλλον µε κατα-νοµή της 
ταχύτητας διάδοσης τύπου 
υπερβολικού συνηµιτόνου 
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Και στην περίπτωση αυτή οι εξισώσεις των ακτίνων (ουσιαστικά η εξίσωση (9)), 
επιλύονται αναλυτικά, οπότε έχουµε "πλήρη έλεγχο" των λύσεων. 
 
Στην περίπτωση του προφίλ ταχύτητας (13), η σταθερά q  (βλ. εξίσωση (7)) παίρνει 
την τιµή 
 

          
( )

0 0

0

cos cos
q

c z A

θ θ
= = , 

 
και η εξίσωση (10) γίνεται 
 

  
( )

( )0

0 0
0 2 2

0 0 01

Z

z

cos cosh B z z
R r dz

z cos cosh B z z

θ

θ

⋅ −  − = ⋅
− ⋅ −  

∫ .                         (14) 

 
Το τελευταίο ολοκλήρωµα, αν και αρκετά περίπλοκο, υπολογίζεται µε τη βοήθεια της 
σχέσεως (βλ. Gradsteyn and Ryzhik 1965, σελ. 114): 
 

  
2 2 21 1

a cosh x a sinh x
dx arcsin

a cosh x a

 
=  

− − ∫ ,       2 2 1a cosh x< .            (15) 

 
Με τη βοήθεια της (15), για 0a cosθ= , η (14) παίρνει τη µορφή 

 

  ( )0
0 0

0

cos
R r arcsin sinh B Z z

sin

θ
θ

 
− = ⋅ −   

 
, 

ή 

  ( ) ( )0 0 0sin B R r tan sinh B Z zθ− = ⋅ −       .             (16α) 

 
Η τελευταία µπορεί να λυθεί µονοσηµάντως ως προς Z , δεδοµένου ότι η συνάρτηση 
sinh είναι αµφιµονοσήµαντη στο IR , και άρα έχει µονότιµη αντίστροφη:  
 

  ( ){ }1
0 0 0

1
Z z sinh tan sin B R r

B
θ−− = ⋅ −      .                                   (16β) 

 
Με τη βοήθεια της γενικής λύσεως (16) µπορούµε να κάνουµε τις ακόλουθες 
παρατηρήσεις: 
 
i) O όρος µέσα στην αγκύλη του δεξιά µέλους της εξισώσεως (16β) είναι 

περιοδικός ως προς R  µε περίοδο 2R / B∆ π= . Έτσι, οι ακτίνες που ξεκινούν 
από το αρχικό σηµείο 0 (στην θέση 0zz= ), θα επιστρέφουν διαρκώς στο ύψος 

0z z= , σε διαστήµατα που απέχουν µεταξύ τους 2 / Bπ , Βλ. Σχήµα 7. 

 
Ορίζεται κατ’ αυτόν τον τρόπο ο άξονας 0zz= , γύρω από τον οποίο θα 

καµπυλώνονται (ταλαντεύονται) οι ακτίνες. (Αυτό είναι φυσικά αναµενόµενο διότι το 
σηµείο 0 έχει ληφθεί στη θέση όπου η ταχύτητα )( 0zc  είναι ελάχιστη. Γιατί;). 
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ii)  Η µέγιστη αποµάκρυνση, 0zZmax − , κάθε ακτίνας από τον άξονα 0z z=  

αυξάνεται καθώς αυξάνεται η αρχική γωνία κλίσεως της ακτίνας 0θ , και µειούται 

καθώς αυξάνεται η καµπυλότητα του προφίλ ταχύτητας διάδοσης, η οποία 
καθορίζεται από την παράµετρο B , βλ. σχέση (13). Πράγµατι, από τη σχέση 
(16β), για 0( ) 2B r r /π− = , βρίσκουµε 

 

  )(
1

0
1

0 θtansinh
B

zZmax −=− .     

   
Όλες όµως οι ακτίνες, ανεξαρτήτως από την αρχική τους κλίση, έχουν την ίδια 
οριζόντια περίοδο R∆ . (Το τελευταίο είναι µια ενδιαφέρουσα ειδική ιδιότητα του 
συγκεκριµένου προφίλ ταχύτητας διάδοσης. ∆εν ισχύει γενικά). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σχήµα 7: Η γεωµετρία των ακτίνων σε περιβάλλον µε ταχύτητα διάδοσης τύπου 

υπερβολικού συνηµιτόνου 
 
Από το παράδειγµα αυτό συνάγουµε το γενικώτερο συµπέρασµα ότι ένα περιβάλλον 
µε κατακόρυφη κατανοµή )(zc  που παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο σε κάποια θέση 

0zz=  έχει την ιδιότητα να “παγιδεύει” τις ακτίνες γύρω από έναν άξονα στη θέση 

του ελαχίστου, δηµιουργώντας έτσι ένα "κανάλι διάδοσης" γύρω από αυτόν. Στην 
περίπτωση της διάδοσης του ήχου στη θάλασσα µιλάµε για "ηχητικό κανάλι" 
(submarine sound channel) είναι ενδιαφέρον να σηµειώσουµε εδώ ότι η ύπαρξη 
ηχητικού καναλιού στη θάλασσα δεν είναι καθόλου προφανής, ούτε ήταν γνωστή 
πριν από το δεύτερο Παγκόσµιο Πόλεµο. Ανακαλύφθηκε στα πλαίσια ερευνών κατά 
τη διάρκεια του πολέµου από Ρώσους και Αµερικανούς επιστήµονες, ανερξαρτήτως, 
και κρατήθηκε µυστική για αρκετά χρόνια (για προφανείς λόγους!). Οι πρώτες 
δηµοσιεύσεις (Ρώσων και Αµερικανών) έγιναν το 1948. Το ιστορικό της ανακάλυψης 
του ηχητικού καναλιού από τους Ρώσους επιστήµονες περιγράφεται γλαφυρά από τον 
L. Brekhovskikh (ο οποίος συµµετείχε στις σχετικές προσπάθειες), στο βιβλίο του 
Ocean and Man, Present and Future, Nauka Publ., Moscow 1990. 
 

0θ  
0zz=  

z 

0 
R∆  

0zZmax −  

άξονας 
καναλιού 

R∆  

0r  r  
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Για να αντιληφθούµε ποσοτικά τη σηµασία των µεταβολών της ταχύτητας του ήχου 
)(zc  στην δηµιουργία ηχητικού καναλιού στο θαλάσσιο περιβάλλον, ας θεωρήσουµε 

το ακόλουθο παράδειγµα. Έστω ότι το προφίλ της ταχύτητας του ήχου δίδεται από τη 
σχέση: 
 4( ) 1510 (6 10 ( 300))c z cosh z−= × − . 
 
Βλ. Σχήµα 8. Στην περίπτωση αυτή, και για διάστηµα βάθους 600m από την 
επιφάνεια της θάλασσας, η ταχύτητα του ήχου κυµαίνεται από 1535m/s (στην 
επιφάνεια της θάλασσας και σε βάθος 600m), ως 1510m/s, στην θέση του άξονα 

m3000 == zz . Οι τιµές αυτές µπορούν να θεωρηθούν τυπικές τιµές της ταχύτητας 

του ήχου στη θάλασσα κατά την θερινή περίοδο. 
 
Σύµφωνα µε τα ανωτέρω αποτελέσµατα, όλες οι ηχητικές ακτίνες που εκπέµπονται 
από την πηγή 0 στο γωνιακό άνοιγµα (δέσµη) ± 5ο (25), θα παγιδεύονται στο 
δηµιουργούµενο ηχητικό κανάλι πλάτους 
 

 m292)5(
00060

2 1 == − ob tansinh
.

, 

 
δηλαδή στην οριζόντια ζώνη µεταξύ των ορίων =z 154m και =z 446m, βλ. Σχήµα 8. 
Το µήκος επαναφοράς R∆  στην περίπτωση αυτή είναι 
 

 
2

10472
0 0006

R m
.

π
∆ = = km10≅ . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 8:  ∆ηµιουργία υποθαλάσσιου ηχητικού καναλιού 

                                                 
(25) Αξίζει να σηµειωθεί ότι οι χρησιµοποιούµενες στην πράξη ενεργές τυχοβολιστικές συσκευές 
(Active SONARs) εκπέµουν σε ένα γωνιακό άνοιγµα της τάξεως των 60ο , όµως η κύρια ενέργεια της 
δέσµης περιορίζεται σε ένα γωνιακό άνοιγµα 10ο – 20ο γύρω από τον άξονα της δέσµης. 

600m 

=z 300m 

1510 
m/s 

πηγή 

1535 
m/s )(zc  

0 

290=b m 
o10  
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3.5    Εφαρµογές των εξισώσεων των ακτίνων στη µελέτη της διάδοσης 
επιφανειακών κυµατισµών βαρύτητας σε ρηχή θάλασσα 

 
To φαινόµενο των επιφανειακών κυµατισµών βαρύτητας εξελίσσεται κυρίως στην 
ελεύθερη επιφάνεια του ρευστού, και η διάδοση των κυµατισµών λαµβάνει χώρα στο 
οριζόντιο επίπεδο. Η θεωρία των επιφανειακών κυµατισµών βαρύτητας θα 
παρουσιασθεί διεξοδικά στο Κεφάλαιο 5. Εδώ θα περιορισθούµε να δώσουµε την 
έκφραση της ταχύτητας διάδοσης ( )c c x,y= , η οποία αποτελεί το µοναδικό 

προαπαιτούµενο για να εφαρµόσουµε τη θεωρία ακτίνων. 
 
Με τη βοήθεια της γραµµικής θεωρίας των επιφανειακών κυµατισµών βαρύτητας 
αποδεικνύεται ότι η ταχύτητα διάδοσης τους δίδεται από τη σχέση: 
 

g
c tanh( kh )

k
= ,   ή, σε αδιάστατη µορφή,        

c tanh( kh )

khgh
= ,            (1α,β)       

όπου 9 81g .= m/sec2 
είναι η επιτάχυνση της βαρύτητας, h  είναι το βάθος του νερού, 

2k /π λ= είναι ο αριθµός κύµατος, και λ  είναι το µήκος κύµατος. 
 
Πρέπει να σηµειωθεί εδώ ότι η σχέση (1α) εξάγεται υπό την προϋπόθεση ότι το βάθος 
hείναι σταθερό. Παρ' όλα ταύτα, εάν το βάθος µεταβάλλεται αργά ως προς το µήκος 
κύµατος (26), µπορούµε να θεωρήσουµε ότι η εξίσωση (1α) (ή (1β)) ισχύει τοπικά, για 
h h( x,y )= . Στην περίπτωση όµως αυτή µεταβάλλεται και ο αριθµός κύµατος k , 
σύµφωνα µε τη σχέση διασποράς των επιφανειακών κυµάτων βαρύτητας:  

 

( )
2h

kh tanh kh
g

ω
= ⋅ .   (27)                                                    (2) 

Επιλύοντας προσεγγιστικά (αριθµητικά ή γραφικά) την εξίσωση (2) ως προς k , 
δεδοµένου του τοπικού βάθους ( )h x,y , βρίσκουµε τη συνάρτηση ( )k k x,y= . Στη 

συνέχεια, εφαρµόζοντας τη σχέση (1α) για ( )h h x,y=  και ( )k k x,y= , λαµβάνουµε 

το πεδίο της ταχύτητας διάδοσης: 
 

 ( )
( )

( ) ( )g
c x,y tanh k x,y h x,y

k x,y
=    .                            (3) 

Σηµειώνεται ότι, στη σχέση (2), η κυκλική συχνότητα ω  είναι σταθερή, εφ' όσον το 
πρόβληµα είναι γραµµικό (ακριβέστερα, έχει γραµµικοποιηθεί). Υπενθυµίζεται 
επίσης ότι η περίοδος T  του κύµατος συνδέεται άµεσα µε την κυκλική συχνότητα ω , 
µέσω της σχέσεως: 

                                 
2

T
π
ω

= .                                                                          (4) 

Σύµφωνα µε τα ανωτέρω, η ταχύτητα διάδοσης των επιφανειακών κυµατισµών 
βαρύτητας εξαρτάται από το βάθος του νερού και την περίοδο του κύµατος. Η 

                                                 
(26) ∆ηλαδή εάν σε οριζόντια µήκη της τάξεως µεγέθους του λ , το βάθος h  µεταβάλλεται λίγο, π.χ. 
10-15%. 
(27) Και η σχέση διασποράς (2) εξάγεται υπό την προϋπόθεση ότι το βάθος είναι σταθερό. Και πάλι 
όµως αν το βάθος µεταβάλλεται αργά (βλ. προηγούµενη υποσηµείωση), τότε η σχέση (2) ισχύει κατά 

προσέγγιση και τοπικά, δηλαδή για ( )h h x, y= . 
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εξάρτηση αυτή παρουσιάζεται στο Σχήµα 1. Η περίοδος του κύµατος έχει ληφθεί να 
µεταβάλλεται παραµετρικά από sT 1=  έως 19=T sec, ανά 2sec, έτσι ώστε να 
καλύπτεται όλο το εύρος τιµών των περιόδων των θαλασσίων κυµατισµών 
βαρύτητας. Κάθε καµπύλη του Σχήµατος 1 αντιστοιχεί σε σταθερή τιµή της περιόδου. 
Παρατηρούµε ότι η ταχύτητα διάδοσης αυξάνεται µε την περίοδο του κύµατος και 
το βάθος του νερού. Για σταθερή περίοδο, η ταχύτητα διάδοσης αυξάνεται µονότονα 
µε το βάθος. Η µεταβολή της είναι απότοµη στην αρχή (για µικρά βάθη), όπου η 
ταχύτητα διάδοσης λαµβάνει µικρές, αλλά γρήγορα αυξανόµενες, τιµές. Από ένα 
ορισµένο βάθος και άνω(28) η ταχύτητα διάδοσης ανεξαρτητοποιείται από το βάθος, 
και εξαρτάται µόνον από την περίοδο του κύµατος και µάλιστα γραµµικά. Στην 
περίπτωση αυτή ισχύει η απλή σχέση:  

 ( )
2

gT
c x,y c

π
= =  .                                                               (5) 
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Σχήµα 1: Ταχύτητα διάδοσης  c των επιφανειακών κυµατισµών βαρύτητας 

συναρτήσει του βάθους h του νερού και της περιόδου T του κύµατος. (α): Οι 
τιµές της ταχύτητας διάδοσης για βάθος από h=0m έως h=600m. (β): 
Λεπτοµέρεια του σχήµατος (α) για βάθος από h=0m έως h=100m. 

                                                 
(28) 

Το οποίο αντιστοιχεί περίπου στο µισό του µήκους κύµατος. 

(α) 

 (β) 

Β Α 

)( s/mc  

)( s/mc
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Με βάση την ανωτέρω παρουσίαση, µπορούµε να κάνουµε τις ακόλουθες γενικές 
παρατη-ρήσεις: 
 
(i) Σε αντίθεση µε άλλα κυµατικά φαινόµενα, η ταχύτητα διάδοσης των 

επιφανειακών κυµατισµών βαρύτητας εξαρτάται από την περίοδο (ισοδυνάµως, 
τη συχνότητα) του κύµατος. Εποµένως, και η µορφολογία των ακτίνων (και άρα 
και του κυµατικού πεδίου) θα εξαρτάται από την περίοδο (συχνότητα) του 
κύµατος. 

(ii)  Σε ρηχό θαλάσσιο περιβάλλον(29), όπου το βάθος του νερού µεταβάλλεται 
γεωγραφικά, η ταχύτητα διάδοσης των επιφανειακών κυµατισµών βαρύτητας 
µεταβάλλεται από θέση σε θέση. Εποµένως, σε ρηχή θάλασσα, οι ακτίνες 
διάδοσης δεν θα παραµένουν ευθείες, αλλά θα καµπυλώνονται προς περιοχές 
όπου το βάθος µειώνεται, δηλαδή προς την ακτή. 

 
Ως πρώτη ενδιαφέρουσα εφαρµογή των ανωτέρω θεωρούµε την περίπτωση της 
απλούστερης δυνατής ακτής, δηλαδή ακτής µε πυθµένα κεκλιµένο επίπεδο, µε µικρή 
σχετικά κλίση ως προς την οριζόντια διεύθυνση. Συνάγουµε τότε ότι οι ακτίνες που 
διαδίδονται από τα βαθιά προς τα ρηχά θα καταλήγουν πάντα περίπου κάθετα προς 
την ακτογραµµή, ανεξάρτητα από την αρχική κατεύθυνση του κύµατος στα βαθιά 
(γιατί;). Αυτό ερµηνεύει την παρατήρηση ότι τα µέτωπα του κύµατος, τα οποία 
αποτελούν γραµµές κάθετες στο σύστηµα των ακτίνων, φθάνουν πάντοτε σχεδόν 
παράλληλα προς την ακτογραµµή.  
 
Προχωρούµε τώρα στη µελέτη δύο χαρακτηριστικών παραδειγµάτων διάδοσης 
επιφανειακών κυµατισµών βαρύτητας σε ρηχή θάλασσα. Τα παρουσιαζόµενα 
αποτελέσµατα έχουν εξαχθεί µε αριθµητική επίλυση των εξισώσεων των ακτίνων 
(εξισώσεις (24) και (25) του εδαφίου 2.4.3-3), µε πεδίο ταχύτητας διάδοσης 
οριζόµενο µέσω της βαθυµετρίας, από την εξίσωση (3). 
 
-  Εστίαση κυµατισµών (wave focusing) 
 
Στο Σχήµα 2 παρουσιάζεται η περίπτωση νερού σταθερού βάθους, 512.h = m, όπου 
υπάρχει τοπική ρήχωση εξ αιτίας ενός υφάλου ελλειπτικού σχήµατος. Στο Σχήµα 2α 
παρουσιάζονται οι ισοβαθείς της περιοχής και οι ακτίνες, στο οριζόντιο ( )x,y  
επίπεδο. Στο Σχήµα 2β παρουσιάζεται η γεωµετρία του πυθµένα κατά µήκος της 
τοµής µε το κατακόρυφο ( x,z) επίπεδο, το οποίο είναι και επίπεδο συµµετρίας του 
υφάλου. Ο ύφαλος έχει οριζόντιες διαστάσεις 160m x 210m (κατά µήκος των αξόνων 
x  και y , αντιστοίχως), και συνολικό ύψος 5.5m. Κατά συνέπεια, το βάθος της 
λωρίδας του ρευστού µεταβάλλεται από µέγιστη (σταθερά) τιµή 512.h = m, εκτός της 
περιοχής του υφάλου, έως την ελάχιστη τιµή 7=h m, ακριβώς στο κέντρο του 
υφάλου. Εξετάζουµε την περίπτωση διάδοσης κυµατισµών περιόδου 5=T sec, ή 

251.=ω rad/s, στη συγκεκριµένη περιοχή. 
 
Με την βοήθεια του Σχήµατος 1β παρατηρούµε ότι, εξ αιτίας της µεταβολής του 
βάθους λόγω της ρήχωσης, η ταχύτητα διάδοσης ελαττώνεται οµαλά από την τιµή 

                                                 
(29)  Υπενθυµίζουµε ότι, όσον αφορά τους επιφανειακούς κυµατισµούς βαρύτητας, το κριτήριο της 
"ρηχότητας" είναι σχετικό, ως προς το µήκος κύµατος: νερό βάθους h  είναι ρηχό για κύµατα µήκους 

hλ > 2 . 



 126 

547.cmax = m/s, εκτός της περιοχής του υφάλου, έως την τιµή 726.cmin = m/s, 

ακριβώς πάνω από την κορυφή του (βλ. σηµεία A  και B , στο Σχήµα 1β). 
Αντιστοίχως, το µήκος κύµατος ελαττώνεται οµαλά από 737.max =λ m, στην περιοχή 

σταθερού βάθους, σε 633.min =λ m, ακριβώς πάνω στην κορυφή υφάλου. Λόγω της 

ελάττωσης της ταχύτητας διάδοσης στην περιοχή της ρήχωσης, µια ακτίνα 
παράλληλη αρχικά προς τον x -άξονα, και σε κάποια µικρή απόσταση από αυτόν, 
αναγκαστικά θα καµπυλωθεί καθώς διέρχεται πάνω από τον ύφαλο, στρεφόµενη προς 
την κατεύθυνση του ρηχότερου νερού. Η ακτίνα αυτή, αφού διέλθει από την περιοχή 
της ρήχωσης, θα παραµένει ευθεία (γιατί;), µε διαφορετική, βέβαια, κλίση από αυτήν 
που είχε πριν να εισέλθει στην περιοχή της ρήχωσης. Κατ’ αυτόν τον τρόπο 
προκύπτει το σύστηµα των ακτίνων που εικονίζεται στο Σχήµα 2α. Παρατηρούµε ότι, 
πίσω από τον ύφαλο, δηµιουργείται περιοχή εστίαση, των ακτίνων. Είναι φυσικά 
αναµενόµενο ότι στην περιοχή εστίασης το κυµατικό φαινόµενο θα είναι περισσότερο 
έντονο, εφ' όσον κάθε ακτίνα αποτελεί "δρόµο διάδοσης" της κυµατικής ενέργειας. Το 
φαινόµενο αυτό είναι πλήρως ανάλογο µε το φαινόµενο της σύγκλισης των φωτεινών 
ακτίνων, όταν αυτές διέρχονται από κυρτό φακό. Μπορούµε λοιπόν να ισχυρισθούµε 
ότι οι τοπικές ρηχώσεις στη θάλασσα αποτελούν συγκλίνοντες φακούς των ακτίνων 
των θαλάσσιων κυµατισµών (στην περίπτωση ρηχής θάλασσας). Για τον λόγο αυτό, 
διατάξεις τέτοιου τύπου, σε συνδυασµό µε κατάλληλους µηχανισµούς µετατροπής 
ενέργειας, έχουν προταθεί για την κατασκευή σταθµών εκµετάλλευσης της 
θαλάσσιας κυµατικής ενέργειας.  
 
-  ∆ιάδοση επιφανειακών κυµατισµών από την ανοικτή θάλασσα προς την ακτή, 
σε πραγµατική βαθυµετρία 

 
Στο Σχήµα 3 παρουσιάζεται η περίπτωση ενός πραγµατικού παράκτιου 
περιβάλλοντος, για µια περιοχή έκτασης περίπου 2km x 2km. Στην περίπτωση αυτή 
το βάθος ελαττώνεται από 30≈maxh m, µακριά από την ακτή, σε 0=minh m, στο όριο 

της ακτογραµµής. Εξετάζουµε την περίπτωση επιφανειακών κυµατισµών βαρύτητας 
περιόδου 10=T sec 6280( .=ω rad/s), τα οποία διαδίδονται µε κατεύθυνση από Β∆ 
προς ΝΑ, και από τα βαθιά προς τα ρηχά. Η ταχύτητα διάδοσης ελαττώνεται από 

4713.cmax = m/s, σε 0=minc . Σε βάθος 2=h m, πολύ κοντά στη ακτογραµµή, η 

ταχύτητα διάδοσης είναι 364.c = m/s. Αντιστοίχως, το µήκος κύµατος µεταβάλλεται 
από 7134.max =λ m, σε βάθος 30≈h m, έως 643.=λ m, σε βάθος 2=h m. Στο Σχήµα 

3β απεικονίζονται οι ακτίνες διάδοσης (συνεχείς γραµµές) µαζί µε τις βαθυµετρικές 
της περιοχής (διακεκοµµένες γραµµές). Παρατηρούµε και πάλι την καµπύλωση των 
ακτίνων προς την πλευρά της ακτογραµµής (περιοχή µικροτέρου βάθους). Με βάση 
τα όσα ήδη έχουµε αναφέρει είναι προφανές ότι, στην ίδια πάντα γεωγραφική 
περιοχή, η γεωµετρία των ακτίνων θα είναι διαφορετική για κυµατισµούς 
διαφορετικής περιόδου που διαδίδονται µε την ίδια αρχική διεύθυνση από τα βαθιά 
προς τα ρηχά(30). Επίσης, , οι ακτίνες διάδοσης εξαρτώνται και από την αρχική 
κατεύθυνση του κύµατος στα βαθιά. 
 
 
 

                                                 
(30) Χωρίς, όµως οι διαφορές να είναι δραµατικές, στις περιοχές παραµέτρων που παρουσιάζουν 
πρακτικό ενδιαφέρον. 
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Σχήµα 2  : Γεωµετρία τοπικής ρήχωσης ελλειπτικού σχήµατος (ελλειπτικού  ύφαλου) 

σε νερό σταθερού βάθους h=12.5 m, και µορφολογία των ακτίνων του 
αναπτυσσόµενου κυµατικού πεδίου, όταν το προσπίπτον κύµα έχει περίοδο 

5T = sec ( 37 7.λ = m).  
(α) Iσοβαθείς της περιοχής, και ακτίνες διάδοσης στο οριζόντιο (x,y) επίπεδο.  
(β) Βαθυµετρία  κατά µήκος κεντρικής τοµής  µε το κατακόρυφο επίπεδο (x,z). 

 
 
 
 
 

προσπίπτον κύµα 

x 

y 

x 
z 

(α) 

(β) 

7m 
12.5m 
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Σχήµα 3  : Πραγµατική παράκτια βαθυµετρία και µορφολογία των ακτίνων του 

κυµατικού πεδίου, όταν το προσπίπτον κύµα έχει περίοδο Τ=10sec 
( 134 7.λ = m) και κατεύθυνση Β∆→ΝΑ (α): Τριδιάστατη απεικόνιση της 
βαθυµετρίας, σε έκταση περίπου 2km ×  2km. (β): Ισοβαθείς της περιοχής 
και ακτίνες διάδοσης. 

(β) 

(α) 

)(my  
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3.6 Κώδικες επιλύσεως των διαφορικών εξισώσεων των ακτίνων  
 
  - Κώδικες Υδροακουστικών Εφαρµογών 
 
Σήµερα πλέον έχουν αναπτυχθεί σε υψηλό βαθµό, και διατίθενται σε ελεύθερη 
χρήση, µια πληθώρα από κώδικες που βασίζονται στην θεωρία (ηχητικών) ακτίνων 
και προορίζονται τόσο για γενικές όσο και για ειδικές υδροακουστικές εφαρµογές.  Σε 
ότι αφορά την πρώτη κατηγορία παραπέµπουµε στην ιστοσελίδα του Ocean 
Acoustics Library (http://oalib.saic.com) που συντηρείται από το Αµερικανικό 
Ναυτικό (US Office of Naval Research). Μάλιστα από την ανωτέρω διεύθυνση  
προσφέρονται εκτός από κώδικες που βασίζονται στην θεωρία ακτίνων (BELLHOP, 
HARPO, RAY, TRIMAIN κλπ) καί άλλοι κώδικες οι οποίοι βασίζονται στην θεωρία 
των κανονικών ιδιοµορφών (Normal Modes), στην Παραβολική προσέγγιση 
(Parabolic Eq.), και στην µέθοδο ολοκλήρωσης στο πεδίο του κυµαταριθού 
(Wavenumber Integration), οι οποίοι παρέχουν ακριβέστερες προσεγγιστικές λύσεις 
της ακουστικής εξίσωσης στην περιοχή των χαµηλων συχνοτήτων. 
  
Σε ότι αφορά τις ειδικές υδροακουστικές εφαρµογές αξίζει να αναφέρουµε εδώ, ως 
παράδειγµα εφαρµογής,  την εκτίµηση της απόδοσης κυρίως των ενεργητικών 
συστηµάτων (SONARS), αλλά και των παθητικών ηχοεντοπιστικών συσκευών (σε 
σχετικά υψηλές συχνότητες λειτουργίας) σε κάποια θαλάσσια περιοχή. Για τον σκοπό 
αυτό  έχουν αναπτυχθεί και εξελιχθεί  εξιδεικευµένοι αλγόριθµοι και κώδικες Η/Υ 
που βασίζονται στην θεωρία ακτίνων, για την αριθµητική επίλυση των σχετικών 
προβληµάτων.  Ενδεικτικά αναφέρονται οι κώδικες  MOCASSIN(31) (που έχει 
αναπτυχθεί από το Γερµανικό Ναυτικό, FBWG), και HYDRA(32) (που έχει βασισθεί 
στην γενική φιλοσοφία του MOCASSIN και έχει αναπτυχθεί στο ΕΜΠ). Ο κώδικας 
MOCASSIN έχει την δυνατότητα να χειρισθεί θαλάσσια περιβάλλοντα οριζοντίως 
σταθερών παραµέτρων (range independent environments, δηλ. c=c(z)) µε γενική 
βαθυµετρία. Ο κώδικας HYDRA έχει την δυνατότητα να χειρισθεί θαλάσσια 
περιβάλλοντα οριζοντίως µεταβαλλοµένων παραµέτρων (range dependent, δηλ. 
c=c(R, z)) µε γενική βαθυµετρία. Και οι δύο κώδικες αυτοί είναι διαθέσιµοι προς 
χρήση από το Τµήµα Ναυπηγών Μηχ/γων Μηχ ΕΜΠ. 
 
Για την συστηµατική αξιοποίηση των αναπτυγµένων υδροακουστικών κωδίκων και 
των διαθεσίµων γεωγραφικών και υδρακουστικών πληροφοριών, για επιχειρισιακή 
εφαρµογή στην περιοχή των Ελληνικών Θαλασσών, αναπτύχθηκε από το Τµήµα 
Ναυπηγών Μηχ/γων Μηχ ΕΜΠ, µε χρηµατοδότηση από το Πολεµικό Ναυτικό, το 
ολοκληρωµένο σύστηµα ΑΜΦΙΤΡΙΤΗ, στα πλαίσια του οµωνύµου ερευνητικού 
προφράµµατος.(33) Με χρήση του περιβάλλοντος ΑΜΦΙΤΡΙΤΗ καθίσταται δυνατή, 
τόσο η απόκτηση  αποτελεσµάτων υδροακουστικών υπολογισµών κατά  βέλτιστο  
τρόπο στην περίπτωση µιας µεµονωµένης εφαρµογής (π.χ. σε µια συγκεκριµένη 
                                                 
31 Schneider, H.G., 1990, MOCASSIN: Sound propagation and sonar range prediction model for 
shallow water environments (User’s Guide), Tech. Rpt. 1990-9. 
32 Athanassoulis, G.A.,Belibassakis K.A.,  1996, HYDRA:Sound propagation and active SONAR’s 
ranges prediction code for range-dependent sea-water environments, NTUA Report. Dept. of Naval 
Architecture and Mαrine Engineering, 1996. 
33 Πρόγραµµα ΑΜΦΙΤΡΙΤΗ: Συστηµατική µελέτη των υδροακουστικών χαρακτηριστικών του Αιγαίου 
Πeλάγους και των Ελληνικών Θαλασσών,  Τελική Εκθεση Ερευνητικού Προγράµατος που 
χρηµατοδοτήθηκε από το Πολεµικό Ναυτικό, Επιστ. Υπεύθυνος: Γ.Α. Αθανασούλης, ΕΜΠ, Τµήµα 
Ναυπηγών Μηχανολόγων Μηχ., 1997. 
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θαλάσσια περιοχή), όσο και η συστηµατική εκµετάλλευση των αποτελεσµάτων 
υπολογισµών στην φάση του σχεδιασµού επιχειρήσεων, όπου απαιτείται µεγαλύτερη 
ποσότητα πληροφοριών για µιά ευρύτερη θαλάσσια περιοχή. 
 
 
 - Κώδικες Υδροδυναµικών Εφαρµογών 
 
∆ιάφοροι κώδικες έχουν αναπτυχθεί στην βάση της θεωρίας ακτίνων για εφαρµογές 
που σχετίζονται µε την διάδοση κυµατισµών βαρύτητας στο θαλάσσιο και παράκτιο 
περιβάλλον.  Για µιά εκτενέστερη περιγραφή παραπέµπουµε στο σχετικό άρθρο των 
Townend & Savell.(34)  Ειδικώτερα αναφέρουµε εδώ τον κώδικα VENICE(35),  ο 
οποίος έχει αναπτυχθεί από το Ιταλικό Ερευνητικό Κέντρο ISDGM, τον κώδικα  
RAYTR(36),  ο οποίος έχει αναπτυχθεί από την εταιρεία SINTEF του Νορβηγικού 
Τεχνολογικού Ινστιτούτου, καθώς και τον κώδικα COAST-RAY(37) που  έχει 
αναπτυχθεί στο ΕΜΠ. Ολοι οι ανωτέρω κώδικες έχουν την δυνατότητα να χειρισθούν 
τον µετασχηµατισµό φάσµατος θαλασσίων κυµατισµών από την ανοικτή θάλασσα 
προς την ακτή, και  είναι διαθέσιµοι προς χρήση από το Τµήµα Ναυπηγών Μηχ/γων 
Μηχ ΕΜΠ. 
 
Αξίζει τέλος να αναφέρουµε επίσης  τις ακόλουθες πολύ ενδιαφέρουσες ιστοσελίδες: 
http://www.coastal.udel.edu/faculty/rad/ και http://otrc93.ce.utexas.edu/~waveroom/, 
στις οποίες περιέχονται προγράµµατα Java για τον υπολογισµό διαφόρων 
κινηµατικών και δυναµικών χαρακτηριστικών των κυµατισµών βαρύτητας. Μεταξύ 
αυτών περιέχονται εφαρµογές που αφορούν κινηµατικά χαρακτηριστικά (ανύψωση 
ελεύθερης επιφάνειας, τροχιές υλικών στοιχείων κλπ) από την γραµµική και την 
δευτεροτάξια µη γραµµική θεωρία κυµατισµών, την διέγερση πεδίου από 
κυµατιστήρα, την υπέρθεση κυµατισµών  βαρύτητας κλπ. 
 
- Αριθµητική ολοκλήρωση του διαφορικού συστήµατοςτων  ακτίνων 
 
Παρουσιάζεται εδώ η αριθµητική ολοκληρωση του συστήµατος των εξισώσεων των 
ακτίνων ως πρόβληµα αρχικών τιµών στις δύο διαστάσειςς χρησιµοποιώντας τη 
µέθοδο Runge-Kutta, που υλοποιποιείται από την συνάρτηση ode23.m του MATLAB  
 
Ορίζοντας τη γενικευµένη µεταβλητή  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,s r s z s s sξ ζ
Τ

=   X  ,                                                                           (1) 

όπου s η παράµετρος (π.χ. το φυσικό µήκος), το σύστηµα των εξισώσεων των 
ακτίνων γράφεται στη µορφή 

                                                 
34 Townend, I.M., & I.A. Savell, 1985, The application of ray methods to wave refraction studies, 
Chapter7 in Offshore and Coastal Modelling, Lecture Notes on Coastal and Estuarine Studies, Eds. 
P.P.G. Dyke, A.O. Moscardini and E.H. Robson, Vol. 12, Springer Verlag. 
35 Cavaleri, L., & Malanotte-Rizzoli, P., 1981, Wind-wave prediction in shallow water. Theory and 
applications, Journal of Geophysical Research, 86(C11), 10961-10973. 
36 Simonsen, H.H., 1991, RAYTR: A program for Ocean Wave Ray tracing. Program Documentation, 
SINTEF Report 1991-12-31. 
37 G.A. Athanassoulis and K.A. Belibassakis, 1998, COAST-RAY A ray-tracing MATLAB code with 
application to the transformation of the wave conditions from offshore to nearshore at a coastal site, 
NTUA Report. Dept. of Naval Architecture and Mαrine Engineering, 1996. 
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( ) ( );
d s

s
ds

=
X

F X ,                                                                                                        (2) 
 

όπου το δεξί µέλος του ανωτέρω συστήµατος  είναι 
 

( ) 2 2; , , / , /
T

t c c c dc dr c dc dzξ ζ − − = − − F X ,                                                       (3) 

 
και ( ),c r z  η κατανοµή της φασικής ταχύτητας διάδοσης. Το ανωτέρω σύστηµα 

ολοκληρώνεται γνωρίζοντας την κατανοµή ( ),c r z  και των χωρικών παραγώγων 

αυτής ( ),c r z∇ , χρησιµοποιώντας αρχικά δεδοµένα , όπως  την γνωστή θέση της 

πηγής ( ) ( ) ( )( )0 0 0 0, ,r z r s z s= ,  καθώς και την αρχική κλίση κάθε ακτίνας 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )0 0 0 0, cos ,sinr s z s θ θ′ ′ = . Εξ’αυτών παράγωνται αρχικά δεδοµένα  για τη 

γενικευµένη µεταβλητή 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 00 , , ,s s r s z s s sξ ζ
Τ

= = =   X X ,                                                   (4) 

όπου 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 0 0cos / , sin / , ,s c s c c c r zξ θ ζ θ= = = .                                             (5) 
 

Στο ακόλουθο Σχήµα παρουσιάζεται η λύση για τις ακτίνες στο  θαλάσσιο 
περιβάλλον που χαρακτηρίζεται από κατακόρυφο προφίλ c(z) τύπου 

( ) ( )( )0cosh ,c z A B z z= −  για το οποίο διατίθεται η αναλυτική  λύση (βλ. Κεφ.3 σελ. 

3.3.50-53) και µπορεί να γίνει σύγκριση. Στη συγκεκριµένο παράδειγµα έχει ληφθεί 
Α=1510m/s, Β= 4 16 10B m− −= ⋅  και στο Σχήµα 4 εικονίζονται οι ακτίνες από σηµειακή 

πηγή  στη θέση ( ) ( )0 0, 0, 300r z = −  µε αρχική κλίση  από -10deg έως 10deg. 

  
Σχήµα 4. Υπολογιζόµενες ακτίνες από σηµειακή πηγή σε κατακόρυφα 

στρωµατοποιηµένο µέσο µε ( ) ( )( )0cosh ,c z A B z z= −  
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- Πρόγραµµα Matlab 
% rays emitted from point source 
r0=0;z0=300;c0=cspeed(r0,z0); 
for i=1:31 
    thdeg=-10+(i-1)*20/30; 
    th0=thdeg*pi/180; 
p0=cos(th0)/c0; 
q0=sin(th0)/c0; 
[t,la]=ode23('ray',[0 20000],[r0 z0 p0 q0]); 
plot(la(:,1),la(:,2),'w');hold on 
end 
grid on; 
% 
function f=ray(t,x) 
c=cspeed(x(1),x(2)); 
dcdr=0; dcdz=csdz(x(1),x(2)); 
fi(1)=c*x(3); 
fi(2)=c*x(4); 
fi(3)=(-1/(c^2))*dcdr; 
fi(4)=(-1/(c^2))*dcdz; 
f=fi'; 
% 
function f=cspeed(r,z) 
z0=300;A=1510;B=6*10^(-4); 
f=A*cosh(B*(z-z0)); 
% 
function f=csdz(r,z) 
z0=300;A=1510;B=6*10^(-4); 
f=A*B*sinh(B*(z-z0)); 
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Η υδροδυναµική ελεύθερης επιφάνειας εξετάζει ροές στις οποίες το πεδίο ροής1 περατούται, 
εν µέρει, σε µια ελεύθερη επιφάνεια, δηλαδή σε µια επιφάνεια ισχυρής ασυνέχειας της 
πυκνότητας, της οποίας το σχήµα δεν καθορίζεται από άλλα υλικά σώµατα (π.χ. στερεά 
σύνορα), αλλά µπορεί να διαµορφώνεται “ελεύθερα” καθώς εξελίσσεται η ροή. (“Ελεύθερα” 
σηµαίνει σε συµφωνία µε τους φυσικούς νόµους που διέπουν το φαινόµενο). 
 
Βάση της υδροδυναµικής ελεύθερης επιφάνειας είναι, φυσικά, οι γενικοί νόµοι της µηχανικής, 
όπως αυτοί διαµορφώνονται στην περίπτωση της µηχανικής των ρευστών. Στο κεφάλαιο αυτό 
θα παρουσιάσουµε συνοπτικά τους νόµους της µηχανικής των ρευστών και τις βασικές 
καταστατικές υποθέσεις που χρησιµοποιούνται στην υδροδυναµική ελεύθερης επιφάνειας. Το 
πρώτο µας βήµα θα είναι να εισάγουµε ορισµένες θεµελιώδεις έννοιες, οι οποίες θα µας 
βοηθήσουν τόσο να διατυπώσουµε, όσο και να εφαρµόζουµε σωστά τους νόµους της 
µηχανικής στα ρευστά. Ολα αυτά χρησιµοποιούνται στο τέλος του κεφαλαίου για την 
αναλυτική παραγωγή των οριακών συνθηκών ελεύθερης επιφάνειας, οι οποίες αποτελούν το 
κεντρικό αντικείµενο µελέτης της ύδροδυναµικής ελύθερης επιφάνειας. 
 
1.  Γεωµετρικό και υλικό πεδίο ροής 
 
Όπως αναφέραµε ήδη, το πεδίο ροής µοντελοποιείται ως ένα (τοπολογικά ανοικτό) υποσύνολο 
D  του γεωµετρικού χώρου 3IR  ή 2IR . Το γεωµετρικό σύνολο D  θα λέγεται και γεωµετρικό 
πεδίο ροής. Το σύνορο του χωρίου D  θα συµβολίζεται συνήθως µε D∂  και µπορεί να 
αποτελείται από διάφορα τµήµατα µε διαφορετικές φυσικές ιδιότητες.  (Βλ.  Σχήµα  1.1). 
 
Σε κάθε χρονική στιγµή t , τα υλικά στοιχεία του ρευστού κατέχουν ορισµένες θέσεις µέσα 
στο γεωµετρικό πεδίο ροής D D( t )= . ∆ηλαδή, σε κάθε σηµείο ( x, y,z ) x y z= = + +r i j k  του 
D( t ) , µπορούµε να φανταστούµε ότι υπάρχει ένα υλικό στοιχείο του ρευστού, σε συµφωνία 
µε την υπόθεση της συνεχούς κατανοµής της µάζας του ρευστού στο χώρο. 
 
Ας φανταστούµε τα υλικά στοιχεία του ρευστού ως απειροστούς κύβους µε πλευρές 

x, y, zδ δ δ , και µάζα mδ . Το σύνολο όλων των υλικών στοιχείων { m }δ  ορίζει, σε κάθε 
χρονική στιγµή, το υλικό πεδίο ροής, το οποίο βρίσκεται µέσα στο γεωµετρικό πεδίο ροής 
D( t ) . Σε κάθε χρονική στιγµή, το σύνολο των υλικών στοιχείων { m }δ  και το σύνολο των 
γεωµετρικών σηµείων { } D( t )=r  βρίσκονται σε αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία, πράγµα το 
οποίο µας επιτρέπει να “προσδιορίσουµε” (να “ονοµάσουµε”), το υλικό στοιχείο mδ  µε τη 
βοήθεια του γεωµετρικού σηµείου r , µε το οποίο συµβαίνει να συµπίπτει τη συγκεκριµένη 

χρονική  στιγµή ot  (Θεώρηση κατά Euler. Βλ., π.χ.,  Αθανασιάδης 1989, εδάφιο 1.2). 

Μπορούµε έτσι να γράψουµε mδ r  (κατ’ αναλογία µε το συµβολισµό 1 2m ,m , ,…  της 
µηχανικής των διακριτών σωµατιδίων) ή, το συνηθέστερο στη µηχανική των ρευστών, 

m( )δ r . ∆εδοµένου όµως ότι η αντιστοιχία mδ ↔ r  αλλάζει από χρονική στιγµή σε χρονική 
στιγµή, εύκολα καταλαβαίνουµε ότι ο ανωτέρω συµβολισµός είναι ελλειπής. Μιά 
ικανοποιητική βελτίωση είναι να γράψουµε m ( t )δ r  ή m( ;t )δ r , εισάγοντας και το χρόνο t  

στο συµβολισµό  µας. Ο συµβολισµός m ( t )δ r  αναδεικνύει και µια άλλη δυσκολία, η οποία 

                                                 
1 Πεδίο ροής είναι η περιοχή του φυσικού χώρου εντός της οποίας κινείται το εξεταζόµενο ρευστό. Το πεδίο ροής 

µοντελοποιείται ως ένα τοπολογικά ανοικτό υποσύνολο του ευκλείδιου γεωµετρικού χώρου 3IR  (στα 

τρισδιάστατα προβλήµατα) ή 2IR (στα διδιάστατα προβλήµατα). Γενικά, το πεδίο ροής µεταβάλλεται µε το 
χρόνο. 
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είναι συνυφασµένη αφ’ ενός µε την υπόθεση της συνεχούς κατανοµής της ύλης (µάζας) του 
ρευστού, και αφ’ ετέρου µε τον χρησιµοποιούµενο φορµαλισµό. Σε αντίθεση λοιπόν µε τα 
διακριτά µηχανικά συστήµατα, όπου η διατήρηση της µάζας κάθε στοιχείου είναι συµφυής στο 
χρησιµοποιούµενο συµβολισµό, 1 2m ,m ,…  , στα συνεχή συστήµατα η διατήρηση της µάζας 
κάθε στοιχείου του ρευστού δεν εξασφαλίζεται a priori, αλλά πρέπει να εισαχθεί υπό τη µορφή 
ρητού συνδέσµου, δηλαδή ως µία πρόσθετη εξίσωση η οποία συµπληρώνει τις δυναµικές 
εξισώσεις κίνησης του ρευστού.  (Οι εξισώσεις κίνησης του ρευστού παράγονται στο εδάφιο 
5). 
 
Η τελευταία παρατήρηση της προηγούµενης παραγράφου µας δείχνει µε σαφήνεια ότι, παρά 
το γεγονός ότι τα δύο σύνολα { m }δ  και { } D( t )=r  βρίσκονται, κάθε χρονική στιγµή t , σε 
αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία, πρέπει να τα αντι-διαστέλλουµε συνεχώς στο µυαλό µας, 
προκειµένου να διατυπώσουµε και να εφαρµόζουµε σωστά τους φυσικούς νόµους που διέπουν 
τη ροή του ρευστού. Και τούτο διότι οι φυσικοί νόµοι δεν εφαρµόζονται σε γεωµετρικά σηµεία 
αλλά σε υλικά στοιχεία. Έτσι, ενώ η αναλυτική περιγραφή που χρησιµοποιούµε ορίζεται µε τη 
βοήθεια των γεωµετρικών σηµείων ( x, y,z )=r , οι φυσικές ποσότητες (π.χ. ρυθµός µεταβολής 
ταχύτητας, θερµοκρασίας κ.λπ.) θα πρέπει να αναφέρονται πάντοτε στα υλικά στοιχεία του 
ρευστού. Το βασικό αναλυτικό εργαλείο γι’ αυτή την αναγωγή είναι η υλική παράγωγος, η 
οποία ορίζεται στη συνέχεια (εδάφιο 4). 
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2.  Θεµελιώδη  πεδιακά  µεγέθη.   Βασικές  παραδοχές 
 
 
Το υλικό πεδίο ροής 
 

{ } ( ) ( ){ }m m t , D tδ δ= ∈r r , 

 
ως σύνολο υλικών στοιχείων, είναι ένα µηχανικό σύστηµα και άρα διέπεται από τους γενικούς 
νόµους της µηχανικής. Η υπόθεση της συνεχούς κατανοµής της µάζας του ρευστού εισάγει 
ιδιοµορφίες και περιπλοκές, τόσο από αναλυτική, όσο και από φυσική άποψη, οι οποίες πρέπει 
να ληφθούν υπ’ όψιν. Από αναλυτική άποψη αυτό σηµαίνει ότι πρέπει να χρησιµοποιήσουµε 
το λογισµό των συναρτήσεων πολλών ανεξαρτήτων µεταβλητών (θεωρία βαθµωτών και 

 



 137 

διανυσµατικών πεδίων2 ). Από φυσική άποψη, έχουµε, µεταξύ  άλλων, τη συνέπεια ότι το 
υλικό πεδίο ροής είναι επίσης ένα θερµοδυναµικό σύστηµα, και άρα απαιτούνται και 
θερµοδυναµικά µεγέθη για τον πλήρη χαρακτηρισµό του. 
 
Κάθε υλικό στοιχείο ( ) ( )m m t , D tδ δ= ∈r r ,  χαρακτηρίζεται από 

 
- Την ταχύτητα του ( ;t ) ( x, y,z;t )= =U U r U , 
 
- Την πυκνότητά του ( ;t ) ( x, y,z;t )ρ ρ ρ= =r , 
 
- Τη θερµοκρασία του Τ Τ( ;t ) T( x, y,z;t )= =r , 
 

και άλλες ιδιότητες, οι οποίες (όπως και η θερµοκρασία που αναφέρεται ανωτέρω) δεν θα µας 
απασχολήσουν εδώ. Πρέπει να τονισθεί ότι η ταχύτητα ( ;t )U r , η πυκνότητα ( ;t )ρ r  κ.λπ. 

αναφέρονται (από φυσική άποψη) στο υλικό σηµείο m ( t )δ r , και όχι στο γεωµετρικό σηµείο 

r . Με αυτή την έννοια µπορούµε να γράψουµε ( m ( t ))δ= rU U , κ.λπ., το οποίο όµως δεν 
συνηθίζεται στη µηχανική των ρευστών, λόγω της περιπλοκότητάς του.  
 
Γενικώς, πάνω στα υλικά στοιχεία m ( t )δ r , αναπτύσσονται δυνάµεις µε ένταση (ανά µονάδα 
µάζας)  
 
 ολ ολ ολ( ;t ) ( x, y,z;t )= =F F r F .  

 
Οι δυνάµεις αυτές αποτελούνται τόσο από εξωτερικές δυνάµεις (ασκούµενες από διάφορα 
αίτια ανεξάρτητα του ρευστού), όσο και από εσωτερικές δυνάµεις, οφειλόµενες στην 
αλληλεπίδραση των υλικών στοιχείων του ρευστού: 
 
 ολ( ;t ) ( ;t ) ( ;t )εξ εσ= +F r F r F r . 

  
Συνήθως στη ρευστοµηχανική λαµβάνουµε υπ’ όψιν µόνο την επιφανειακή αλληλεπίδραση 
των υλικών στοιχείων, οπότε οι εσωτερικές δυνάµεις εκφράζονται µε τη βοήθεια του τανυστή 
των τάσεων  
 
  

1 2 3ij ij ij( ;t ) ( x, y,z;t ), i, j , ,σ σ σ= = =r , 

 
ο οποίος ορίζεται σε κάθε σηµείο του γεωµετρικού πεδίου ροής D D( t )= .  
 
Οι γενικές εξισώσεις κίνησης οποιουδήποτε ρευστού διατυπώνονται µε τη βοήθεια των 
ανωτέρω (και, σε ορισµένες περιπτώσεις, και άλλων) πεδιακών µεγεθών, και εκφράζουν τους 
ακόλουθους γενικούς φυσικούς νόµους: 
 

- Ισολογισµό της ορµής 
- Ισολογισµό της στροφορµής 
- Ισολογισµό της µάζας 

                                                 
2 Βλ., π.χ.,  Budak  &  Fomin  1973,  Παντελίδης  1994,  τόµος  ΙΙΙ.   
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- Ισολογισµό της ενέργειας 
- Ισολογισµό (ή ρυθµό αύξησης) της εντροπίας 
 

του κάθε υλικού στοιχείου m ( t )δ r . Πέραν των ανωτέρω, απαιτούνται επίσης και 
 

- Καταστατικές εξισώσεις, 
 

οι οποίες συνδέουν τις παραµορφώσεις (ή/και τους ρυθµούς των παραµορφώσεων) των υλικών 
στοιχείων µε τις αναπτυσσόµενες εσωτερικές δυνάµεις, δηλαδή µε τον τανυστή των τάσεων 

ijσ . Σε τέτοια γενικότητα οι εξισώσεις κίνησης των ρευστών µελετώνται από τη γενική 

ρευστοµηχανική. Βλ. σχετικά  Landau & Lifshitz 1959, Trusdell & Toupin  1960,  Batchelor 
1967,  Sedov 1975. 
 
Στα δύο επόµενα κεφάλαια θα εστιάσουµε την προσοχή µας στις δυσκολίες που αναφύονται 
λόγω της ύπαρξης της ελεύθερης επιφάνειας, εξειδικεύοντας και απλουστεύοντας τις γενικές 
εξισώσεις κίνησης του ρευστού. Πρέπει όµως να σηµειωθεί ότι οι απλουστευτικές παραδοχές 
που θα εισαχθούν είναι αρκετά ρεαλιστικές, έτσι ώστε τα αποτελέσµατα της µελέτης µας να 
είναι εφαρµόσιµα σε µια σηµαντική οµάδα πραγµατικών προβληµάτων ναυτικής και 
θαλάσσιας υδροδυναµικής. 
 
Οι βασικές παραδοχές, οι οποίες θα καθορίσουν τη µορφή των εξισώσεων κίνησης του 
ρευστού που θα χρησιµοποιήσουµε στη συνέχεια, είναι οι ακόλουθες: 
 
Το ρευστό θεωρείται  
 

- Υγρό, και άρα µπορεί να έχει ελεύθερη επιφάνεια3, 
 
- Ασυµπίεστο, και µάλιστα έχει σταθερή πυκνότητα, 
 
- Μη-συνεκτικό, οπότε οι εσωτερικές δυνάµεις οφείλονται µόνο σε ορθές τάσεις, 
δηλαδή ij ijσ ρδ= − , όπου ijδ  είναι ο µοναδιαίος τανυστής (δέλτα του Kronecker). 

 
 

Οι κυριώτερες συνέπειες των ανωτέρω παραδοχών είναι οι εξής: 
 

- Οι θερµοδυναµικές ιδιότητες του ρευστού (θερµοκρασία, εντροπία) αποσυζεύγνυνται 
από τις µηχανικές ιδιότητές του, και δεν χρειάζεται πλέον να ληφθούν υπ’ όψιν.  

 
Κατά συνέπεια 
 
- Ο ισολογισµός της ενέργειας αναφέρεται µόνο στη µηχανική ενέργεια, και είναι 

συνέπεια των εξισώσεων της ορµής (και όχι ανεξάρτητη εξίσωση). 
 
- Ο ισολογισµός της στροφορµής ισχύει ταυτοτικά. 
 

                                                 
3 Τα αέρια έχουν την τάση να καταλαµβάνουν όλο το χώρο που τους προσφέρεται, και έτσι δεν δηµιουργούν 
ελεύθερη επιφάνεια. 
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- Οι παραδοχές του ασυµπίεστου και του µη-συνεκτικού αποτελούν καταστατικές 
παραδοχές, οι οποίες υποκαθιστούν τις καταστατικές εξισώσεις. 

 
Κατά συνέπεια, οι φυσικές εξισώσεις που αποµένουν (και πρέπει) να χρησιµο-ποιηθούν εν 
προκειµένω είναι µόνο οι εξής δύο: 
 

- Ισολογισµός της ορµής, και 
- Ισολογισµός της µάζας, 
 

των υλικών στοιχείων του ρευστού. Αντιστοίχως, τα πεδιακά µεγέθη τα οποία ενδιαφέρουν και 
εµπλέκονται στις εξισώσεις αυτές είναι επίσης δύο: 
 

- Η ταχύτητα ( ;t ) ( u( ;t ),v( ;t ),w( ;t ))= =U U r r r r , και 
 
- Η πίεση p p( ;t )= r . 
 

Τέλος, όσον αφορά τις εσωτερικές δυνάµεις (ανά µονάδα όγκου του ρευστού) έχουµε πλέον  
 
 ( ;t ) p( ;t )εσ = −∇F r r . 

 
Στη συνέχεια θα απλουστεύσουµε το συµβολισµό γράφοντας ( ;t )=F F r  για τις εξωτερικές 

δυνάµεις ανά µονάδα όγκου του ρευστού (αντί για ( ;t )εξF r ). ∆ηλαδή  

 
 ολ( ;t ) p( ;t ) ( ;t )= −∇ +F r r F r . 

 
3.  Γραµµές  ροής  του  πεδίου  ροής  και  τροχιές  των  υλικών  στοιχείων  του  υγρού. 

 
 

Μία γραµµή γ , κειµένη εντός του πεδίου ροής oD D( t )=  σε µια δεδοµένη χρονική στιγµή 

ot , θα λέγεται γραµµή ροής αν, σε κάθε σηµείο r  αυτής ( )γ∈r , το διάνυσµα της πεδιακής 

ταχύτητας ( ;t )=U U r  εφάπτεται στη γ . 
 
Ο ανωτέρω ορισµός οδηγεί στη σχέση 
 
  d || ( ;t )γ U r ,                        (1) 
 
όπου dγ  είναι το στοιχειώδες τόξο επί της γ . Η σχέση (1) γράφεται αναλυτικότερα στη 
µορφή 
 

 
o o o

dx dy dz

u( x, y,z;t t ) v( x, y,z;t t ) w( x, y,z;t t )
= =

= = =
.                (1́) 

 
Οι εξισώσεις (1΄) αποτελούν ένα σύστηµα δύο συνήθων διαφορικών εξισώσεων, µε τη βοήθεια 
των οποίων µπορούµε να εκφράσουµε δύο από τις τρείς πεδιακές µεταβλητές x,y,z , ως 
συναρτήσεις της τρίτης. Για παράδειγµα, µπορούµε να θεωρήσουµε ότι y y( x )=  και 
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z z( x )= , οπότε οι εξισώσεις (1΄) παίρνουν τη µορφή του ακόλουθου µη-γραµµικού 
συστήµατος πρώτης τάξης: 
 

 o o

o o

v( x, y( x ),z( x );t ) w( x, y( x ),z( x );t )dy dz
,

dx u( x, y( x ),z( x );t ) dx u( x, y( x ),z( x );t )
= = .                 (2) 

 
Το σύστηµα αυτό µας επιτρέπει (κάτω από ορισµένες προϋποθέσεις για το πεδίο ταχύτητας 

( x, y,z;t )U , φυσικά) να προσδιορίσουµε µονοσήµαντα τις συναρτήσεις y y( x )=  και 

z z( x )=  µε δεδοµένες αρχικές τιµές o oy y( x )=  και o oz z( x )= . Με αυτό τον τρόπο 

υπολογίζουµε τη γραµµή ροής που περνάει από το σηµείο o o o( x , y ,z ) . Μεταβάλλοντας την 

αρχική συνθήκη o o o( x , y ,z ) , πάντοτε εντός του πεδίου ροής oD D( t )= , βρίσκουµε το σύνολο 

όλων των γραµµών ροής του πεδίου, για τη δεδοµένη χρονική στιγµή ot t= .  

 
Εάν το πεδίο είναι µόνιµο, δηλαδή εάν ( )=U U r  για κάθε t , τότε προφανώς οι γραµµές ροής 
είναι ανεξάρτητες του χρόνου. Εάν το πεδίο είναι µη-µόνιµο, τότε οι γραµµές ροής αλλάζουν 
από χρονική στιγµή σε χρονική στιγµή. Στην περίπτωση αυτή οι εξισώσεις (1΄) ή (2) 
επιλύονται για κάθε χρονική στιγµή t , δηλαδή ο χρόνος θεωρείται ως µια παράµετρος από την 
οποία εξαρτώνται τόσο οι εξισώσεις, όσο και οι λύσεις τους: 
 
 y y( x;t ), z z( x;t )= = . 
 
 
Σύµφωνα µε τα παραπάνω, οι γραµµές ροής δίδουν µια συνολική εικόνα του πεδίου ροής, σε 
κάθε χρονική στιγµή.  
 
 
 
 
Σε αντίθεση µε τα ανωτέρω, η τροχιά ενός υλικού στοιχείου mδ r  του υγρού, αναφέρεται σε  
συγκεκριµένο υλικό στοιχείο (και όχι στο πεδίο ροής γενικά), και ορίζεται, όπως και στην 
κλασσική µηχανική, ως το σύνολο των διαδοχικών θέσεων του υλικού στοιχείου mδ r  στο 
χώρο, καθώς εξελίσσεται η ροή. 
 
Ο ανωτέρω ορισµός οδηγεί στην ακόλουθη εξίσωση της τροχιάς του υλικού στοιχείου mδ r : 
 

 
d

( ;t )
dt
=

r
U r ,                                  (3) 

 
όπου ( t )=r r  είναι η αναλυτική αναπαράσταση της τροχιάς. Η εξίσωση (3) γράφεται 
αναλυτικότερα ως εξής: 
 

 
d ( t )

( ( t );t )
dt

=
r

U r                      (3́) 

 
ή 
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dx( t )
u( x( t ), y( t ),z( t );t ),

dt
dy( t )

v( x( t ), y( t ),z( t );t ),
dt

dz( t )
w( x( t ), y( t ),z( t );t ).

dt

=

=

=

                            (3΄΄) 

 
Το µη-γραµµικό σύστηµα των τριών συνήθων διαφορικών εξισώσεων (3΄΄) µας επιτρέπει 
(κάτω από κατάλληλες συνθήκες για τις συναρτήσεις u( x, y,z;t ),v( x, y,z;t ),w( x, y,z;t ))  να 

προσδιορίσουµε µονοσήµαντα την τροχιά ( t )r  του υλικού στοιχείου mδ r , το οποίο τη 

χρονική στιγµή ot t=  κατέχει τη θέση  

 
            ( ) ( ) ( )o o o o o ox x t , y y t , z z t= = =  

 
Μεταβάλλοντας τις αρχικές συνθήκες o o o( x , y ,z ) , βρίσκουµε τις τροχιές όλων των υλικών 

στοιχείων του υγρού. 
 
Όταν η ροή είναι µόνιµη, οι τροχιές των υλικών στοιχείων του υγρού ταυτίζονται µε τις 
γραµµές ροής. Όταν η ροή είναι µη-µόνιµη, τότε οι τροχιές είναι διαφορετικές από τις γραµµές 
ροής του πεδίου. Πάντοτε όµως οι τροχιές των υλικών στοιχείων στη “θέση” ot t= , 

εφάπτονται των γραµµών ροής που αντιστοιχούν στη χρονική στιγµή ot t= . Βλ.  και  Σχήµα  

3.1.  
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4.  Χρονικός  ρυθµός  µεταβολής  φυσικών  χαρακτηριστικών  του  πεδίου  ροής. 
Υλική παράγωγος 

 
 

Έστω a a( ;t ) a( x, y,z;t )= =r  ένα οποιοδήποτε βαθµωτό φυσικό µέγεθος (π.χ. θερµοκρασία), 

το οποίο αναφέρεται στο υλικό στοιχείο m ( t )δ r , δηλαδή στο υλικό στοιχείο που κατέχει τη 
θέση ( x, y,z )=r , τη χρονική στιγµή t . Σύµφωνα µε τα όσα αναφέρθηκαν στο εδάφιο 3, 

µπορούµε να γράψουµε a a( m ( t ))δ= r . Ενδιαφερόµαστε να υπολογίσουµε το χρονικό ρυθµό 

µεταβολής του µεγέθους a( m ( t ))δ r . 
 
Μετά πάροδο χρόνου tδ , το υλικό στοιχείο mδ  θα βρίσκεται στη θέση δ+r r . (Βλ. και 
Σχήµα 4.1).  ∆ηλαδή 
 
 tm ( t ) m ( t t )δ

δδ δ δ+→ +r r r . 

 
Κατά συνέπεια, ο ρυθµός µεταβολής του µεγέθους a( m ( t ))δ r  (αναφερόµενου στο 
συγκεκριµένο υλικό στοιχείο mδ ) θα δίδεται από τη σχέση 
 

 

0

0

0

1

t

t

t

a( m ( t t ) a( m ( t ))Da( ;t )
lim

Dt t

a( ;t t ) a( ;t )
lim

t

a( ;t ) a( ;t )
lim a( ;t ) t a( ;t ) ,

t t

δ

δ

δ

δ

δ δ δ
δ

δ δ
δ

∂ ∂
δ δ

δ ∂ ∂

+

→

→

→

+ −
= =

+ + −
= =

 = + ⋅ + + − 
 

r r rr

r r r

r r
r r r

r
…

 

 
 όπου 
 

  
x y z

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

= + + = ∇i j k
r

. 

 
(Οι τρείς τελείες στην παραπάνω σχέση συµβολίζουν όρους δεύτερης και ανώτερης τάξης ως  
προς δ r  και tδ ). Παίρνοντας το όριο για 0tδ → , η ανωτέρω σχέση γίνεται 
 

 
Da( ;t ) a( ;t ) d a( ;t )

Dt t dt

∂ ∂
∂ ∂

= + ⋅
r r r r

r
.       (1) 

 
 
Όµως, δεδοµένου ότι δ r  είναι η µετακίνηση του υλικού στοιχείου m ( t )δ r  στο χρόνο tδ , 

d dtr  είναι η ταχύτητα ( ;t )=U U r . Έτσι, η σχέση (1) γράφεται και στη µορφή  
 

 
Da( ;t ) a( ;t )

( ;t ) a( ;t )
Dt t

∂
∂

= + ⋅ ∇
r r

U r r .      (1́) 
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Από την τελευταία βλέπουµε ότι ο χρονικός ρυθµός µεταβολής βαθµωτών πεδιακών µεγεθών, 
αναφερόµενων στα υλικά στοιχεία του υγρού, προκύπτει µε εφαρµογή στο πεδιακό µέγεθος 
του διαφορικού τελεστή 
 

 ( )D( ) ( )
( ;t ) ( )

Dt t

∂
∂

• •
= + ⋅ ∇ •U r .         (2) 

 
Ο διαφορικός τελεστής (2) λέγεται υλική παράγωγος (material derivative). Χρησιµοποιούνται 
ακόµη τα ονόµατα ολική παράγωγος (total derivative) και ουσιώδης παράγωγος (essential 
derivative). Εδώ θα χρησιµοποιούµε µόνο την πρώτη ονοµασία (υλική παράγωγος), η οποία 
και θυµίζει τη χαρακτηριστική ιδιότητα του τελεστή (2). 
 
Ο χρονικός ρυθµός µεταβολής διανυσµατικού µεγέθους ( ;t )=V V r , αναφερόµενου στα 
υλικά στοιχεία του υγρού, βρίσκεται εύκολα, είτε εφαρµόζοντας τη σχέση (2) σε κάθε 
συνιστώσα του V , είτε εργαζόµενοι εξ αρχής ως ανωτέρω µε το διανυσµατικό µέγεθος 

( ;t )V r . Το αποτέλεσµα είναι 
 

 ( )D ( ;t ) ( ;t )
( ;t ) ( ;t )

Dt t

∂
∂

= + ⋅∇
V r V r

U r V r .                            (3) 

 
Με άλλα λόγια, η υλική παραγώγιση, στη µορφή (2), εφαρµόζεται τόσο σε βαθµωτά, όσο και 
σε διανυσµατικά µεγέθη. 
 
Μια πρώτη συνέπεια της σχέσης (3) είναι ότι η επιτάχυνση του υλικού στοιχείου m ( t )δ r  
δίνεται από τη σχέση 
  

  ( )D ( ;t ) ( ;t )
( ;t ) ( ;t )

Dt t

∂
∂

= + ⋅∇
U r U r

U r U r .     (4) 
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5.  Εξισώσεις  κίνησης  ασυµπίεστου  µη-συνεκτικού  υγρού 
 
 
Όπως αναφέρθηκε ήδη στο εδάφιο 2, οι θεµελιώδεις φυσικοί νόµοι που διέπουν την κίνηση 
του ασυµπίεστου, µη-συνεκτικού υγρού είναι: ο ισολογισµός της ορµής (εξισώσεις Euler), και 
ο ισολογισµός της µάζας (εξίσωση συνέχειας). 
 
 
Εξισώσεις Euler 
 

Οι εξισώσεις Euler προκύπτουν µε εφαρµογή του νόµου του Newton 
2

2

d
( m )

dt
=

r
F  σε κάθε 

υλικό στοιχείο του υγρού. Εάν V x y zδ δ δ δ=  είναι ο όγκος του εξεταζόµενου υλικού 
στοιχείου (στοιχειώδους κύβου) και ρ  η πυκνότητά του, τότε έχουµε 
 

 
D

V p V V
Dt

ρδ δ δ= −∇ +
U

F , 
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όπου F  είναι η συνολική εξωτερική δύναµη ανά µονάδα όγκου που ασκείται στο στοιχειώδη 
κύβο του υγρού (βλ. και εδάφιο 2). 
 
∆ιαιρώντας δια ρ  παίρνουµε 
 

 
D p

Dt ρ ρ
∇

= − +
U F

,            (1) 

 
ή 
 

 
p

( )
t

∂
∂ ρ ρ

∇
+ ⋅∇ = − +

U F
U U .                    (1́) 

 
Με τη βοήθεια της διανυσµατικής ταυτότητας 
 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∇ ⋅ = × ∇× + × ∇× + ⋅∇ + ⋅∇a b a b b a a b b a                  (2) 
 
βρίσκουµε, θέτοντας = =a b U , 
 
 2 2 2( ) ( )∇ = × ∇× + ⋅∇U U U U U .                    (3) 
 
 
Χρησιµοποιώντας τώρα την (3) µπορούµε να µετασχηµατίσουµε την (1΄) ως εξής: 
 

 21

2

p
( )

t

∂
∂ ρ ρ

∇
+ ∇ − × ∇× = − +

U F
U U U .                           (1΄΄) 

 
 
 
 
Στη συνέχεια θα υποθέσουµε ότι οι εξωτερικές δυνάµεις ανά µονάδα µάζας 

1 1 ( ;t )ρ ρ− −=F F r  προκύπτουν από ένα συντηρητικό πεδίο και άρα εκφράζονται µε τη 
βοήθεια ενός δυναµικού  (δυναµικής ενέργειας) ( ;t )Ω Ω= r  ως εξής: 
 

 
( ;t )

( ;t )Ω
ρ

= −∇
F r

r .                                                      (4)

                     
Ειδικότερα, για τη µοντελοποίηση και µελέτη των υδάτινων επιφανειακών κυµάτων θεωρούµε 
ότι οι εξωτερικές δυνάµεις προέρχονται αποκλειστικά από ένα οµογενές πεδίο βαρύτητας µε 
ένταση (επιτάχυνση της βαρύτητας) g . Κατά συνέπεια, αν χρησιµοποιήσουµε καρτεσιανό 
σύστηµα αξόνων µε τον άξονα z  κατευθυνόµενο “προς τα επάνω” (αντίθετα προς το 
διάνυσµα g ), θα έχουµε 
 
 gzΩ =       και   άρα   gΩ∇ = k          (5) 
 
όπου g  είναι το µέτρο του διανύσµατος g . 
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Χρησιµοποιώντας τη σχέση (4), η εξίσωση (1΄΄) γράφεται στη µορφή 
 

 21

2

p
( )

t

∂
Ω

∂ ρ
∇

+ ∇ − × ∇× = − −∇
U

U U U .                   (6) 

 
Όπως θα δούµε στη συνέχεια, η µορφή (6) των εξισώσεων Euler είναι ιδιαίτερα βολική για την 
παραγωγή του Θεωρήµατος του Bernoulli. 
 
Εξίσωση συνέχειας 
 
Θεωρούµε ένα στοιχειώδη κύβο του υγρού ο οποίος, κατά τη χρονική στιγµή t , έχει πλευρές 

x( t ), y( t ), z( t )δ δ δ  και όγκο V( t ) x( t ) y( t ) z( t )δ δ δ δ= . ∆εδοµένου ότι m V( t )δ ρδ=  και  

ήορ ρ σταθερ= = , ο ισολογισµός (εξίσωση διατήρης) της µάζας εκφράζεται από τη σχέση 

 

 0
D( V )

Dt

ρδ
=     ή    0

D( V )

Dt

δ
= .         (7) 

 
Όµως, σύµφωνα µε τη φυσική έννοια της υλικής παραγώγου (βλ. εδάφιο 4), θα είναι  
 

 
0t

D( V ) V( t t ) V( t )
lim

Dt tδ

δ δ δ δ
δ→

+ −
= ,                    (8) 

 
 
όπου V( t t )δ δ+  είναι ο όγκος του στοιχείου στο οποίο µετασχηµατίζεται ο αρχικός 
στοιχειώδης κύβος, µετά πάροδο χρόνου tδ . Σε πρώτη τάξη προσέγγισης ισχύει η σχέση 
 
 V( t t ) x( t t ) y( t t ) z( t t )δ δ δ δ δ δ δ δ+ = + + + , 
 
δεδοµένου ότι το µετασχηµατισµένο υλικό στοιχείο διαφέρει απειροστά από ορθογώνιο 
παραλληλεπίπεδο. Όµως, το µήκος των ακµών x, y, zδ δ δ , µεταβάλλεται αποκλειστικά και 
µόνο λόγω της διαφοράς των αντίστοιχων πεδιακών ταχυτήτων στα άκρα των ακµών. Οι 
διαφορές αυτές δίνονται, σε πρώτη τάξη, από τις σχέσεις 
 

 
u

u x
x

∂
δ δ

∂
= , y

y

∂υ
δυ δ

∂
= , 

w
w z

z

∂
δ δ

∂
= . 

 
Με τη βοήθεια των ανωτέρω σχέσεων βρίσκουµε 
 

 1
u u

x( t t ) x( t ) x( t ) t ( t ) x( t )
x x

∂ ∂
δ δ δ δ δ δ δ

∂ ∂
+ = + = + , 

 

 1y( t t ) y( t ) y( t ) t ( t ) y( t )
y y

∂υ ∂υ
δ δ δ δ δ δ δ

∂ ∂
+ = + = + , 

  

 1
w w

z( t t ) z( t ) z( t ) t ( t ) z( t )
z z

∂ ∂
δ δ δ δ δ δ δ

∂ ∂
+ = + = + . 
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Κατά συνέπεια 
 

1 1 1
u w

V( t t ) V( t ) ( t )( t )( t ) V( t ) V( t )
x y z

∂ ∂υ ∂
δ δ δ δ δ δ δ δ

∂ ∂ ∂
+ − = + + + − , 

 
απ’ όπου προκύπτει 
 

 20
u w

V( t t ) V( t ) V( t ) t V( t ) ( t )
x y z

∂ ∂υ ∂
δ δ δ δ δ δ δ

∂ ∂ ∂
 

+ − = + + + 
 

.                (9) 

 
Εισάγοντας την (9) στην (8) και αγνοώντας τους δευτεροτάξιους όρους, βρίσκουµε 
 

 
D( V ) u w

V( t ) V( t )
Dt x y z

δ ∂ ∂υ ∂
δ δ

∂ ∂ ∂
 

= + + = ∇⋅ 
 

U                 (10) 

 
Άρα η εξίσωση συνέχειας (7) παίρνει τη µορφή 
 
 0∇⋅ =U .          (11) 
 
Παρατήρηση: Με τη βοήθεια της σχέσεως (10) είναι πολύ εύκολο να διατυπώσουµε την 
εξίσωση διατήρησης της µάζας και στη γενική περίπτωση, όπου η πυκνότητα του υγρού 
µεταβάλλεται. Πράγµατι, στην περίπτωση αυτή η πρωτογενής εξίσωση διατήρησης της µάζας 

0D( V ) Dtρδ =  γράφεται στη µορφή 
 

 0
D D V( t )

V( t )
Dt Dt

ρ δ
δ ρ+ =      ή      

1 1
0

D D( V( t ) )

Dt V( t ) Dt

ρ δ
ρ δ

+ = . 

 
Εισάγοντας τη (10) στην τελευταία παίρνουµε 
 

 
1

0
D

Dt

ρ
ρ

+∇⋅ =U  

 
ή 
 

 0
D

Dt

ρ
ρ+ ∇⋅ =U .                    (12) 

 
Η τελευταία είναι η γενική εξίσωση συνέχειας ενός οποιουδήποτε ρευστού. Η εξίσωση αυτή 
απαντάται συνήθως υπό την ακόλουθη εναλλακτική µορφή 
 

 0( )
t

∂ρ
ρ

∂
+∇⋅ =U ,                    (13) 

 
η οποία προκύπτει άµεσα από την (12), αν αναλύσουµε την υλική παράγωγο. 
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6.  Συνέπειες  των  εξισώσεων κίνησης:  Θεώρηµα  Kelvin, αστρόβιλη  ροή, Θεώρηµα  
Bernouli 

 
 
Στις εξισώσεις Euler, µορφή (1΄΄) του εδαφίου 5, περιέχεται η στροβιλότητα   =rot ∇×U U  του 
πεδίου ροής. Το µέγεθος αυτό έχει πολύ µεγάλη φυσική σηµασία, και χαρακτηρίζει σε µεγάλο 
βαθµό τη δυναµική συµπεριφορά του πεδίου ροής. Στο παρόν εδάφιο θα µελετήσουµε 
διάφορες συνέπειες των εξισώσεων κίνησης, οι οποίες αναφέρονται στη στροβιλότητα του 
πεδίου ∇×U . 
 
Κατ’ αρχήν, µέσω του θεωρήµατος του Stokes (βλ., π.χ., Παντελίδης, τόµος ΙΙΙ, 1994, 
Κεφάλαιο 15), βλέπουµε ότι η στροβιλότητα ∇×U  συνδέεται µε την κυκλοφορία του πεδίου 
ταχύτητας U  σε κλειστές καµπύλες. Πράγµατι, αν S  είναι µια (ανοικτή) επιφάνεια στο χώρο, 
η οποία περατούται στην κλειστή καµπύλη ℓ  (βλ. Σχήµα 6.1), τότε, σύµφωνα µε το θεώρηµα 
του Stokes, έχουµε 
 

 
S

( ) ds d∇× ⋅ = ⋅∫∫ ∫U n U
ℓ

ℓ� ,                            (1) 

 
όπου n  είναι το µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα στην επιφάνεια S , και dℓ  είναι το στοιχειώδες 
τόξο πάνω στην καµπύλη ℓ . Η τελευταία θεωρείται προσανατολισµένη µε θετική φορά 
διαγραφής δεξιόστροφα συνδεδεµένη µε τη φορά του n . Το δεύτερο µέλος της (1) είναι η 
κυκλοφορία του πεδίου ταχύτητας κατά µήκος της κλειστής καµπύλης ℓ . 
 
Ένα άµεσο πόρισµα της σχέσης (1) είναι ότι, σε ένα οµαλό πεδίο ροής, η στροβιλότητα είναι 
µηδέν αν και µόνον αν η κυκλοφορία κατά µήκος κάθε κλειστής καµπύλης που βρίσκεται 
µέσα στο πεδίο είναι µηδέν. Στη συνέχεια θα µελετήσουµε το ρυθµό µεταβολής της 
κυκλοφορίας κατά µήκος µιας υλικής κλειστής καµπύλης  ℓ . 
 
 
Θεώρηµα Kelvin 
 
To Θεώρηµα του Kelvin για την κυκλοφορία µπορεί να διατυπωθεί ως εξής: 
 
Εάν ℓ  είναι µια οποιαδήποτε υλική κλειστή καµπύλη, ευρισκόµενη εξ ολοκλήρου µέσα σε πεδίο 
ροής ρευστού το οποίο διέπεται από τις εξισώσεις Euler, µε συντηρητικές εξωτερικές δυνάµεις 
( )Ω= −∇F , τότε 
 

 0
D

d
Dt

⋅ =∫U
ℓ

ℓ� .           (2) 

 
∆ηλαδή, η τιµή της κυκλοφορίας κατά µήκος κάθε υλικής καµπύλης του πεδίου ροής διατηρείται 
σταθερή. 
 
Για να αποδείξουµε τη σχέση (2) παρατηρούµε κατ’ αρχήν ότι 
 

 d udx dy wdzυ⋅ = + +∫ ∫U
ℓ ℓ

ℓ� � .                                (3) 
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Εξετάζουµε τώρα το ρυθµό µεταβολής της ποσότητας udx , παρακολουθώντας την κίνηση των 
υλικών στοιχείων: 
 

 
D( udx ) Du D( dx )

dx u
Dt Dt Dt

= + .         (4) 

 
Όµως, βάσει των εξισώσεων Euler (εξίσωση (1) του εδαφίου 5 σε συνδιασµό µε την εξίσωση 
(4) του ιδίου εδαφίου) έχουµε 
 

 
1

,x ,x

Du
p

Dt
Ω

ρ
= − − .                      (5) 

 
Εξ άλλου, επειδή το στοιχείο d ( dx,dy,dz )=ℓ  κινείται µαζί µε τα υλικά στοιχεία του ρευστού 
(βλ. Σχήµα 6.2), η οποιαδήποτε µεταβολή του µε το χρόνο σχετίζεται αποκλειστικά µε τη 
διαφορά της ταχύτητας u  στα άκρα του.  Άρα ισχύει η σχέση 
 

 
D( dx )

du
Dt

= .                       (6) 

 
Εισάγοντας τις (5) και (6) στην (4) βρίσκουµε 
 

 
1

,x ,x

D( udx )
p dx udu

Dt
Ω

ρ
 

= − − + 
 

.                  (7a) 

 
Οµοίως βρίσκουµε 
 

 
1

,y ,y

D( dy )
p dy d

Dt

υ
Ω υ υ

ρ
 

= − − + 
 

,                  (7b) 

 
και 
 

 
1

,z ,z

D( wdz )
p dz wdw

Dt
Ω

ρ
 

= − − + 
 

.                 (7c) 

 
Αθροίζοντας τις (7a,b,c) παίρνουµε 
 

( ) ( ) 21 1

2

D D
udx dy wdz d p d d d

Dt Dt
υ Ω

ρ
+ + ≡ ⋅ = − ∇ ⋅ −∇ ⋅ +U Uℓ ℓ ℓ .                                    (8) 

 
Ολοκληρώνοντας την (8) κατά µήκος της καµπύλης ℓ , µεταξύ των σηµείων Α και Β, 
βρίσκουµε 
 

 21

2

BB

A A

D p
d

Dt
Ω

ρ
 

⋅ = − − + 
 

∫U Uℓ ,                    (9) 
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δεδοµένου ότι p d p∂ ∂∇ ⋅ =ℓ ℓ  είναι η παράγωγος της πίεσης κατά µήκος της καµπύλης ℓ , 
και οµοίως για το Ω  . (Η εναλλαγή της τάξης της ολοκλήρωσης και της παραγώγισης 

D( ) Dt•  είναι επιτρεπτή επειδή ακριβώς έχουµε υλική παραγώγιση στα στοιχεία µιας υλικής 
καµπύλης). 
 
Αν φανταστούµε τώρα ότι το σηµείο Β επανέρχεται στο Α έχοντας διατρέξει την καµπύλη ℓ , 
τότε η (9) µας δίνει 
 

 21
0

2

A

A

D p
d

Dt
Ω

ρ
 

⋅ = − − + = 
 

∫U U
ℓ

ℓ� , 

 
δηλαδή την αποδεικτέα σχέση (2). Τονίζουµε εδώ ότι το γεγονός ότι το πεδίο εξωτερικών 
δυνάµεων είναι συντηρητικό, είναι ουσιώδες για την ισχύ του θεωρήµατος του Kelvin. 
 
 
Αστρόβιλη ροή, εξίσωση Laplace 
 
Μια ροή  (ένα πεδίο ροής)  λέγεται αστρόβιλη  (αστρόβιλο)  αν ισχύει η σχέση 
 
 0( ;t )∇× =U r          (10) 
 
παντού µέσα στο πεδίο. 
 
Γενικώς, η σχέση (10) εξαρτάται από το χρόνο. Συνδιάζοντας όµως τα θεωρήµατα Stokes και 
Kelvin µπορούµε εύκολα να διαπιστώσουµε ότι 
 
Για ένα πεδίο ροής που διέπεται από τις εξισώσεις Euler µε συντηρητικές εξωτερικές δυνάµεις, 
ισχύει η συνεπαγωγή 
 
         0 0o( ;t t ) ( ;t )∇× = = ⇒∇× =U r U r   ,        για κάθε t .                                     (11) 

 
∆ηλαδή, αν το πεδίο είναι αστρόβιλο σε µια χρονική στιγµή   ot t= , τότε θα παραµένει διαρκώς 

αστρόβιλο. 
 
Στη συνέχεια θα περιορίσουµε τη µελέτη µας σε αστρόβιλα πεδία ροής. Η χαρακτηριστική 
ιδιότητα κάθε αστρόβιλου πεδίου ( ;t )U r  είναι ότι µπορεί να αναπαρασταθεί ως κλίση 
(gradient) ενός κατάλληλου βαθµωτού πεδίου. ∆ηλαδή, αν ( ;t )U r  είναι αστρόβιλο πεδίο, 
τότε υπάρχει βαθµωτό πεδίο ( ;t )Φ r  τέτοιο ώστε 
 
 ( ;t ) ( ;t )Φ= ∇U r r .         (12) 
 
Όταν το ( ;t )U r  είναι το πεδίο ταχύτητας, το βαθµωτό πεδίο ( ;t )Φ r  ονοµάζεται δυναµικό 
ταχύτητας (velocity potential). (Στη σχέση (12) ο χρόνος υπεισέρχεται ως παράµετρος). 
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Αν θυµηθούµε τώρα την εξίσωση συνέχειας ασυµπίεστου υγρού (εξίσωση (11) εδαφίου 5) 
 
 0( ;t )∇⋅ =U r ,         (13) 
 
και τη συνδυάσουµε µε την ανωτέρω αναπαράσταση (12) του πεδίου ροής, παίρνουµε 
  

 

2

2 2 2

2 2 2
0

( ( ;t ) ( ;t ) ( ;t )

( ;t ) .
x y z

Φ Φ ∆Φ

∂ ∂ ∂
Φ

∂ ∂ ∂

∇⋅ ∇ ≡ ∇ ≡

 
≡ + + = 
 

r r r

r

                (14) 

 
∆ηλαδή, το δυναµικό ( ;t )Φ r  κάθε αστρόβιλης και ασυµπίεστης ροής ικανοποιεί την εξίσωση 
Laplace 0( ;t )∆Φ =r . 
 
Το αποτέλεσµα αυτό είναι µεγάλης σηµασίας για τη µαθηµατική µοντελοποίηση και µελέτη 
αστρόβιλων, ασυµπίεστων ροών, καθ’ ότι ανάγει την επίλυσή τους στη λύση της εξίσωσης 
Laplace, συµπληρωµένης βέβαια µε τις κατάλληλες οριακές συνθήκες. 
 
Στο σηµείο αυτό πρέπει να παρατηρήσουµε τα εξής: Η εξίσωση Laplace, η οποία παίζει το 
ρόλο της πεδιακής εξίσωσης στα προβλήµατα αστρόβιλης και ασυµπίεστης ροής, είναι 
ανεξάρτητη από τις δυναµικές εξισώσεις της ροής (εξισώσεις Euler), και άρα δεν περιέχει 
καµµιά πληροφορία δυναµικού χαρακτήρα. Το “αφύσικο” αυτό γεγονός σηµαίνει ότι η 
αστρόβιλη ασυµπίεστη ροή είναι (σε ορισµένες τουλάχιστον περιπτώσεις) πλήρως 
καθορισµένη από τους κινηµατικούς συνδέσµους της ασυµπιεστότητας και της αστροβιλότητας. 
Υπό αυτές τις συνθήκες είναι αναµενόµενο ότι το ανωτέρων µοντέλο θα είναι αρκετά “φτωχό” 
από φυσική άποψη. Αυτό είναι πράγµατι έτσι, εκτός από τις περιπτώσεις όπου οι δυναµικές 
εξισώσεις υπεισέρχονται τελικά (µέ κάποιον τρόπο) στη διαµόρφωση του συνολικού 
υδροδυναµικού προβλήµατος. Κάτι τέτοιο συµβαίνει, για παράδειγµα, στην περίπτωση ροών 
µε ελεύθερη επιφάνεια, όπου οι δυναµικές εξισώσεις χρησιµοποιούνται για τη διαµόρφωση 
των οριακών συνθηκών της ελεύθερης επιφάνειας (βλ. εδάφιο 7). Σε κάθε περίπτωση βέβαια, 
οι δυναµικές εξισώσεις δεν απαλείφονται από το πρόβληµα. Χρησιµοποιούνται πάντοτε για 
τον προσδιορισµό του πεδίου πιέσεων p p( ;t )= r , και άρα για τον προσδιορισµό των 
δυνάµεων που αναπτύσσονται πάνω στα στερεά σώµατα (σύνορα) που κινούνται σε 
αλληλεπίδραση µε το υγρό. 
 
 
Θεώρηµα Bernoulli 
 
Οι εξισώσεις Euler περιέχουν την κλίση p( ;t )∇ r  του πεδίου της πίεσης, και άρα είναι µερικές 
διαφορικές εξισώσεις ως προς p p( ;t )= r . Εν τούτοις, στην περίπτωση αστρόβιλης ροής (η 
ιδιότητα του ασυµπίεστου δεν είναι σηµαντική εν προκειµένω), οι εξισώσεις Euler µπορούν να 
ολοκληρωθούν ως προς την πίεση, οδηγώντας σε µια κλειστή έκφραση της τελευταίας 
συναρτήσεις του δυναµικού ταχύτητας. Το αποτέλεσµα αυτό αναφέρεται ως θεώρηµα 
Bernoulli.  
 
 



 153 

 
 
Εισάγοντας την αναπαράσταση (12) του πεδίου ταχύτητας στη σχέση (6) του εδαφίου 5, 
παίρνουµε 
 

 21
0

2

p
( )

t

∂Φ
Φ Ω

∂ ρ
∇

∇ + ∇ ∇ + +∇ =  

ή 
 

 21
0

2

p
( )

t

∂Φ
Φ Ω

∂ ρ
 

∇ + ∇ + + = 
 

.                  (15) 

 
Η τελευταία, ολοκληρωνόµενη κατά µήκος οποιασδήποτε καµπύλης µέσα στο πεδίο ροής, µας 
δίνει 
 

 21

2

p
( ) C C( t )

t

∂Φ
Φ Ω

∂ ρ
+ ∇ + + = = .      (16) 

 
Η “σταθερά” C C( t )=  µπορεί να εξαρτάται από το χρόνο, δεδοµένου ότι η ολοκλήρωση της 
(15) γίνεται ως προς τις χωρικές µεταβλητές µόνο. Όµως, το δυναµικό ταχύτητας µπορεί 
πάντοτε να επανορισθεί έτσι ώστε να “απορροφήσει” µια οποιαδήποτε συνάρτηση εξαρτώµενη 
µόνο από το χρόνο. Πράγµατι, αν θέσουµε 
 

 1

t
( ;t ) ( ;t ) C( )dΦ Φ τ τ= + ∫r r , 

 
τότε η µέν σχέση (16) γράφεται στη µορφή 
 

 21
1

1
0

2

p
( )

t

∂Φ
Φ Ω

∂ ρ
+ ∇ + + = ,                            (16΄) 

 
το δε δυναµικό 1( ;t )Φ r  είναι ισοδύναµο, από φυσική άποψη, µε το αρχικό δυναµικό ( ;t )Φ r , 
δεδοµένου ότι 
 

 1 u
x x

∂Φ ∂Φ
∂ ∂

= = , 

 
και οµοίως για τις άλλες συνιστώσες της ταχύτητας. 
 
Η εξίσωση (16) ή (16́ ) (το θεώρηµα ή νόµος του Bernoulli) µας επιτρέπει να υπολογίσουµε το 
πεδίο της πίεσης, αν γνωρίζουµε το πεδίο του δυναµικού ταχύτητας: 
 

 21

2

p
( )

t

∂Φ
Φ Ω

ρ ∂
− = + ∇ + .                                      (16΄΄) 
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7. Οριακές συνθήκες ελεύθερης επιφάνειας 
 
Τα θεµελιώδη φυσικά χαρακτηριστικά της ελεύθερης επιφάνειας είναι τα εξής: 
 
i) Η ελεύθερη επιφάνεια είναι µια υλική επιφάνεια, δηλαδή αποτελείται διαρκώς από τα ίδια 

υλικά στοιχεία του υγρού. (Η ελεύθερη επιφάνεια µετακινείται στο χώρο ακριβώς λόγω 
της µετακίνησης των υλικών στοιχείων που την αποτελούν). 

 
ii)  Τα υλικά στοιχεία της ελεύθερης επιφάνειας υφίστανται την επίδραση της επιφανειακής 

τάσης (surface tension), η οποία είναι συνέπεια της µικροσκοπικής ασυµµετρίας που 
υπάρχει λόγω της ασυνέχειας της πυκνότητας(2). Ο τρόπος µε τον οποίο εκδηλώνεται 
µακροσκοπικά το φαινόµενο της επιφανειακής τάσης είναι ισοδύναµος µε την ύπαρξη 
µιας ελαστικής µεµβράνης η οποία καλύπτει την ελεύθερη επιφάνεια (βλ. π.χ., Landau and 
Lifshitz 1969, Κεφάλαιο 7). Εφαρµόζοντας το νόµο του Newton σε ένα επιφανειακό 
δοχείο απειροστού πάχους (βλ. Σχήµα 1) βρίσκουµε ότι η διαφορά της τιµής της πίεσης 
στις δύο πλευρές της ελεύθερης επιφάνειας θα πρέπει να εξισορροπεί την επίδραση της 
επιφανειακής τάσης. Στις περιπτώσεις όπου η επίδραση της επιφανειακής τάσης είναι 
αµελητέα (όπως είναι τα φαινόµενα αλληλεπίδρασης κυµάτων και σωµάτων µεγάλων 
διαστάσεων, τα οποία µας ενδιαφέρουν ιδιαίτερα εδώ), η πίεση στις δύο πλευρές της 
ελεύθερης επιφάνειας πρέπει να είναι ίδια. Με άλλα λόγια, αν η επίδραση της 
επιφανειακής τάσης είναι αµελητέα, έχουµε συνέχεια της πίεσης σε κάθε σηµείο της 
ελεύθερης επιφάνειας. 

 
Οι ανωτέρω δύο φυσικές ιδιότητες ισχύουν και στην περίπτωση επιφάνειας που διαχωρίζει δύο 
µη αναµειγνυόµενα υγρά, η οποία καλείται και διεπιφάνεια (interface). Η ελεύθερη επιφάνεια 
αποτελεί µια ειδική περίπτωση διεπιφάνειας, όπου η πυκνότητα του υπερκειµένου ρευστού 
είναι πολύ µικρότερη από την πυκνότητα του υγρού το οποίο βρίσκεται στο κατώτερο στρώµα. 
Στις περιπτώσεις αυτές συνήθως θεωρούµε ότι η πυκνότητα του υπερκειµένου ρευστού είναι 
µηδενική. 
 
Οι ανωτέρω δύο ιδιότητες µεταφράζονται σε αντίστοιχες µαθηµατικές συνθήκες, οι οποίες 
αποτελούν τις οριακές συνθήκες ελεύθερης επιφάνειας (ή διεπιφάνειας). Ο προσδιορισµός 
της αναλυτικής µορφής των συνθηκών αυτών είναι ο σκοπός του παρόντος εδαφίου. Η φυσική 
συνθήκη i) καθώς και η εξ αυτής επαγόµενη µαθηµατική συνθήκη, αναφέρεται ως κινηµατική 
συνθήκη της ελεύθερης επιφάνειας (διεπιφάνειας). Αντίστοιχα, η φυσική συνθήκη ii), καθώς 
και η εξ αυτής επαγόµενη µαθηµατική συνθήκη, αναφέρεται ως δυναµική συνθήκη της 
ελεύθερης επιφάνειας (διεπιφάνειας). Οι ονοµασίες αυτές υπενθυµίζουν τη φυσική προέλευση 
των ανωτέρων συνθηκών. 
 
Η ελεύθερη επιφάνεια θα συµβολίζεται γεωµετρικά µε FD∂  ή, όταν θέλουµε να τονίσουµε το 

γεγονός ότι µεταβάλλεται µε το χρόνο ( )FD t∂ . Η εξίσωση της ελεύθερης επιφάνειας θα 

γράφεται είτε στην πεπλεγµένη µορφή 
 
 ( ) 0F ;t =r      ή     ( ) 0F x, y,z;t = ,         (1) 

 
είτε στη λυµένη µορφή, 
 

                                                 
(2) Υπενθυµίζεται ότι η ύπαρξη ελεύθερης (ή διαχωριστικής) επιφάνειας προϋποθέτει ασυνέχεια της πυκνότητας. 
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 ( )z x, y;tη=            (1́) 

 
όπου ( )x, y;tη  είναι η ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας ως προς την αδιατάρακτη θέση 

της. Σύµφωνα µε τον ανωτέρω συµβολισµό ισχύει η σχέση 
 
 ( ) ( ) 0FD t F ;t∈∂ ⇔ =r r .                    (2) 

 
Με σκοπό να απλουστεύσουµε τη µορφή των µαθηµατικών σχέσεων, εισάγουµε και ένα 
δεύτερο συµβολισµό για τη µερική παράγωγο, µέσω του αντίστοιχου δείκτη µετά από κόµµα. 
∆ηλαδή 
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F
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∂
    κ.λπ. 

 
Στη συνέχεια θα χρησιµοποιούµε και τους δύο συµβολισµούς. 
 
 

3 Κινηµατική συνθήκη ελεύθερης επιφάνειας 
 
Για τη µαθηµατική έκφραση της κινηµατικής συνθήκης θα εργασθούµε κατ' αρχήν µε την 
αναπαράσταση της ελεύθερης επιφάνειας µέσω της (1). 
 
Η ελεύθερη επιφάνεια έχει, κατ΄αρχήν, δύο καθορισµούς ("υποστάσεις"). Ένα γεωµετρικό 
καθορισµό µέσω της εξίσωσης (1), και έναν υλικό καθορισµό µέσω των υλικών στοιχείων 
της. Η κινηµατική συνθήκη ταυτοποιεί αυτές τις δύο υποστάσεις. 
 
Μετά από πάροδο χρόνου tδ , το υλικό στοιχείο ( )rm tδ  µετακινείται στη θέση δ+ =r r  

( )x x, y y,z zδ δ δ= + + + . Κατά συνέπεια, το σύνολο των στοιχείων 

 
 ( ) ( ){ }Fm t t : D tδδ δ+ + ∈∂r r r  

 
είναι ακριβώς η ελεύθερη επιφάνεια του υγρού τη χρονική στιγµή t tδ+ . Άρα, θα πρέπει να 
ισχύει η σχέση 
 
 ( ) 0F ;t tδ δ+ + =r r ,           (3) 

 
και αυτή να είναι η εξίσωση της ελεύθερης επιφάνειας τη χρονική στιγµή t tδ+ . 
Αναπτύσσοντας κατά Taylor την (3) και λαβαίνοντας υπ' όψιν την (1) βρίσκουµε 
 

 
( ) ( ) ( ) 0

F ;t F ;t
t ...

t
δ δ

∂ ∂
+ + =

∂ ∂

r r
r

r
, 

 
όπου οι τελείες (...) υποδηλώνουν όρους ανώτερης τάξης ως προς tδ  και δ r . ∆ιαιρώντας την 
τελευταία σχέση δια tδ  και παίρνοντας το όριο για 0tδ →  βρίσκουµε 
 



 157 

 
( ) ( ) ( )

0
F ;t F ;t

;t
t

∂ ∂
+ =

∂ ∂

r r
U r

r
         (4) 

ή 

 
( )

0
DF ;t

Dt
=

r
.           (4́) 

 
∆ηλαδή, η υλική παράγωγος της εξίσωσης της ελεύθερης επιφάνειας είναι ίση µε µηδέν. Η 
συνθήκη αυτό αποδίδει µαθηµατικά το γεγονός ότι η ελεύθερη επιφάνεια είναι µια υλική 
επιφάνεια. 
 
Αν χρησιµοποιήσουµε τη λυµένη αναπαράσταση της ελεύθερης επιφάνειας (1΄), τότε η 
συνθήκη (4΄) γίνεται 
 

 
( )( )

0
D z x, y;t

Dt

η−
=            (5) 

ή 
 0,t ,x ,yu wη η υη+ + − = .         (5́) 

 
Ιδιαίτερη προσοχή χρειάζεται στην εξίσωση (5΄) όσον αφορά τα ορίσµατα των πεδιακών 
ταχυτήτων u , υ , w . ∆εδοµένου ότι η (5΄) ισχύει πάνω στην ελεύθερη επιφάνεια, θα έχουµε 
 
 ( )( )u u x, y, x, y;t ;tη= , 

 
 ( )( )x, y, x, y;t ;tυ υ η= ,          (6) 

 
 ( )( )w w x, y, x, y;t ;tη= . 

 
Κατά συνέπεια, η συνθήκη (5΄) είναι µια πεπλεγµένη, µη-γραµµική συνθήκη, η οποία συνδέει 
την (άγνωστη) ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας ( )x, y;tη  µε το (άγνωστο επίσης) πεδίο 

ταχύτητας ( )( )x, y, x, y;t ;tη=U U  πάνω σε αυτήν. 

 
Εάν τώρα, το πεδίο ταχύτητας παράγεται από ένα δυναµικό ταχύτητας, δηλαδή εάν Φ= ∇U , 
τότε η εξίσωση (5΄) γράφεται στη µορφή 
 
 0,t ,x ,x ,y ,y ,zη Φ η Φ η Φ+ + − = ,          (7) 

 
όπου και πάλι 
 
 ( )( )x, y, x, y;t ;tΦ Φ η= .          (8) 
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4 ∆υναµική συνθήκη ελεύθερης επιφάνειας 
 
Ας συµβολίσουµε µε τ  τον συντελεστή της επιφανειακής τάσης και µε ( );tκ κ= r  τη µέση 

καµπυλότητα της ελεύθερης επιφάνειας η οποία ορίζεται από τη σχέση 
 

 
1 2

1 1 1

2 R R
κ

 
= + 

 
,           (9) 

 
όπου 1 2R ,R  οι δύο ακτίνες καµπυλότητας της ελεύθερης επιφάνειας. Αποδεικνύεται τότε (βλ., 
π.χ., Landau and Lifshitz, Κεφάλαιο 7), ότι η επιφανειακή τάση έχει ως αποτέλεσµα την 
ανάπτυξη κάθετης (στην ελεύθερη επιφάνεια) δύναµης ανά µονάδα επιφάνειας (δηλαδή 
πίεσης) ίσης µε 
 
 ( ) ( )2p ;t ;tτ τκ=r r .         (10) 

 
Ας συµβολίσουµε τώρα µε ( )( )p p x, y x, y;t ;tη=  την εξωτερική πίεση που εφαρµόζεται 

πάνω στην ελεύθερη επιφάνεια του υγρού, και µε ( )F Fp p ;t= r  την πίεση που επάγεται από 

το πεδίο ροής στο σηµείο r  της ελεύθερης επιφάνειας ( )FD t∂ . Τότε, σύµφωνα µε το θεώρηµα 

του Bernoulli έχουµε 
 

 ( ) ( )2 2 21

2F ,t ,x ,y ,zp ;t gρΦ ρ Φ Φ Φ ρ η= − − + + −r .     (11) 

 
Εξ άλλου, σύµφωνα µε τα όσα αναφέρθηκαν ανωτέρων (ιδιότητα ii) στην αρχή του παρόντος 
εδαφίου), έχουµε 
 
 ( ) ( ) ( )Fp ;t p ;t p ;tτ− =r r r ,        (12) 

 
σε κάθε σηµείο r  της ελεύθερης επιφάνειας ( )FD t∂ . Εισάγοντας τις εκφράσεις (10) και (11) 

για τις pτ  και Fp , αντιστοίχως, στην (12) βρίσκουµε 

 

 ( )2 2 21
2

2,t ,x ,y ,z

p
gΦ Φ Φ Φ η τκ

ρ
+ + + + + = −ɶ ,      (13) 

 
όπου /τ τ ρ=ɶ . Υπενθυµίζεται ότι, και πάλι, τα ορίσµατα του δυναµικού Φ  και των 

παραγώγων του περιέχουν την άγνωστη ανύψωση ( )x, y;tη η= , όπως στη σχέση (8). 

 
Εάν η επιφανειακή τάση είναι αµελητέα (δηλαδή 2 0τ ≅ ), τότε η συνθήκη (13) απλουστεύεται 
στην 
 

 ( )2 2 21
2 0

2,t ,x ,y ,z gΦ Φ Φ Φ η τκ+ + + + + =ɶ .              (13́́ ) 

 



 159 

Κατά συνέπεια, η δυναµική συνθήκη ελεύθερης επιφάνειας είναι µια δεύτερη πεπλεγµένη και 
µη-γραµµική συνθήκη που συνδέει τα άγνωστα πεδία ( )( )x, y, x, y;t ;tΦ η  και ( )x, y;tη . 
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8.  Μαθηµατική  διατύπωση  του  προβλήµατος  αλληλε-πίδρασης  στερεού σώµατος  και  

υγρού  µε  ελεύθερη  επιφάνεια (κύµατος). 
 
 
Στο εδάφιο αυτό συνοψίζουµε τις εξισώσεις και τις οριακές συνθήκες που διέπουν την κίνηση 
ενός υδροµηχανικού συστήµατος το οποίο αποτελείται από στερεό σώµα και υγρό µε ελεύθερη 
επιφάνεια. 
 

 
 
 



 
 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ       5 

 
 

Επιφανειακά υδάτινα κύµατα σε υγρό σταθερού βάθους 
 
 

1. Αλληλεπίδραση  κύµατος  ρεύµατος. ∆ιατύπωση του προβλήµατος  
- ∆ιατύπωση του γενικού προβλήµατος 
- Περιορισµός σε διδιάστατη ροή 
- Γραµµικοποίηση του προβλήµατος. Ι: Απαλοιφή της ρητής 
      µη-γραµµικότητας 
- Γραµµικοποίηση του προβλήµατος. ΙΙ: Απαλοιφή της πεπλεγµένης  
      µη-γραµµικότητας 
- Περαιτέρω επεξεργασία των οριακών συνθηκών ελεύθερης επιφάνειας.  

Απαλοιφή του πεδίου ανύψωσης 
- Περιορισµός στο χρονικά αρµονικό πρόβληµα 

2. Λύση  του  χρονικά αρµονικού γραµµικοποιηµένου  προβλήµατος σε 
άπειρη λωρίδα υγρού.  (Λύσεις  φραγµένες  για  x → +∞ ) 

- ∆ιαδικασία χωρισµού µεταβλητών 

- Μελέτη και ερµηνεία της λύσεως 
o

( x,z; )φ ω , Εξ. (10) 
3. Σχέση  διασποράς 

- Έννοια και παραγωγή της σχέσης διασποράς 
- ∆ιερεύνηση της φασικής ταχύτητας των επιφανειακών  κυµάτων 

4. Λύση  του  γραµικοποιηµένου  προβλήµατος σε ηµιάπειρη λωρίδα υγρού.  
(Λύσεις  φραγµένες  για  x → +∞ ) 

- Σχέση διασποράς 
- Γενική µορφή της λύσης 

5. Περαιτέρω µελέτη του πεδίου ροής. (Τροχιές στοιχείων, γραµµές ροής, 
πίεση και ισοβαρείς επιφάνειες) 

- Τροχιές στοιχείων 
- Γραµµές ροής 
- Πίεση και ισοβαρείς επιφάνειες 

6. Πυκνότητα  και  ροή  ενέργειας κύµατος 
7. Υπέρθεση  κυµάτων.  Κυµατοοµάδα.  Ταχύτητα  οµάδας 

 
Βιβλιογραφία 

 
Ασκήσεις 
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Στην επιφάνεια της θάλασσας (αλλά και οποιουδήποτε υγρού), αναπτύσσονται και διαδίδονται 
κύµατα , τα οποία παρουσιάζουν σηµαντικές διαφορές ως προς κύµατα άλλων ειδών (π.χ., 
ακουστικά) που διαδίδονται δια µέσου της µάζας συνεχών υλικών µέσων. Στο κεφάλαιο αυτό 
θα καταστρώσουµε τις εξισώσεις που διέπουν τα κύµατα στην ελεύθερη επιφάνεια αστρόβιλου 
και ασυµπίεστου υγρού (υδάτινα επιφανειακά κύµατα), και θα µελετήσουµε διεξοδικά 
ορισµένες απλές, αλλά  πολύ  ενδιαφέρουσες  περιπτώσεις. Θα καταβληθεί ιδιαίτερη 
προσπάθεια τα µαθηµατικά αποτελέσµατα να ερµηνεύονται και να γίνονται κατανοητά και 
από τη φυσική τους άποψη, ώστε ο (επιµελής) αναγνώστης να αποκτήσει µια ισορροπηµένη 
αίσθηση  του µαθηµατικού αποτελέσµατος και του φυσικού φαινοµένου. 
 
Γενικώς, επιφανειακά κύµατα  (surface waves) αναπτύσσονται και διαδίδονται πάνω στη 
διαχωριστική επιφάνεια δύο µη-αναµιγνυόµενων υγρών διαφορετικής πυκνότητας.  Όταν η 
διαφορά πυκνοτήτων είναι σηµαντική (π.χ. νερό-αέρας, όπου / 1000ΝΕΡΟ ΑΕΡΑΣρ ρ ≈ ), τότε το 

ελαφρύτερο µέσο συνήθως θεωρείται µηδενικής πυκνότητας, και η διαχωριστική επιφάνεια 
ονοµάζεται ελεύθερη επιφάνεια (free surface). Όταν οι πυκνότητες είναι συγκρίσιµες, τότε η 
διαχωριστική επιφάνεια ονοµάζεται και διεπιφάνεια  (interface). Τα κύµατα των διεπιφανειών 
είναι συνήθως µικρότερης συχνότητας από τα αντίστοιχα κύµατα ελεύθερης επιφάνειας. Στη 
θάλασσα, εκτός από την ελεύθερη επιφάνεια, µπορεί να έχουµε και διεπιφάνειες σε διάφορα 
βάθη, κυρίως λόγω µεταβολών της θερµοκρασίας και της αλατότητος. Επίσης, και η συνεχής 
µεταβολή της πυκνότητας συνεπάγεται τη δυνατότητα ανάπτυξης αντιστοίχων κυµάτων, τα 
οποία ονοµάζονται εσωτερικά κύµατα  (internal waves).  
 
Στο θαλάσσιο περιβάλλον, γενικώτερα, εξελίσσεται ένα πλήθος κυµατικών φαινοµένων, 
αρκετά από τα οποία είναι συζευµένα µεταξύ τους. Χρησιµοποιώντας φαινοµενολογικά 
κριτήρια, µπορούµε να διακρίνουµε τις ακόλουθες κύριες κατηγορίες κυµατικών φαινοµένων 
στη θάλασσα (βλ. σχετικά Phillips 1977, LeBlond και Mysak 1978): 
 

- Επιφανειακά κύµατα (surface waves) 
- Εσωτερικά κύµατα (internal waves) 
- Γυροσκοπικά κύµατα (inertial or gyroscopic waves) 
- Πλανητικά κύµατα (planetary or Rossby waves) 
- Παλίρροιες (tides) 
- Ακουστικά κύµατα (acoustic waves),  που διαδίδονται στο εσωτερικό της 

υδάτινης µάζας και είναι συζευγµένα µε ακουστικά και ελαστικά κύµατα στον 
πυθµένα, καθώς και µε τα κύµατα της ελεύθερης επιφάνειας. 

 
Εξετάζοντας αναλυτικώτερα τα επιφανειακά θαλάσσια κύµατα, διακρίνουµε τις εξής κύριες 
κατηγορίες, ανάλογα µε το αίτιο δηµιουργίας τους: 

 
 
- Ανεµογενή κύµατα (κύµατα ανέµου, wind waves) 
- Σεισµογενή κύµατα (σεισµικά κύµατα, tsunamis) 
- Σωµατογενή κύµατα, δηλαδή κύµατα παραγόµενα από κινήσεις   
 επιπλεόντων ή βυθισµένων αντικειµένων (body-generated waves), 

 
Εξ αυτών τα σωµατογενή και ανεµογενή κύµατα ενδιαφέρουν περισσότερο σε εφαρµογές 
Θαλάσσιας Τεχνολογίας στην ανοικτή θάλασσα, ενώ τα σεισµογενή κύµατα ενδιαφέρουν 
ιδιαίτερα σε εφαρµογές ακτοµηχανικής, αλλά και για κάθε είδους θαλάσσια κατασκευή µε 
θεµελίωση στον πυθµένα.  
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Τα σωµατογενή κύµατα σχετίζονται άµεσα µε την ύπαρξη της αντίστασης κυµατισµού (wave 
resistance) κατά την πρόωση πλοίου επιφανείας (ή υποβρυχίου που κινείται κοντά στην 
ελεύθερη επιφάνεια), φαινόµενο το οποίο µελετάται στο µάθηµα του 6ου εξαµήνου “Πρόωση 
Πλοίου”. Τα ανεµογενή κύµατα, τα οποία προκαλούν κινήσεις και δυναµική καταπόνηση των 
πλοίων καθώς και των κάθε είδους θαλασσίων κατασκευών, µελετώνται διεξοδικά στο µάθηµα 
του 8ου εξαµήνου “Υδροδυναµική και ∆υναµική Θαλασσίων Συστηµάτων”. 
 
Στη συνέχεια των σηµειώσεων αυτών θα εξετάσουµε τα επιφανειακά κύµατα που διαδίδονται 
στην ελεύθερη επιφάνεια υγρού, χωρίς να ενδιαφερόµαστε για το αίτιο δηµιουργίας τους (1). 
Τα κύµατα αυτά ονοµάζονται επίσης και ελεύθερα κύµατα (free waves), και αποτελούν την 
απλούστερη δυνατή περίπτωση επιφανειακών κυµάτων. Παρ’ όλα αυτά, τα κύµατα που θα 
µελετήσουµε στην συνέχεια, θα µας δώσουν τη δυνατότητα να συζητήσουµε, µεταξύ άλλων, 
δύο θεµελιώδους σηµασίας και πολύ µεγάλης χρησιµότητας έννοιες, τη σχέση διασποράς και 
την ταχύτητα οµάδας. 
 
 
1.  Αλληλεπίδραση  κύµατος-ρεύµατος.  ∆ιατύπωση  του προβλήµατος 
 
 
-  ∆ιατύπωση του γενικού προβλήµατος 
 

 
Θεωρούµε στρώµα υγρού (π.χ. νερού), το οποίο βρίσκεται µέσα σε οµογενές πεδίο βαρύτητας 
έντασης g , και το οποίο περατούται, αφ’ ενός µεν σε οριζόντιο ( )⊥ g  στερεό πυθµένα Dπ∂ , 

αφ’ ετέρου δε σε ελεύθερη επιφάνεια FD∂ . (Βλ. Σχήµα 1.1). 
 
Υποθέτουµε τώρα ότι στο στρώµα του υγρού υφίσταται (έχει αναπτυχθεί ) ροή η οποία 
συντίθεται από  

 
i)   Μόνιµη παράλληλη ροή µε µέση ταχύτητα oU  (“ΡΕΥΜΑ”), και  

 
ii) Μη-µόνιµη (κυµατική) διαταραχή, σε αλληλεπίδραση µε την µόνιµη παράλληλη ροή 

(“ΚΥΜΑ”) (2). 
 

Στο παρόν κεφάλαιο θα µελετήσουµε αναλυτικά µια τέτοια ροή, µε σκοπό να προσδιορίσουµε 
τα διάφορα χαρακτηριστικά της (πεδίο ανύψωσης, πεδίο ταχυτήτων, πεδίο πιέσεων, τροχιές 
στοιχείων υγρού, ροή ενέργειας κ.ά.), αλλά και να αντιληφθούµε τη δοµή, τη σηµασία και τις 
συνέπειες τέτοιων ροών στη φύση, σε σχέση µε διάφορες εφαρµογές. 
 
Για την αναλυτική περιγραφή της ανωτέρω ροής θα χρησιµοποιήσουµε, ως συνήθως, 
Καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων 0xyz, µε µοναδιαία διανύσµατα , ,i j k , του οποίου το 
επίπεδο xy συµπίπτει µε την αδιατάρακτη ελεύθερη επιφάνεια του υγρού, ο άξονας x  είναι 

οµόρροπος προς την ταχύτητα του ρεύµατος oU  (άρα o oU=U i ), και ο άξονας z  είναι 

αντίρροπος προς την επιτάχυνση της βαρύτητας (άρα g= −g k ). Βλ. και Σχήµα 1.1. 

                                                 
(1) Υποθέτουµε  δηλαδή ότι το διεγείρον αίτιο βρίσκεται εκτός της περιοχής του χώρου στην οποία εξετάζεται το 
κυµατικό φαινόµενο.  
(2) Στο µεγαλύτερο µέρος αυτού του εδαφίου η χρονική εξάρτηση του µη-µόνιµου µέρους της ροής θα θεωρείται 
γενική. Στο τελευταίο υποεδάφιο θα εξειδικευθεί σε αρµονική εξάρτηση µε συχνότητα ω . 
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Πριν προχωρήσουµε στη µαθηµατική διατύπωση του προβλήµατος αλληλεπίδρασης κύµατος-
ρεύµατος, είναι σκόπιµο να περιγράψουµε όσο το δυνατόν πληρέστερα το φυσικό πρόβληµα  
το οποίο πρόκειται να µελετήσουµε. Τόσο η παράλληλη ροή, όσο και η κυµατική διαταραχή 
θεωρούνται, στα πλαίσια του προβλήµατος που εξετάζουµε, ότι παράγονται από διεγείροντα 
αίτια ευρισκόµενα εκτός του εξεταζόµενου γεωµετρικού πεδίου (κάπου “πολύ µακριά”). Κατά 
συνέπεια, δεν ενδιαφερόµεθα για την ακριβή µορφή των διεγειρόντων αιτίων και δεν 
επιθυµούµε να τα περιλάβουµε στη µαθηµατική µοντελοποίηση του προβλήµατος. Ο 
απλούστερος τρόπος για να υλοποιηθεί αυτός ο στόχος, είναι να υποθέσουµε ότι το σύστηµα 
κύµα-ρεύµα εκτείνεται απεριόριστα προς όλες τις οριζόντιες κατευθύνσεις και καταλαµβάνει 
όλο το διαθέσιµο γεωµετρικό χώρο. Με άλλα λόγια, να υποθέσουµε ότι το γεωµετρικό πεδίο 
ροής D D( t )=  ορίζεται ως εξής: 
 

 { }2D ( x, y,z ) : ( x, y ) IR , h z ( x, y;t )η= ∈ − < < ,                  (1) 

 
όπου z ( x, y;t )η=  είναι η ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας και z h= −  είναι η εξίσωση του 
επιπέδου του πυθµένα. (Σχήµα 1.1). Με αυτόν τον τρόπο “αποµακρύνουµε” τις διεγείρουσες 

αιτίες του ρεύµατος και του κύµατος “στο άπειρο”, δηλαδή κάπου όπου ( )1 22 2x y+ → ∞ . 

Παρ’ όλα ταύτα, τα διαγείροντα αίτια δεν εξαφανίζονται, αλλά η επίδρασή τους στην 
εξεταζόµενη ροή υλοποιείται ως ροή µάζας και ενέργειας από και προς το άπειρο, δηλαδή µέσω 
ολοκληρωτικών αναλλοιώτων (integral invariants), και όχι µέσω της “λεπτοµεριακής” 
κατανοµής της πίεσης ή της ταχύτητας σε κάποιο τµήµα του συνόρου του υγρού. 
 
Εκτός από την ανωτέρω (απλούστερη δυνατή) περίπτωση, θα µελετήσουµε στη συνέχεια το 
ίδιο πρόβληµα (αλληλεπίδραση κύµατος-ρεύµατος) και σε ηµιάπειρη λωρίδα υγρού, δηλαδή 
στο χωρίο 
 

  
{ }

{ }
aD ( x, y,z ) : x a,y IR , h z ( x, y;t )

D ( x, y,z ) : x a .

η= > ∈ − < < =

= ∩ >
                            (2) 

 
Στην περίπτωση αυτή το διεγείρον αίτιο µπορεί να βρίσκεται οπουδήποτε στην περιοχή 

aD\ D , δηλαδή “αριστερά” του επιπέδου x a= . Όπως θα δούµε, στην περίπτωση αυτή η 

µαθηµατική αναπαράσταση της ροής είναι πιο πλούσια, πράγµα το οποίο οφείλεται στο ότι το 
διεγείρον αίτιο επιδρά στην εξεταζόµενη ροή κατά πολύ λεπτοµερέστερο τρόπο: όχι µόνο 
µέσω των ολοκληρωτικών αναλλοιώτων (ροή µάζας και ενέργειας), αλλά και µέσω της 
κινητικής κατάστασης του υγρού σε όλα τα σηµεία του κατακόρυφου επιπέδου 
 
 { }a

ID ( a, y,z ) : y IR , h z ( a, y;t )∂ η= ∈ − < < ,       (3) 

 
στο οποίο περατούται το εξεταζόµενο γεωµετρικό πεδίο. 
 
Οι ανωτέρω παρατηρήσεις, εκτός του ότι µας βοηθούν στην κατανόηση και µαθηµατική 
µοντελοποίηση του συγκεκριµένου προβλήµατος που εξετάζουµε (αλληλεπίδραση κύµατος-
ρεύµατος), µας δείχνουν ακόµη ότι, στα κυµατικά προβλήµατα, το νόηµα του “απείρως 
µακριά” στη µαθηµατική µοντελοποίηση είναι σχετικό, και υποβάλλεται από το πρόβληµα που 
επιθυµούµε να µελετήσουµε. Και ακόµη, ότι το “άπειρο” µπορεί να καθορίζει, σε σηµαντικό 
βαθµό, το φαινόµενο που εξελίσσεται στο εξεταζόµενο (πεπερασµένο) πεδίο. 
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Προχωρούµε τώρα στη µαθηµατική µοντελοποίηση του προβλήµατος αλληλεπίδρασης 
κύµατος-ρεύµατος, έχοντας κατά νου τις δύο περιπτώσεις για το γεωµετρικό πεδίο που 
περιγράψαµε ανωτέρω: είτε στην άπειρη λωρίδα D , είτε στην ηµιάπειρη λωρίδα aD . 

Υπενθυµίζεται ότι, λόγω της (άγνωστης) ελεύθερης επιφάνειας, τα άγνωστα πεδία είναι δύο: η 
ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας ( x, y;t )η η=  και το δυναµικό ταχύτητας 

( x, y,z;t )Φ Φ= , του οποίου το πεδίο ορισµού εξαρτάται από την ( x, y;t )η . Το γενικό 
πρόβληµα τίθεται τώρα ως εξής: 
 
Να προσδιορισθούν τα πεδία 
 

( x, y,z;t )Φ  και     ( x, y;t )η ,  ( x, y,z ) D( t )∈  

     ή a( x, y,z ) D ( t ),∈  

 
τα οποία ικανοποιούν τις συνθήκεs: 
 
 
• 0∆Φ = ,               ( x, y,z ) D( t )∈                     (4) 

   ή a( x, y,z ) D ( t )∈ ,      (4a) 

 

• ( )
2

2 2 2 0

1 2

1 1 1

2 2,t ,x ,y ,z

U
g , z ( x, y;t )

R R
Φ Φ Φ Φ η τ η

 
+ + + + + + = = 

 
ɶ ,                            (5) 

 
• 0,t ,x ,x ,y ,y ,z , z ( x, y;t )η Φ η Φ η Φ η+ + − = = ,                              (6) 

 

• 0,z , z h
n

∂Φ
Φ

∂
≡ = = − ,                      (7) 

 
• ,x ,y ,z, ,Φ Φ Φ  και η  παραµένουν φραγµένα 

  όταν ( )1 22 2x y+ → ∞  και ( x, y,z ) D( t )∈      (8) 

           ή  όταν ( )1 22 2x y+ → ∞  και a( x, y,z ) D ( t )∈ . (3)               (8a) 

 
Η (4) είναι η εξίσωση Laplace, η οποία προκύπτει από το ασυµπίεστο και αστρόβιλο της ροής, 
η (5) είναι η δυναµική συνθήκη ελεύθερης επιφάνειας µε επιφανειακή τάση 1 2( R ,R  είναι οι 
κύριες ακτίνες καµπυλότητας της ελεύθερης επιφάνειας), η (6) είναι η κινηµατική συνθήκη 
ελεύθερης επιφάνειας, η (7) είναι η συνθήκη µη-εισχώρησης στον πυθµένα, και η (8) είναι µια 
“ποιοτική” συνθήκη για την επ’ άπειρον συµπεριφορά των πεδίων Φ  και η . Η τελευταία 
πρέπει να θεωρηθεί µάλλον ως ένα “λογικό αίτηµα” για τις λύσεις που θα βρούµε, και όχι ως 
µια αναλυτική συνθήκη που συµµετέχει ουσιαστικά στη σύνθεση (διατύπωση) του 
προβλήµατος που θέλουµε να λύσουµε. ∆ηλαδή, θα προσπαθήσουµε να επιλύσουµε κατ’ 
αρχήν το πρόβληµα (4) - (7), και στη συνέχεια θα ελέγξουµε αν οι λύσεις που βρίσκουµε 
ικανοποιούν το “αίτηµα” (8) ή (8a). Ακριβέστερα, όπως θα δούµε κατά τη διάρκεια της 

                                                 
(3) Με (4a) και (8a) συµβολίζουµε τις σχέσεις (4) και (8), αντιστοίχως, στην περίπτωση όπου το εξεταζόµενο 
πεδίο ροής περιορίζεται στην ηµιάπειρη λωρίδα aD . Παρόµοια σύµβαση θα χρησιµοποιούµε και στη συνέχεια 

για την αρίθµηση εναλλακτικών συνθηκών για τις περιπτώσεις άπειρης και ηµιάπειρης λωρίδας. 
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επίλυσης, από το σύνολο των λύσεων οι οποίες ικανοποιούν το πρόβληµα (4) - (7), θα 
κρατήσουµε µόνο εκείνες που ικανοποιούν την απαίτηση του φραγµένου (8). Πρέπει εδώ να 
τονισθεί ότι η συνθήκη (8) είναι ουσιωδώς διαφορετική από τη συνθήκη (8a): στην πρώτη 
περίπτωση η απαίτηση του φραγµένου επιβάλεται και προς τις δύο επ’ άπειρον κατευθύνσεις 
x → +∞  και x → −∞ , ενώ στη δεύτερη περίπτωση η απαίτηση του φραγµένου περιορίζεται 
µόνο για x → +∞ . Η διαφορά αυτή έχει πολύ µεγάλη σηµασία, τόσο από φυσική όσο και από 
αναλυτική άποψη. Τέλος, υπενθυµίζεται ότι η συµπεριφορά της λύσης (των λύσεων) του 
ανωτέρω προβλήµατος στο άπειρο θα πρέπει να είναι συµβιβαστή, ως προς τις ολοκληρωτικές 
αναλλοίωτες, µε την εκεί “ύπαρξη” των διεγειρόντων αιτίων. 
 
Το γεγονός ότι υφίσταται (έχει αναπτυχθεί) παράλληλη ροή oU i  µπορεί να ληφθεί ρητά υπ’ 

όψιν αν θέσουµε 
 
 o( x, y,z;t ) U x ( x, y,z;t )Φ φ= + .                    (9) 

 
Στην ανωτέρω σχέση, το δυναµικό ( x, y,z;t )φ  περιγράφει την µη-µόνιµη (κυµατική) 
διαταραχή (αλλά και την αλληλεπίδραση της µε την παράλληλη ροή), και ονοµάζεται 
δυναµικό διαταραχής. Εισάγοντας την αναπαράσταση (9) στις συνθήκες (4) - (8) βρίσκουµε 
εύκολα τις αντίστοιχες συνθήκες ως προς το δυναµικό διαταραχής. Προς το παρόν, όµως, θα 
συνεχίσουµε να εργαζόµεθα µε το συνολικό δυναµικό ( x, y,z;t )Φ . 
 
Για να µπορέσουµε να βρούµε αναλυτική λύση στο ανωτέρω πρόβληµα είναι απαραίτητο να 
προχωρήσουµε σε µια σειρά από απλουστεύσεις, οι οποίες περιγράφονται διεξοδικά στα 
επόµενα υποεδάφια. 
 
 
-  Περιορισµός σε διδιάστατη ροή 
 
Κατ’ αρχήν, περιοριζόµαστε στο διδιάστατο πρόβληµα (2D - πρόβληµα), θεωρώντας ότι τα 
πεδία Φ  και η  είναι ανεξάρτητα της συντεταγµένης y , δηλαδή 
 
 0 0,y ,y,Φ η= = . 

 
Στην περίπτωση αυτή τα γεωµετρικά χωρία D  και aD  µπορούν να θεωρηθούν διδιάστατα, 

θέτοντας  0y .σ τ αθ= = στις σχέσεις ορισµού τους (1) και (2). Αντίστοιχα, το κατακόρυφο 

σύνορο a
ID∂ , περιορίζεται τώρα σε µια ηµιευθεία, θέτοντας και πάλι 0y =  στη σχέση (3). 

Παρά ταύτα, για λόγους οικονοµίας του συµβολισµού, θα κρατήσουµε τα ίδια σύµβολα και για 
τους διδιάστατους περιορισµούς των τριδιάστατων χωρίων (1), (2), (3). Υπό τις ανωτέρω 
προϋποθέσεις, το πρόβληµα (4) - (7) απλοποιείται ως εξής: 
 
• 0,xx ,zzΦ Φ+ = ,               ( x,z ) D( t )∈         (4́) 

    ή a( x,z ) D ( t )∈ ,                          (4́a) 

 

• ( )
2

2 2 01 1

2 2,t ,x ,z

U
g , z ( x;t )

R
Φ Φ Φ η τ η+ + + + = =ɶ ,                             (5΄) 
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• 0,t ,x ,x ,z , z ( x;t )η Φ η Φ η+ − = = ,                               (6΄) 

 
• 0,z , z hΦ = = − ,                      (7́) 

 
όπου R είναι η ακτίνα καµπυλότητας της τοµής της ελεύθερης επιφάνειας µε το κατακόρυφο 
επίπεδο xz. Στην περίπτωση αυτή η ακτίνα καµπυλότητας εκφράζεται µέσω της ανύψωσης 

( x;t )η  από τη σχέση 
 

 
2 3 2

1

1
,xx

,xR ( )

η
η

= −
+

.                               (10) 

 
Παρά την απλούστευση που προκύπτει από τον περιορισµό µας στο   2D-πρόβληµα το 
σύστηµα των διαφορικών συνθηκών (4΄) - (7́ ) παραµένει µη-γραµµικό, αφ’ ενός κατά ρητό 
τρόπο (π.χ. περιέχει τους όρους 2

,x ,x ,x,Φ Φ η  κ.λπ.), και αφ’ ετέρου κατά πεπλεγµένο τρόπο 

(λόγω του ότι στις (5΄) και (6΄) έχουµε ( x, ( x;t );t )Φ Φ η= ). Προχωρούµε λοιπόν στην 
επόµενη και ουσιαστικότερη απλούστευση, που είναι η γραµµικοποίηση του προβλήµατος. 
 
-  Γραµµικοποίηση του προβλήµατος.  Ι: Απαλοιφή της ρητής µη-γραµµικότητας 
 
Η βασική ιδέα της γραµµικοποίησης ενός µαθηµατικού µοντέλου (όπως π.χ. αυτού που 
ορίζεται από τις σχέσεις (4) - (7) ή (4΄) - (7́ )), είναι ότι τα άγνωστα πεδία (εδώ τα πεδία της 
ανύψωσης η  και του δυναµικού διαταραχής φ ) είναι “µικρά”, µε κάποια συγκεκριµένη 
φυσική και αναλυτική έννοια. Συνέπεια της µικρότητας αυτής είναι να µπορούµε να 
θεωρήσουµε, σε πρώτη προσέγγιση, τους µη-γραµµικούς όρους αµελητέους, σε σύγκριση µε 
τους γραµµικούς όρους. Στη συνέχεια θα προχωρήσουµε στη γραµµικοποίηση του 
µαθηµατικού µοντέλου (4΄) - (7́ ), κατά τον αµεσότερο δυνατό τρόπο, αφήνοντας για αργότερα 
τη φορµαλιστική ανάπτυξη που γίνεται συνήθως. Πρέπει όµως να παρατηρήσουµε ευθύς εξ 
αρχής ότι η γραµµικοποίηση που θα παρουσιάσουµε είναι µία από τις δυνατές 
γραµµικοποιήσεις του προβλήµατος που εξετάζουµε, αυτή που αντιστοιχεί στη θεωρία των 
κυµατισµών απειροστού πλάτους (infinitesimal wave theory) ή θεωρία του Airy. 
∆ιαφορετικές γραµµικοποιήσεις, δηλαδή διαφορετικές υποθέσεις “µικρότητος” 
χαρακτηριστικών ποσοτήτων του πεδίου ροής, είναι δυνατές, και οδηγούν σε διαφορετικά 
γραµµικά µοντέλα, κατάλληλα για άλλες εφαρµογές. 
 
Η θεµελιώδης υπόθεση “µικρότητος”, στα πλαίσια της θεωρίας των κυµατισµών απειροστού 
πλάτους είναι ότι η κλίση ,xη  της άγνωστης ελεύθερης επιφάνειας είναι µικρή. Ο ουσιαστικός 

ποσοτικός χαρακτηρισµός αυτής της “µικρότητας” είναι ότι η ποσότητα 2
,xη  µπορεί να 

θεωρηθεί αµελητέα ως προς την ποσότητα ,xη  (4). Τότε βέβαια και η ποσότητα ,xη  µπορεί να 

θεωρηθεί αµελητέα ως προς τη µονάδα. Γενικώτερα, οι διαφορετικές δυνάµεις του ,xη  

κατατάσσονται σε διαφορετικές τάξεις µεγέθους ως εξής: 
 
 1 o

,xη≡   : µηδενική τάξη, 

 

                                                 
(4) Πρέπει να σηµειωθεί ότι η ποσότητα ,xη  είναι αδιάστατη.  Άρα η υπόθεση µικρότητος της ποσότητος αυτής 

είναι αναλλοίωτη ως προς µετασχηµατισµούς οµοιότητος του πεδίου ροής. 
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 1
,x ,xη η≡  : πρώτη τάξη, 

 
 2

,xη   : δεύτερη τάξη,  κ.ο.κ. 

 
Ο όρος ν-ιοστής τάξεως είναι αµελητέος ως προς τον όρο (ν-1) (ή µικρότερης) τάξεως. 
 
Προφανώς, η αναλυτική υπόθεση “ ,xη  µικρή” ισοδυναµεί προς την γεωµετρική υπόθεση “ θ  

µικρή”, όπου θ  είναι η (µέγιστη) κλίση της επιφάνειας z ( x;t )η= . Βλ. Σχήµα 1.2. 
 
Ας δούµε τώρα τι µπορούµε να πούµε για το δυναµικό ταχύτητας. Το συνολικό δυναµικό Φ  

συντίθεται από µια παράλληλη ροή µε δυναµικό oU x , και από µια κυµατική διαταραχή µε 

δυναµικό ( x, y,z;t )φ  (βλ. σχέση (9), ανωτέρω). Εν προκειµένω θεωρούµε ότι η ταχύτητα oU  

είναι µηδενικής τάξεως µεγέθους (τάξεως µεγέθους µονάδος), και ότι οι παράγωγοι ,xφ  και ,zφ  

του δυναµικού διαταραχής (οι ταχύτητες διαταραχής) είναι µικρές µε την έννοια ότι οι 
ποσότητες 2

,xφ  και 2
,zφ  είναι αµελητέες ως προς τις ποσότητες ,xφ  και ,zφ , αντίστοιχα (5). 

Υποθέτοντας, περαιτέρω, ότι οι ποσότητες ,x ,x ,z, ,η φ φ  είναι της ίδιας τάξεως µεγέθους, 

προκύπτει η ακόλουθη από κοινού ιεράρχηση σε τάξεις µεγέθους διαφόρων µονωνύµων των 
πεδιακών µεγεθών που υπεισέρχονται στο πρόβληµα: 
 
 1 o o o

,x ,x ,z, ,η φ φ=      : µηδενική τάξη, 

 
 ,x ,xx ,x ,z, , ,η η φ φ     : πρώτη τάξη, 

 

 
2 2 2
,x ,x ,z

,x ,x ,x ,z ,z ,x

, , ,

, ,

η φ φ

η φ φ φ φ η
    : δεύτερη τάξη, 

 
 3 2

,x ,x ,x x ,x ,z, , , ,η η φ η φ φ… …   : τρίτη τάξη,    κ.ο.κ. 

 
Στην ιεράρχηση αυτή κάθε όρος ν-ιοστής τάξεως είναι αµελητέος ως προς οποιονδήποτε όρο 
(ν-1) τάξεως ή µικρότερης. 
 
Λαβαίνοντας υπ’ όψιν µας την ιεράρχηση των τάξεων µεγέθους και τις σχέσεις (9) και (10), 
βρίσκουµε: 
 

 2 21 1

2 2,x o o ,xU U ( )Φ φ= + + … ,                                   (11.1) 

 

 21

2 ,z ( )Φ = … ,                                        (11.2) 

 

                                                 
(5) Σε αντίθεση µε την ,xη , οι ποσότητες ,x ,z,φ φ  δεν είναι αδιάστατες, άρα η υπόθεση µικρότητος αυτών δεν 

είναι αναλλοίωτη ως προς µετασχηµατισµούς οµοιότητας του πεδίου ροής. Το γεγονός αυτό αποτελεί µια 
αδυναµία της µεθοδολογίας γραµµικοποίησης που ακολουθούµε εδώ, η οποία θα αντιµετωπισθεί στα πλαίσια 
µιας πληρέστερης, αλλά και περισσότερο περίπλοκης, θεώρησης της γραµµικοποίησης, σε επόµενο κεφάλαιο. 
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 ,x ,x o ,xU ( )Φ η η= + … ,                           (11.3) 

 

 
1

,xx ( )
R

η= − + … ,                            (11.4) 

 
όπου το σύµβολο ( )…  υποδηλώνει όρους δεύτερης και ανώτερης τάξης. Ας σηµειωθεί ότι ο 

όρος 21

2 oU  είναι, όπως και η ταχύτητα oU , µηδενικής τάξης, ενώ οι όροι o ,xU φ  και o ,xU η  

είναι πρώτης τάξης. 
 
Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (11) και αµελώντας τους δευτεροτάξιους όρους, το πρόβληµα 
(4΄) - (7́ ) µετασχηµατίζεται στο εξής: 
 
 0,xx ,zzφ φ+ = ,              ( x,z ) D( t )∈                            (4́́) 

    ή a( x,z ) D ( t )∈ ,                         (4́́a) 

 
 0,t o ,x ,xxU g , z ( x;t )φ φ η τη η+ + − = =ɶ ,                                      (5΄΄) 

 
 0,t o ,x ,zU ,z ( x;t )η η φ η+ − = = ,                                       (6΄΄) 

 
 0,z , z hφ = = −                                           (7΄΄) 

 
Το ανωτέρω πρόβληµα φαίνεται, εκ πρώτης όψεως, γραµµικό ως προς φ  και η . Εν τούτοις η 
γραµµικοποίηση δεν είναι πλήρης διότι, στις συνθήκες ελεύθερης επιφάνειας (5΄΄) και (6΄΄), το 
δυναµικό ( x,z;t )φ  εξαρτάται κατά γενικό (µη-γραµµικό) τρόπο από το πεδίο ανύψωσης: 

( x, ( x;t );t )φ φ η= . Για την πλήρη γραµµικοποίηση του προβλήµατος απαιτείται λοιπόν και η 
απαλοιφή της πεπλεγµένης µη-γραµµικής εξάρτησης του φ  από το η . 
 
- Γραµµικοποίηση του προβλήµατος.  ΙΙ: Απαλοιφή της πεπλεγµένης µη-γραµµικότητας 
 
Ο τελευταίος κύκλος απλουστευτικών υποθέσεων έχει ως εξής: Θεωρούµε, επιπροσθέτως των 
προηγουµένων, ότι και η ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας ( x;t )η  είναι µικρή, δηλαδή ότι 
η ελεύθερη επιφάνεια εκτελεί ταλαντωτική κίνηση µικρής ταχύτητας, µικρής κλίσης και 
µικρού πλάτους, περί την αδιατάρακτη θέση της 0z= . Τέλος, θεωρούµε ότι το δυναµικό 
διαταραχής επεκτείνεται αναλυτικά και εκτός του (στιγµιαίου) πεδίου ροής, έτσι ώστε το 

0( x, ;t )φ  να ορίζεται για κάθε θέση x  και κάθε χρονική στιγµή t , ακόµη και όταν το σηµείο 
0( x, ) βρίσκεται εκτός του πεδίου ροής. (Βλ. Σχήµα 1.3). Με αυτές τις υποθέσεις µπορούµε 

να αναπτύξουµε το ( x, ( x;t );t )φ η  και τις παραγώγους του ,t ,x ,z, ,φ φ φ  κ.λπ. κατά Taylor γύρω 

από τη θέση 0( x, ), οπότε παίρνουµε 
 
 0 0,x( x, ;t ) ( x, ;t ) ( x, ;t )φ η φ ηφ= + +…  ,                                    (12.1) 

 
 0 0,x ,x ,xx( x, ;t ) ( x, ;t ) ( x, ;t )φ η φ ηφ= + +…  ,                                    (12.2) 

 
 0 0 0,t ,t ,t ,x ,xt( x, ;t ) ( x, ;t ) ( x, ;t ) ( x, ;t )φ η φ η φ ηφ= + + +… ,                                  (12.3) 
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και αντίστοιχες σχέσεις για το ,z( x, ;t )φ η , καθώς και τις δεύτερες παραγώγους ,xxφ  και ,zzφ  

στην περιοχή της ελεύθερης επιφάνειας. Σύµφωνα µε τη µέχρι τώρα τακτική µας, θεωρούµε τα 
γινόµενα ,x ,xx ,t ,x ,xt, , ,ηφ ηφ η φ ηφ , κ.λπ., δεύτερης τάξης, οπότε οι (9) µας δίδουν 

 
 0( x, ;t ) ( x, ;t ) ( )φ η φ= + … ,                          (13.1) 
 
 0,x ,x( x, ;t ) ( x, ;t ) ( )φ η φ= + … ,                          (13.2) 

 
 0,t ,t( x, ;t ) ( x, ;t ) ( )φ η φ= + … ,                          (13.3) 

 
όπου η έκφραση ( )…  συµβολίζει όρους δευτέρας και ανωτέρας τάξεως. Χρησηµοποιώντας 
τις σχέσεις (13) και αµελώντας τους όρους δεύτερης και ανώτερης τάξης, µπορούµε να 
µετασχηµατίσουµε το πρόβληµα (4΄΄) - (7́ ΄) στο ακόλουθο, πλήρως γραµµικοποιηµένο, 
πρόβληµα: 
 
• 0,xx ,zzφ φ+ = ,       x−∞ < < +∞ , 0h z− < <                         (4́́΄) 

         ή            a x< < +∞ , 0h z− < < ,                                 (4΄΄΄a) 
 

• 0 0o ,xxU g , z
t x

∂ ∂
φ η τη

∂ ∂
 + + − = = 
 

ɶ ,                                     (5΄΄΄) 

 

• 0 0o ,zU ,z
t x

∂ ∂
η φ

∂ ∂
 + − = = 
 

,                                                  (6΄΄΄) 

 
• 0,z , z hφ = = − .                                         (7΄΄΄) 

 
Πρέπει εδώ να τονίσουµε ότι στο πρόβληµα (4΄΄΄) - (7́ ΄΄) το δυναµικό διαταραχής θεωρείται 
ορισµένο σε γνωστό πεδίο : είτε στην άπειρη λωρίδα 
 
 { }0( x,z ) : x , h zΛ = −∞ < < +∞ − < < , 

 
είτε στην ηµιάπειρη λωρίδα 
 
 { }0a ( x,z ) : a x , h zΛ = < < +∞ − < < . 

 
Παρ’ όλα αυτά, οι κυµατισµοί στην ελεύθερη επιφάνεια δεν αγνοούνται, εφ’ όσον το πεδίο της 
ανύψωσης ( x;t )η η=  υπεισέρχεται στις συνθήκες  (5́ ΄΄) και (6΄΄΄). 
 
Το πρόβληµα (4΄΄΄) - (7́ ΄΄) δέχεται προφανώς τη µηδενική (τετριµένη) λύση 0 0,φ η= = , η 

οποία αντιστοιχεί στην αδιατάρακτη παράλληλη ροή oU xΦ = . Προφανώς, ενδιαφερόµεθα για 

άλλες λύσεις, πλήν της τετριµµένης, οι οποίες θα παριστούν ροές αλληλεπίδρασης ρεύµατος 
και κυµατισµών ελεύθερης επιφάνειας. 
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-  Περαιτέρω επεξεργασία των οριακών συνθηκών ελεύθερης επιφάνειας.  Απαλοιφή του 

πεδίου ανύψωσης 
 
Χρησιµοποιώντας τις δύο οριακές συνθήκες ελεύθερης επιφάνειας (5΄΄΄) και (6΄΄΄) µπορούµε 
να απαλείψουµε το πεδίο της ανύψωσης ( x;t )η  και να παράγουµε µια οριακή συνθήκη ως 
προς το δυναµικό διαταραχής ( x,z;t )φ . Αυτό επιτυγχάνεται ως εξής: εφαρµόζουµε τον 

τελεστή oU
t x

∂ ∂
∂ ∂

 + 
 

 στην (5΄΄΄), οπότε βρίσκουµε 

 

   
2

0o o o ,xxU g U U
t x t x t x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
φ η τ η

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
     + + + − + =     
     

ɶ ,                                       (14) 

 
και παραγωγίζουµε δύο φορές ως προς x  τη σχέση (6΄΄΄), οπότε παίρνουµε 
 

 0o ,xx ,zxxU
t x

∂ ∂
η φ

∂ ∂
 + − = 
 

.                                         (15) 

 
Εισάγοντας τώρα τις σχέσεις (6΄΄΄) και (15) στην (14), απαλείφουµε πλήρως το πεδίο 
ανύψωσης ( x;t )η : 
 

 
2

0o ,z ,zxxU g
t x

∂ ∂
φ φ τφ

∂ ∂
 + + − = 
 

ɶ .                                        (16) 

 
Περαιτέρω, χρησιµοποιώντας την εξίσωση Laplace (4́́ ΄) βρίσκουµε 
 
 ,zxx ,zzzφ φ= − , 

 
οπότε η (16) γράφεται και στη µορφή 
 

 
2

0o ,z ,zzzU g
t x

∂ ∂
φ φ τφ

∂ ∂
 + + + = 
 

ɶ .                                        (16΄) 

 
Η (16́ ) (ή (16)) είναι η ζητούµενη συνθήκη ελεύθερης επιφάνειας ως προς το δυναµικό φ . Η 
συνθήκη αυτή, σε συνδιασµό µε την εξίσωση Laplace και τη συνθήκη πυθµένα οδηγεί στη 
διατύπωση του ακολούθου προβλήµατος συνοριακών τιµών: 
Να προσδιορισθεί το πεδίο ( x,z;t )φ φ= το οποίο ικανοποιεί τις συνθήκες: 
 
• 0∆φ = ,   ( x,z ) Λ∈                              (17) 

   ή a( x,z ) Λ∈ ,                           (17a) 

 

• 
2

0 0o ,z ,zzzU g , z ,
t x

∂ ∂
φ φ τφ

∂ ∂
 + + + = = 
 

ɶ                                        (18) 
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• 0,z , z h,φ = = −                                                       (19) 

 
• ,x ,z,φ φ παραµένουν φραγµένες όταν ( (x → ∞ ,                            (20) 

            ή όταν x → ∞ .                         (20a) 
 
 
Οι σχέσεις (20) και (20a) είναι οι µορφές των επ’ άπειρον συνθηκών (8) και (8α) ως προς το 
δυναµικό διαταραχής φ . Οι εξισώσεις (17), (18), (19), (20), θεωρούµενες από κοινού, θα 

αναφέρονται στη συνέχεια ως Πρόβληµα oP( t ,U , )τɶ , ενώ οι εξισώσεις (17a), (18), (19), 

(20a), θα αναφέρονται ως Πρόβληµα a oP ( t ,U , )τɶ . Όταν επιλυθεί το πρόβληµα oP( t ,U , )τɶ  ή 

a oP ( t ,U , )τɶ , το πεδίο της ανύψωσης ( x;t )η η=  µπορεί να προσδιορισθεί από τη συνθήκη 

(5’’’), η οποία καθίσταται τότε µια συνήθης διαφορική εξίσωση ως προς ( x;t )η : 
 

 0,xx o( x;t ) g ( x;t ) U ( x, ;t )
t x

∂ ∂
τη η φ

∂ ∂
 − = + 
 

ɶ .                            (21) 

 
∆εδοµένου ότι το άγνωστο πεδίο ( x;t )η  δεν παραγωγίζεται ως προς χρόνο, στην ανωτέρω 
διαφορική εξίσωση ο χρόνος t  υπεισέρχεται ως παράµετρος. (Εφ’ όσον έχει προσδιορισθεί το 
δυναµικό ( x,z;t )φ , το δεξιά µέλος της (21) είναι µια γνωστή συνάρτηση f ( x;t ) ). 
 
Μέχρι τώρα δεν έχουµε κάµει καµµιά υπόθεση σχετικά µε το είδος της χρονικής εξάρτησης 
του δυναµικού διαταραχής ( x,z;t )φ φ=  και της ανύψωσης ( x;t )η η= . ∆εδοµένου όµως ότι 
ενδιαφερόµεθα για την περίπτωση όπου το χρονικά µεταβαλλόµενο µέρος της ροής 
αναπαριστά κυµατική διαταραχή, είναι εύλογο να υποθέσουµε ότι τα πεδία ( x,z;t )φ φ=  και 

( x;t )η η=  είναι περιοδικά ως προς το χρόνο. Η απλούστερη και, από πολλές απόψεις, πιο 
ενδιαφέρουσα, περίπτωση περιοδικής χρονικής εξάρτησης είναι η αρµονική χρονική 
εξάρτηση, µε  κυκλική συχνότητα ω . Στο επόµενο υποεδάφιο θα επαναδιατυπώσουµε το 

πρόβληµα oP( t ,U , )τɶ  για την περίπτωση αυτή.   
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-  Περιορισµός στο χρονικά αρµονικό πρόβληµα 
 
Ο χειρισµός του προβλήµατος στο πεδίο συχνοτήτων διευκολύνεται σηµαντικά µε τη χρήση 
παραστατικών µιγάδων. Πράγµατι, ας θέσουµε 
 

 { }o
j t( x,z;t ) Re ( x,z; )eωφ φ ω= ,                          (22.1) 

και  

 { }o
j t( x;t ) Re ( x; )eωη η ω= ,                                      (22.2) 

 

όπου ( x,z; )
ο

φ ω  και 
o

( x; )η ω είναι µιγαδικοί αριθµοί ανεξάρτητοι του χρόνου t , οι 
παραστατικοί µιγάδες των ( x,z;t )φ  και ( x;t )η , αντιστοίχως (6). Τότε είναι εύκολο να 
διαπιστώσουµε ότι, για κάθε θετικό ακέραιο n, ισχύει η σχέση 
 

n n
o

j t
o oU ( x,z;t ) Re j U ( x,z; )e

t x x
ω∂ ∂ ∂

φ ω φ ω
∂ ∂ ∂

     + = +    
     

,                                     (23) 

 
καθώς και αντίστοιχη σχέση για το πεδίο ανύψωσης ( x,z;t )η η= .  Με τη βοήθεια των 

σχέσεων αυτών, το πρόβληµα oP( t ,U , )τɶ  (ή a oP ( t ,U , )τɶ ) µετασχηµατίζεται ως εξής: 

 

Να προσδιορισθεί το πεδίο 
o o

( x,z;t )φ φ=  το οποίο ικανοποιεί τις συνθήκες: 
 

• 0
Ο

∆ φ  = 
 

,   ( x,z ) Λ∈ ,                                        (24) 

   ή a( x,z ) Λ∈ ,                           (24a) 

 

• 
2

0 0
o o o

o ,z ,zzzj U g , z ,
x

∂
ω φ φ τφ

∂
 + + + = = 
 

ɶ                             (25) 

 

• 0
o

,z , z h,φ = = −                                                       (26) 

 

• 
o o

,x ,z,φ φ παραµένουν φραγµένες όταν x → ∞ ,                            (27) 

                ή όταν x → ∞ .                         (27a) 
 
Οι εξισώσεις (24), (25), (26), (27), θεωρούµενες από κοινού, θα αναφέρονται ως Πρόβληµα 

oP( ,U , )ω τɶ . Αντιστοίχως, οι εξισώσεις (24a), (25), (26), (27a), θεωρούµενες από κοινού, θα 

                                                 

(6) Οι ποσότητες ( x,z; )
ο

φ ω  και ( x; )
ο

η ω  είναι βαθµωτά πεδία που παίρνουν µιγαδικές τιµές. Ονοµάζονται 

ακόµη και µιγαδικά πλάτη των ( x,z; )φ ω  και ( x; )η ω , αντιστοίχως. 



 174 

αναφέρονται ως Πρόβληµα a oP ( ,U , )ω τɶ . Όταν επιλυθεί το πρόβληµα αυτό, τότε το µιγαδικό 

πλάτος ( x; )η ω  της ελεύθερης επιφάνειας προσδιορίζεται από την εξίσωση 
 

 0
o o o

o,xx( x; ) g ( x; ) j U ( x, ; )
x

∂
τη ω η ω ω φ ω

∂
 − = + 
 

ɶ ,                (28) 

 
η οποία προκύπτει από την (21), δηλαδή τη δυναµική συνθήκη ελεύθερης επιφάνειας, 
γραµµένη στο πεδίο συχνοτήτων (δηλαδή µε εισαγωγή των µιγαδικών πλατών µέσω των 

σχέσεων (22)). Τέλος, όταν προσδιορισθούν τα πεδία ( x,z; )
ο

φ ω  και ( x; )
ο

η ω , τα πεδία 
( x,z;t )φ  και ( x;t )η , στο πεδίο του χρόνου t , προκύπτουν άµεσα από τις σχέσεις (22).  

 
 
Το πρόβληµα oP( ,U , )ω τɶ  (ή a oP ( ,U , )ω τɶ ) παρουσιάζει µια σειρά από σηµαντικές 

ιδιοµορφίες, σε σύγκριση µε τα κλασσικά προβλήµατα συνοριακών τιµών για την εξίσωση 
Laplace. Οι κυριώτερες από αυτές είναι: 
 

• Η συνοριακή συνθήκη στο άνω όριο 0( z )=  περιέχει, εκτός του δυναµικού φ και της 

καθέτου παραγώγου του ,zφ , και την πρώτη και δεύτερη εφαπτοµενική παράγωγο ,xφ  

και ,xxφ , καθώς επίσης και την τρίτη κάθετη παράγωγο ,zzzφ  του δυναµικού. 

Υπενθυµίζεται ότι οι οριακές συνθήκες των συνήθων προβληµάτων οριακών τιµών 
της εξίσωσης Laplace περιέχουν µόνο τις τιµές του δυναµικού και της πρώτης 
κάθετης παραγώγου του. 

 
• Η οριακή συνθήκη (16) (ή (16́ )) δεν είναι χωριζόµενου τύπου, δηλαδή δεν επιδέχεται 

χωρισµό µεταβλητών. (Όµως η γεωµετρία του χωρίου και η εξίσωση Laplace 
επιτρέπουν χωρισµό µεταβλητών). 

 
 
Οι ανωτέρω δυσκολίες αντιµετωπίζονται αν αναζητήσουµε λύσεις του µερικού προβλήµατος 
(24), (26) (ή (24a), (26a)) µε χωρισµό µεταβλητών, και στη συνέχεια επιλέξουµε εκείνες από 
τις λύσεις του µερικού προβλήµατος που ικανοποιούν τη συνθήκη ελεύθερης επιφάνειας (25) 
και την απαίτηση φραγµένου (27) ή (27a). Αυτή  ακριβώς θα είναι η στρατηγική της επίλυσης 
που θα ακολουθήσουµε στα επόµενα εδάφια.  
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2. Λύση του χρονικά αρµονικού γραµµικοποιηµένου προβλήµατος σε άπειρη λωρίδα 
υγρού  (Λύσεις  φραγµένες  για  ( (x → +∞ ) 

 
Για την επίλυση του χρονικά αρµονικού, γραµµικοποιηµένου προβλήµατος o( ,U , )Φ ω τɶ , το 

οποίο απαρτίζεται από τις εξισώσεις (24), (25), (26) και (27) του προηγούµενου εδαφίου στην 
περίπτωση κατά την οποία το ζητούµενο δυναµικό διαταραχής 

{ }o
j t( x,z,t ) Re ( x e,z; ) ωφ φ ω= ⋅  έχει πεδίο ορισµού την άπειρη λωρίδα 

{ }0( x,z ) : x , h z ,Λ = −∞ < < ∞ − < < και από τις εξισώσεις (24a), (25), (26) και (27a), 

αντίστοιχα, στην περίπτωση κατά την οποία το ζητούµενο δυναµικό διαταραχής ( x,z,t )φ  έχει 

πεδίο ορισµού την ηµιάπειρη λωρίδα { }0a ( x;z ) : a x , h z ,Λ = < < ∞ − < <  θα 

ακολουθήσουµε την ακόλουθη διαδικασία: 
 
1. Κάνοντας χρήση της µεθόδου του χωρισµού µεταβλητών θα αναζητήσουµε λύσεις του 

µερικού προβλήµατος, το οποίο απαρτίζεται από τις εξισώσεις (24), (26), ή (24a), (26) του 
Εδάφιο 1 αντιστοίχως. Η πρώτη περίπτωση θα εξετασθεί στο παρόν εδάφιο, ενώ η δεύτερη 
περίπτωση (ηµιάπειρη λωρίδα) θα εξετασθεί στο Εδάφιο 4. 

 
2. Από τις δυνατές λύσεις του µερικού προβλήµατος θα επιλέξουµε τις λύσεις εκείνες οι 

οποίες, επιπλέον, ικανοποιούν τη γραµµικοποιηµένη οριακή συνθήκη ελεύθερης 
επιφάνειας, (25), Εδάφιο 1, καθώς και την απαίτηση φραγµένου, (27) ή (27a), Εδάφιο 1, 
ανάλογα µε το εάν εξετάζουµε το πρόβληµα στην άπειρη λωρίδα Λ  ή στην ηµιάπειρη 

λωρίδα aΛ . 

3. Μετά την εύρεση της λύσεως 
o

( x,z; )φ ω του προβλήµατος, µε χρήση της σχέσεως (28), 
Εδάφιο 1, θα προσδιορισθεί το µιγαδικό πλάτος ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας 

o

( x; ),η ω  και στη συνέχεια η συνάρτηση ανύψωσης ελεύθερης επιφάνειας στο πεδίο του 

χρόνου { }o
j t( x,t ) Re ( x; )eωη η ω= . 

 
 
- ∆ιαδικασία χωρισµού µεταβλητών 
 
Θεωρούµε το µερικό πρόβληµα: 
 

 0
o o

xx zz, , ,φ φ+ =                  ( x,z ) Λ∈ ,                              (1) 

 0

o
o

z, ,
z

∂ φ
φ

∂
≡ =   στον πυθµένα z h.= −                                                   (2) 

 
Αναζητούµε λύσεις της µορφής  
 

  
o

( x,z; ) X( x, ) Z( z; ).φ ω ω ω= ⋅                            (3) 
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Αντικαθιστώντας στην εξίσωση Laplace (1) παίρνουµε: 
 

 0
X ( x ) Z ( z )

X( x ) Z( z ) ,
X( x ) Z( z )

′′ ′′ 
⋅ ⋅ + = 

 
       

 
από την οποία  συνάγουµε ότι 
 

 

2

2

0

0

k ( )
X ( x ) Z ( z )

( )
X( x ) Z( z )

k ( )

ω
µ ω

ω

− <
′′ ′′ 

= − = = 
 >

.                            (4) 

 
Στην εξίσωση (4) η ποσότητα ( )µ ω  δηλώνει τη σταθερά χωρισµού µεταβλητών, η οποία 
εξαρτάται από την κυκλική συχνότητα ω , και για την οποία υποθέτουµε ότι είναι 
πραγµατικός αριθµός. Στη συνέχεια θα εξετάσουµε ξεχωριστά τις περιπτώσεις 2 0kµ = − <  

και  2 0k .µ = >  
 
Εύκολα διαπιστώνει κανείς ότι η περίπτωση 0µ = , δηλαδή, οι συναρτήσεις X( x ) και Z( z ) 
είναι γραµµικές συναρτήσεις των αντιστοίχων µεταβλητών, δεν έχει ενδιαφέρον για το 
εξεταζόµενο φαινόµενο. 
 
• Περίπτωση  2 2 0( ) k ( ) kµ ω ω≡ − = − <    
 
Οι εξισώσεις (4) είναι συνήθεις δευτεροτάξιες γραµµικές διαφορικές εξισώσεις µε σταθερούς 
συντελεστές, των οποίων οι γενικές λύσεις είναι γνωστές. Η εξίσωση ως προς X( x ) γράφεται 

στη µορφή 2 0X ( x ) k X( x )′′ + =  και έχει τη γενική λύση,  
 
 jkx jkxX( x ) A e A e+ − −= + ,                                   (5) 
 
ενώ η εξίσωση ως προς Z( z ) γράφεται στη µορφή 2 0Z ( z ) k Z( z )′′ − =  και έχει τη γενική 
λύση, 
 
 kz kzZ( z ) C e C e+ − −= + ,                               (6) 
 
όπου Α± και C± είναι σταθερές ολοκήρωσης.  Εφαρµόζοντας την συνοριακή συνθήκη στον 

πυθµένα, εξ. (2), παίρνουµε 0
o

z, ( x, h; ) X( x )Z ( h ) ,φ ω ′− ≡ − =  απ’ όπου συνάγεται ότι   
 
  0 0k( h ) k( h )Z ( h ) kC e kC e+ − − − −′ − = ⇒ − = .                                           (7)
        
 
Από την τελευταία σχέση µπορούµε να απαλείψουµε τη µια από τις δύο σταθερές C± ,  
 
   2khC C e− + −= . 
 
Εισάγοντας τη σχέση αυτή στην εξίσωση (6) βρίσκουµε, µετά τις απαιτούµενες πράξεις  
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 [ ] [ ]2
kh

C
Z( z ) cosh k( z h ) C cosh k( z h )

e

+

= + = + ,                       (8) 

 
όπου 2 khC C e+=  είναι µια νέα σταθερά. 
 
Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (5), (8) µε την εξίσωση (3) παίρνουµε 
 

   ( ) [ ]
o

jkx jkx( x,z; ) C A e A e cosh k( z h )φ ω + − −= + + . 

 
Στην τελευταία εξίσωση τα A ,A+ −  και C  είναι σταθερές πλάτους, που δεν έχουν 
προσδιορισθεί ακόµη. Είναι λοιπόν προφανές ότι η σταθερά C  µπορεί να απορροφηθεί στις 

σταθερές A+  και A− . Καταλήγουµε έτσι στη σχέση 
 

 ( ) [ ]
o

jkx jkx( x,z; ) A e A e cosh k( z h )φ ω + − −= + + .                             (9) 

 
Σύµφωνα µε την ανωτέρω σχέση οι ακόλουθες δύο συναρτήσεις 
 

 [ ]
o

jkx( x,z; ) A e cosh k( z h )φ ω
±

± ±= +                                                   (10) 

 
αποτελούν µερικές λύσεις του προβλήµατος (1), (2). Παρατηρούµε ότι οι συναρτήσεις (10) 
έχουν τη µορφή  περιοδικών συναρτήσεων ως προς την οριζόντια µεταβλητή, και εκθετικά 
αποσβενύµενων συναρτήσεων ως προς την κατακόρυφη µεταβλητή. 
 
• Περίπτωση 2 0( ) k( )µ ω ω= >  
 
Εύκολα διαπιστώνει κανείς, ότι στην περίπτωση αυτή οι ρόλοι των συναρτήσεων X( x ) και 
Z( z ) αντιστρέφονται  ( σε σχέση µε την προηγούµενη περίπτωση) και ότι οι λύσεις που 
προκύπτουν είναι της µορφής 
 
 kx jkzX( x ) B e ,Z( z ) D e± ± ± ±= = .                                         (11) 
 
∆ιαπιστώνουµε τώρα πως η πρώτη επιλογή 2 0kµ = <  οδηγεί σε λύσεις περιοδικές ως προς 
την οριζόντια µεταβλητή ( x ) που αποσβένονται µε το βάθος ( z ). Η κατάσταση αυτή 

αντιστρέφεται  στην περίπτωση της δεύτερης επιλογής 2 0kµ = − < . Ενδιαφερόµενοι για την 
µελέτη ενός κυµατικού φαινοµένου (αλληλεπίδραση κύµατος - ρεύµατος) που εξελίσσεται 
κυρίως κατά την οριζόντια διάσταση, θα περιοριστούµε στην περαιτέρω εξέταση της πρώτης 
µόνο επιλογής, 2 0kµ = < . 
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- Μελέτη και ερµηνεία της λύσεως 
o

( x,z; )φ ω ,  Εξ. (10) 

Μετασχηµατίζοντας τις συναρτήσεις 
o

( x,z; )φ ω
±

στο πεδίο του χρόνου (βλ. εξ. (22.1), εδαφίου 
Β.1) βρίσκουµε 
 

 [ ] { }j t jkx( x,z;t ) A cosh k( z h ) Re e eωφ ± ± ±= + =  

        [ ]A cosh k( z h ) cos( kx t )ω±= + ± .                            (12) 

 
Παρατηρούµε ότι, σε δεδοµένη χρονική στιγµή t , οι λύσεις (12) είναι περιοδικές συναρτήσεις 
της χωρικής µεταβλητής x  και η περιοδικότητα αυτή καθορίζεται από τον κυµαταριθµό 

2
k

π
λ

= . Πράγµατι, για κάθε βάθος constz= , παρατηρούµε ότι, 

 
 ( x,z;t ) ( x n ,z;t )φ φ λ± ±= + ,   για κάθε ακέραιο αριθµό n. 
 

Η παράµετρος 
2

k

π
λ =  είναι το µήκος κύµατος. 

 
Για την ερµηνεία των προσήµων ±  στην εξίσωση (12), εξετάζουµε την διαφοροποίηση της 
µορφής της λύσης σε δύο διαδοχικές χρονικές στιγµές 1 2 1t ,t t> . Θεωρούµε τα σηµεία 1Α  και 

2Α , Σχήµα 2.1, στα οποία αντιστοιχεί ίδια τιµή του δυναµικού στις χρονικές στιγµές 1t  και 

2t , αντιστοίχως. 
 
α) H περίπτωση ( x,z,t )φ + , Σχήµα 2.1(α), 
 
 2 2 1 1 2 1 2 1( A , t ) ( A ,t ) k( x x ) ( t t )φ φ ω+ += ⇒ − = − − ⇒  

                                                 2 1

2 1

0
x x

c
t t k

ω−
⇒ = = − <

−
                        (13.1) 

 
Εποµένως, η κυµατική διαταραχή διαδίδεται προς τα αρνητικά x , µε φασική ταχύτητα 

µετάδοσης µέτρου | c |
k

ω
= . 

 
β) Η περίπτωση ( x,z,t )φ − , Σχήµα 2.1 (β): 
 

 2 1
2 2 1 1

2 1

0
x x

( A ,t ) ( A ,t ) c
t t k

ω
φ φ− − −

= ⇒ = = >
−

                         (13.2) 

 
Εποµένως, στην περίπτωση αυτή, η κυµατική διαταραχή διαδίδεται προς τα θετικά x, µε 

φασική ταχύτητα µετάδοσης c
k

ω
= . 

 
Χρησιµοποιώντας  τη δυναµική συνθήκη ελεύθερης επιφάνειας εξ. (28) του εδαφίου 1, 
είµαστε σε θέση  αφ’ ενός µεν να προσδιορίσουµε την µορφή ανύψωσης της ελεύθερης 
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επιφάνειας ( x,t )η , αφ’ ετέρου δε να προσδώσουµε συγκεκριµένη φυσική έννοια στις 

“αυθαίρετες” σταθερές η±  που εµφανίζονται στην εξ. (12). Πράγµατι από την εξ. (28), Εδ. 1, 
 

        
10

0
( )o o o

xx o, g j U ( x, ; )
x

∂
τ η η ω φ ω

∂
 − = + ⇒ 
 

ɶ  

 

 ( ) { }
10( ) o o

jkx
xx o, g j U k cosh( kh ) A eτ η η ω ± ±⇒ − = ±ɶ .                               (14) 

 

Για την λύση της γραµµικής δευτεροτάξιας διαφορικής εξίσωσης (14) υποθέτουµε λύσεις της 

µορφής 
o

jkx( x; ) jaeη ω ±=  (περιοδικές συναρτήσεις του x , πλάτους a). Στην περίπτωση αυτή 
ισχύει: 
 

  2
o o

jkx jkx
xx, g ( jak e ) gjaeτ η η τ ± ±− = − −ɶ ɶ . 

 
Εποµένως µε αντικατάσταση στην εξ. (14) παίρνουµε 
 
 
            2

oak ga cosh( kh )A ( U k )τ ω±− − = ± ⇒ɶ  

 

                    
2

o

a g ak
A .

cosh( kh ) U kω
± +

⇒ = −
±

.                            (15) 

 
 
Συνοψίζοντας, το δυναµικό ταχύτητας διαταραχής από την αλληλεπίδραση κύµατος-ρεύµατος 
προκύπτει 
 

 
[ ]2

o

cosh k( z h )g k
( x,z;t ) a cos( kx t )

U k cosh( kh )

τ
φ ω

ω
++

= − ±
±

ɶ
                            (16) 

 
και η µορφή ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας 
 
   ( x,t ) a sin ( kx t )η ω= ±                             (17) 
 
 
Συνεπώς, α είναι το πλάτος, δηλαδή, η µέγιστη τιµή ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας 
( )η , πάνω από την στάθµη ηρεµίας 0z= ,  δες και σχήµατα 1.1, 1.2, 1.3.  Η µορφή της 
ελεύθερης επιφάνειας σε δεδοµένη χρονική στιγµή είναι ηµιτονοειδής και η κυµατική 
διαταραχή που µελετάται µεταδίδεται προς τα θετικά ή τα αρνητικά του άξονα x, αντιστρόφως 
ανάλογα µε τα εµφανιζόµενα πρόσηµα στις σχέσεις (16) και (17).  Σε κάθε περίπτωση το 

µέτρο της φασικής ταχύτητας µετάδοσης της κυµατικής διαταραχής είναι c
k

ω
= . 
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Το πλάτος του κυµατικού πεδίου ( x,z;t )φ  δηλαδή του δυναµικού ταχύτητας διαταραχής από 
την αλληλεπίδραση κύµατος-ρεύµατος, εξίσωση (16), διαµορφώνεται βάσει του πλάτους 
ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας από δύο επιπλέον παράγοντες: 
 

α) τον όρο 
2

o

g k

U k

τ
ω

+
±

ɶ
 που εκφράζει την αλληλεπίδραση ρεύµατος-κύµατος, υπό την επίδραση 

της επιφανειακής τάσεως.  
 

β) τον όρο 
cosh[ k( z h )]

cosh ( kh )

+
 που εκφράζει την (αποσβεστική) επίδραση του βάθους στην λύση 

για το δυναµικό διαταραχής. Η σχέση (16) εξαπλουστεύεται σηµαντικά στην περίπτωση 

ρευστού (νερού) µεγάλου βάθους 2
h

kh π
λ

  = → ∞  
  

.  Παρατηρώντας την συµπεριφορά του 

εν λόγω όρου για µεγάλα βάθη,  
 

 
[ ] k( z h ) k( z h ) kh kz

kz
kh kh kh

cos k( z h ) e e e e
e

cos( kh ) e e h e

+ − +

−

+ +
= → =

+ → ∞
  

 
έχουµε, 
 

 
2

ΒΑΘΥ

0

kzg k
( x,z;t ) e cos( kx t )

U k

τ
φ α ω

ω
+

= − ±
±

ɶ
.                                      (18) 

 
Από την τελική µορφή της λύσης του προβλήµατος που µελετάται, εξ. (16) και (17), 
παρατηρούµε ότι η µόνη σταθερά που παραµένει “απροσδιόριστη” από τις φυσικές 
παραµέτρους διατύπωσης του προβλήµατος είναι το πλάτος ανύψωσης της ελεύθερης 
επιφάνειας a. Οπως θα δούµε και στη συνέχεια, το πλάτος ανύψωσης της ελεύθερης 
επιφάνειας συνδέεται στενά µε την ενέργεια κύµατος και τον ρυθµό µετάδοσης (ροής) της 
ενέργειας µε την κυµατική διαταραχή.  Οπως γίνεται αντιληπτό, για τον προσδιορισµό του 
πλάτους ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας απαιτούνται επιπρόσθετες πληροφορίες για την 
ένταση του διεγείροντος αιτίου (π.χ. κυµατιστήρας, σώµα κινούµενο κοντά στην ελεύθερη 
επιφάνεια, άλλη διαταραχή) ή για την ροή ενέργειας στην µονάδα του χρόνου από τυχαία 
κατακόρυφη διατοµή του κυµατικού πεδίου. 
 
 
3. Σχέση διασποράς 
 

Οι λύσεις 
o

φ
±

, σχέση (10), Εδάφ. 2 του µερικού προβλήµατος που κατασκευάσθηκαν 
ικανοποιούν την απαίτηση του φραγµένου, εξ. (27) ή (27a), Εδάφ. 1. Προκειµένου να είναι 
αποδεκτές λύσεις του πλήρους γραµµικοποιηµένου προβλήµατος αλληλεπίδρασης κύµατος-
ρεύµατος στην άπειρη λωρίδα Λ  θα πρέπει να ελεγχθεί κατά πόσο ικανοποιούν και την 
γραµµικoποιηµένη συνθήκη ελεύθερης επιφάνειας, εξ. (25), Εδάφ. 1. Η εξίσωση αυτή 
γράφεται στη µορφή 
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Σχήµα 2.1   ∆ιάδοση της κυµατικής διαταραχής 
 
 

 
2

0
o o o

z zzzj U g , , ,
xο

∂
ω φ φ τ φ

∂
 + + + = 
 

ɶ      στη θέση 0z= ⇒  

 2 22 0
o o o o o

o x o xx z zzzj U , U , g , ,ω φ ω φ φ φ τ φ− + + + + =ɶ .                             (1) 

 

Θεωρώντας [ ]
o

jkxA cosh k( z h ) eφ
±

± ±= +  έχουµε για τους επιµέρους όρους στο αριστερό µέλος 

της εξ. (1), 
 

 2 2
o

jkxA e cosh ( kh )ω φ ω
±

± ±− = −  

 2 2
o

jkx
o x oj U , j U A ( jk )e cosh( kh )ω φ ω± ± ±= ±  

 2 2 2
o

jkx
o xx oU , U A ( jk ) cosh( kh )eφ ± ± ±= ±  

 
o

jkx
zg , gkA e sinh( kh )φ ± ± ±=  

 3
o

jkx
zzz, k A e sinh( kh )τ φ τ± ± ±=ɶ ɶ  

 
Αθροίζοντας τις ανωτέρω σχέσεις κατά µέλη και χρησιµοποιώντας την εξ. (1) παίρνουµε, 
 

 ( ) ( )2 2 2 30 2 U k U k cosh( kh ) gk k sinh( kh )ο οω ω τ= − − + + ⇒ɶ∓  

 

 
22

3 2
2

2 U Uh
( kh ) ( kh ) tanh( kh ) ( kh ) ( kh )

gh g g gh
ο οωτ ω 

+ = ± + 
 

ɶ
                            (2) 
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ή, ισοδύναµα, 
 

 3( kg k )tanh( kh ) U k.οω τ= + ɶ ∓                                     (3) 

 
Οι ανωτέρω σχέσεις, (2) ή (3), αποτελούν κατ’ αρχήν σχέσεις συµβιβαστού µεταξύ των 
παραµέτρων που εµπλέκονται στην διατύπωση του εξεταζόµενου φυσικού προβλήµατος.  Με 
άλλα λόγια, για να είναι οι λύσεις του προβλήµατος που κατασκευάσθηκαν, εξ. (16), εξ. (17), 
Εδάφ. 2, φυσικά αποδεκτές, θα πρέπει οι εµφανιζόµενες σε αυτές παράµετροι 

{ }•k, ,g ,h, ,Uω τɶ να ικανοποιούν τις σχέσεις (2) ή (3).  Οι σχέσεις αυτές ονοµάζονται σχέσεις 

διασποράς (dispersion relations). Από την εξίσωση (3) παίρνουµε για την φασική ταχύτητα 
µετάδοσης. 
 

 ( ) oc g / k k .tanh( kh ) U
k

ω
τ= = + ɶ ∓                              (4) 

 
Η ιδιότητα αυτή του µέσου (νερό) στο οποίο εξετάζουµε το κυµατικό φαινόµενο, δηλαδή η 

φασική ταχύτητα c να εξαρτάται από τον κυµαταριθµό k  (ή το µήκος κύµατος 2
k

π
λ = ) έχει 

σαν συνέπεια την διαρκή µεταβολή της µορφής ενός σύνθετου οδεύοντος κύµατος, το οποίο σε 
µια αρχική χρονική στιγµή απαρτίζεται από την γραµµική υπέρθεση (επαλληλία) περισσοτέρων 
της µιας απλών αρµονικών συνιστωσών.   
 
Για παράδειγµα, εάν θεωρήσουµε την διέργερση του κυµατικού φαινοµένου από µια τοπική 
διαταραχή της ελεύθερης επιφάνειας του ρευστού, π.χ. την πτώση ενός σώµατος τότε θα 
παρατηρήσουµε στην αρχή, την ανάπτυξη και διάδοση κυµατισµών µε διάφορα µήκη κύµατος 
στην ελεύθερη επιφάνεια του ρευστού. Στην συνέχεια, και επειδή οι κυµατισµοί, µε διάφορα 
µήκη κύµατος έχουν διαφορετικές φασικές ταχύτητες µετάδοσης, σύµφωνα µε την εξ. (4), 
παρατηρείται µια συνεχή µεταβολή της επιφάνειας του ρευστού, καθώς κύµατα µε ουσιωδώς 
διαφορετικά µήκη κύµατος (π.χ. µεγάλα λ) κινούνται µέσω των υπολοίπων (π.χ. κυµάτων µε 
µικρά λ), και αντιστρόφως. Ετσι, καταλήγουµε στην διαπίστωση ότι µε την πάροδο του χρόνου 
το αρχικά σύνθετο σύστηµα κυµατισµών θα διαχωρισθεί σε οµάδες, όπου θα 
συµπεριλαµβάνονται απλά αρµονικά κύµατα του αυτού περίπου µήκους κύµατος λ, και οι 
οποίες θα οδεύουν µε µια ταχύτητα.  Η ταχύτητα της κάθε οµάδας είναι, γενικά, µικρότερη από 
την φασική ταχύτητα µετάδοσης των απλών, αρµονικών συνιστωσών της.  Μια πρώτη εξέταση 
των ιδιοτήτων µιας τέτοιας οµάδας κυµατισµών θα γίνει στο εδάφιο 7. 
 
Επανερχόµενοι, στην εξέταση της σχέσεως διασποράς, Εξ. (2), είµαστε σε θέση να 
παρατηρήσουµε την εµφάνιση σε αυτή των ακολούθων χαρακτηριστικών αδιαστάτων 
παραµέτρων: 

• τον αριθµό Froude-ρεύµατος: o

U
Fr(U ) .

gh
ο=  H παράµετρος αυτή δηλώνει την σχετική 

σηµασία των αδρανειακών δυνάµεων από την παρουσία του ρεύµατος προς τις δυνάµεις 
βαρύτητας. 

• τον αριθµό Strouhal (αδιάστατη παράµετρος συχνότητας): 
h

S .
g

ω=   Η παράµετρος αυτή 

δηλώνει την σχετική σηµασία των αδρανειακών δυνάµεων λόγω της χρονικά µη µόνιµης 
κίνησης του ρευστού προς τις δυνάµεις βαρύτητας. 
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• την αδιάστατη παράµετρο επιφανειακής τάσεως: 
2

T ,
gh

τ
=
ɶ

 η οποία δηλώνει την σχετική 

σηµασία των δυνάµεων επιφανειακής τάσεως προς τις δυνάµεις βαρύτητας. 
 

• τον αδιάστατο κυµαταριθµό: 2
h

kh .π
λ

=   Η παράµετρος αυτή δηλώνει την σηµασία των 

επιδράσεων βάθους στο εξεταζόµενο πρόβληµα.  Στην περίπτωση 0 5
h

, kh π
λ

> ⇒ >  

µπορούµε να θεωρήσουµε ότι έχουµε πρακτικά βαθύ νερό (βλ. εξ. (18), Εδάφ. 1). Στην 

περίπτωση αυτή, περαιτέρω αύξηση του λόγου 
h

λ
 (µε σταθερές τις υπόλοιπες παραµέτρους) 

δεν οδηγεί σε σηµαντική διαφοροποίηση των αποτελεσµάτων. 
 
• η αλληλεπίδραση ρεύµατος-κύµατος εµφανίζεται ουσιαστικά στον όρο  
  

  ( )2
2

U
( kh ) Fr U S ( kh ).

g
ο

ο

ω
± = ± ⋅ ⋅  

 
Ανάλογα µε το µέγεθος των ανωτέρω, αδιάστατων χαρακτηριστικών παραµέτρων µπορεί να 
διακρίνει κανείς διάφορες ενδιαφέρουσες υποπεριπτώσεις (π.χ. την περίπτωση αµελητέας 
επιδράσεως ρεύµατος 1Fr(U ) ,ο <<  την περίπτωση αµελητέας επιδράσεως επιφανειακής 

τάσεως 1Τ <<  ή την περίπτωση απλών αρµονικών κυµατισµών βαρύτητας σε βαθύ νερό 
kh π>>  και 1Fr(U ),ο Τ <<  κ.λ.π. 

 
Στη συνέχεια θα ασχοληθούµε µε την διερεύνηση της σχέσεως (4) για την φασική ταχύτητα 
µεταδόσεως κύµατος στην γενική περίπτωση, αφήνοντας την εξέταση των διαφόρων 
υποπεριπτώσεων στον αναγνώστη ως άσκηση. 
 
- ∆ιερεύνηση της φασικής ταχύτητας των επιφανειακών κυµάτων  
 
Παρατηρούµε ότι για τιµές του µήκους κύµατος λ  εκτός της γειτονιας του µηδενός 

0( )λ ε> >  η µεταβολή του όρου f ( )λ  στο υπόριζο του δεξιού µέλους της εξ. (4) δίδεται από 
την σχέση: 

       
2 2

2

g h
f ( ) .tanh

λ π π
λ τ

π λ λ
   = +   
   

ɶ ,                             (5) 

και για µεγάλα  έως ενδιάµεσα βάθη 0 4 0 5
h

. . ,
λ

> −  επηρεάζεται κυρίως από την πρώτη του 

συνιστώσας 
2

gλ
π

 
 
 

.  Αυτή στασιµοποιείται στο σηµείο   

      2

2
0 2

2m m

m

g
: .

g

πτ τ
λ λ λ π

π ρλ
= − = ⇒ =

ɶ ɶ
 

 
Ως ενδεικτική τιµή, σηµειώνεται ότι στην περίπτωση νερού,  
 
 5 3 20 073 7 02 10 1 73m. / m . . m / s . cm.τ Ν τ λ−= ⇒ = ⇒ ≈ɶ  
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Για µικρότερα µήκη κύµατος m,λ λ<  ο όρος που σχετίζεται µε την επιφανειακή τάση 
2π

τ
λ

 
 
 
ɶ  

κυριαρχεί και η µεταβολή της συναρτήσεως-υπορίζου f ( )λ  καθώς και της φασικής ταχύτητας 

µεταδόσεως c( ),λ  Εξ. (4), είναι θετική  ( c( )λ αύξουσα) για ελάττωση του m.λ λ<   Για 

µεγαλύτερα µήκη κύµατος m ,λ λ> αλλά µέχρι ενός ορίου 2 2 5. h,λ < ÷  το οποίο εξαρτάται από 

το τοπικό βάθος, τόσο η f ( )λ  όσο και η c( )λ  επηρεάζονται κυρίως από τον όρο που 

σχετίζεται µε την βαρύτητα 
2

gλ
π

 
 
 

 και κατά συνέπεια είναι αύξουσες συναρτήσεις, δες και 

σχήµα 3.1.  Μια εκτίµηση για την ελάχιστη τιµή του όρου f ( )λ , που είναι η φασική 

ταχύτητα µετάδοσης κύµατος στην περίπτωση απουσίας ρεύµατος ( )0•U ,=  προκύπτει εύκολα 

εάν κανείς προσέξει ότι στην περιοχή αυτή m( )λ λ=  ισχύει προσεγγιστικά 1tanh( kh ) .≈  

Συνεπώς για υδάτινα κύµατα στο θαλάσσιο περιβάλλον 
 

  [ ]1 4
4 23 5

/

min

cm
c g .

s
τ= ≈ɶ . 

 
Επίσης, στην  περίπτωση υδάτινων κυµάτων, για τιµές του µήκους κύµατος 2hλ >  (ρηχό 
νερό) η επίδραση της επιφανειακής τάσεως είναι πρακτικά αµελητέα.  Οταν 

2 1
h

kh tanh( kh ) kh,π
λ

= << ⇒ ≈  συνεπώς από την σχέση (4) παίρνουµε, 

 

  oc gh UΡΗΧΟ ≈ ∓                                    (6) 

 
και η τιµή της φασικής ταχύτητας µετάδοσης κύµατος δεν εξαρτάται πλέον από το µήκος 
κύµατος .λ   Παρατηρούµε λοιπόν ότι στο ρηχό νερό τα επιφανειακά κύµατα βαρύτητας δεν 
υφίστανται διασπορά. 
 
 
 
 
Η επίδραση του ρεύµατος στην φασική ταχύτητα κύµατος προκύπτει µε απλή υπέρθεση του 
όρου U ,ο∓  σχέση (4). Τα πρόσηµα είναι σε αντίστοιχία µε την προσήµανση των λύσεων του 

προβλήµατος 
ο

φ
±

, σχέση (10), Εδάφ. 2, όπως παρουσιάζεται στο σχήµα 3.2. 
 
Στο σχήµα 3.3 απεικονίζεται η µορφή της σχέσεως διασποράς c( )λ , Εξ. (4), στην περίπτωση 
αλληλεπίδρασης επιφανειακού υδάτινου κύµατος µε ρεύµα και υπό την επίδραση της 
επιφανειακής τάσεως. Απεικονίζεται µια οµάδα καµπυλών που αντιστοιχούν σε διαφορετικά 
βάθη {50 100 250h m, m, m,=  }500 750 1000m, m, m . Σε κάθε µια από τις περιπτώσεις αυτές 

απεικονίζεται και η επίδραση ρεύµατος ταχύτητας  1U m / s.ο =  

 
Οταν το κύµα διαδίδεται σε αντίθετη κατεύθυνση από το ρεύµα αναµένεται εν γένει (και 
ανάλογα µε την τιµή oU ) η εµφάνιση µιας περιοχής µηκών κύµατος (στο παράδειγµα 

1 0 9mm . mλ< < ) όπου η σχέση διασποράς δεν έχει λύση µε φυσική σηµασία.  Στην περίπτωση 
αυτή το φαινόµενο που εξετάζεται δεν έχει κυµατικό χαρακτήρα. 
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4. Λύση του γραµµικοποιηµένου προβλήµατος σε ηµιάπειρη λωρίδα  
ρευστού. (Λύσεις  φραγµένες  για  x → +∞ ) 

 
 
Στο παρόν εδάφιο θα εξετάσουµε την επίλυση του χρονικά αρµονικού, γραµµικοποιηµένου 
προβλήµατος a oP ( ,U , )ω τɶ  που συνίσταται από τις εξισώσεις (24a), (25), (26) και (27a) του 

Εδαφίου 1. Χάριν απλότητας θα περιορισθούµε στην περίπτωση αρµονικών κυµατισµών 
βαρύτητας, αµελώντας τις επιδράσεις, επιφανειακής τάσεως 0( )τ =ɶ  και ρεύµατος 0o(U )= , 

στην ηµιάπειρη λωρίδα { }0a ( x,z ) : a x , h zΛ = < < ∞ − < < . Eπίσης, χωρίς βλάβη της 

γενικότητας, θα θεωρήσουµε 0a =  στην ανάπτυξη που ακολουθεί. 
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Η διαδικασία χωρισµού µεταβλητών για το υποπρόβληµα που απαρτίζεται από τις εξισώσεις 
(24a) και (26) του Εδαφ. 1 παραµένει ακριβώς η ίδια όπως αναπτύχθηκε στο Εδάφ. 2 για την 
περίπτωση του προβλήµατος στην άπειρη λωρίδα ρευστού. Οι εξ. (3) και (4), Εδάφ. 1, 
ισχύουν και στην παρούσα περίπτωση, για την οποία όµως, είµαστε υποχρεωµένοι να 
θεωρήσουµε όλες τις δυνατές µερικές λύσεις που αντιστοιχούν στις επιµέρους επιλογές. 

0( )µ ω <  και 0( )µ ω > . 
 
Θεωρώντας την σταθερά χωρισµού µεταβλητών ( k ) ως πραγµατικό αριθµό ( k IR )∈  ή 
φανταστικό αριθµό ( j | k | II )∈ , αντίστοιχα, είµαστε σε θέση να εκφράσουµε σε ενιαία 
µορφή την εξ. (4), Εδάφ. 2, ως ακολούθως, 
 

 

2

2

2

| k | ,k IR
X ( x ) Z ( z )

( ) k
X( x ) Z( z )

| k | ,k II

µ ω

− ∈
′′ ′′ 

= − = = − = 
 ∈

.                                      (1) 

 
Κατά τα γνωστά, οι µερικές λύσεις του εξεταζόµενου προβλήµατος οι οποίες επιπλέον 
ικανοποιούν την συνοριακή συνθήκη στον πυθµένα, εξ. (26), Εδάφ. 1, είναι7  
 

 
o

jkx( x,z; ) A e cosh[ k( z h )], k IR IIφ ω
±

± ±= + ∈ ∪ ⊂ C                            (2) 
 
Είναι εύκολο να διαπιστώσει κανείς ότι στην περίπτωση k IR∈  η ανωτέρω σχέσις ταυτίζεται 
µε την εξ. (10), Εδάφ. 2, ενώ στην περίπτωση k j | k | II= ∈  γράφεται ισοδυνάµως στην 
µορφή, 
 

  
o

|k|x( x,z; ) A e cosh[ j | k |( z h )], k IIφ ω
±

±= + ∈∓                            (3) 
 
Επιπλέον, ενώ στην περίπτωση k IR∈  η απαίτηση φραγµένου, εξ. (27α) του Εδαφ. 1, 

ικανοποιείται από τις συναρτήσεις ( x,z; )
ο

φ ω , εξ. (2), αντιθέτως στην περίπτωση 
k j | k | Ι= ∈ , µόνο οι µερικές λύσεις, οι οποίες αντιστοιχούν σε θετικούς, φανταστικούς 

αριθµούς ( k j II , IR )ξ ξ+ += ∈ ∈ , 
 

   
o

x( x,z; ) A e cos[ ( z h )]ξφ ω ξ
+

+ −= +                              (4) 
 
είναι δυνατόν να θεωρηθούν. 
 
Μετά την ανωτέρω ανάλυση εκείνο που αποµένει να εξετασθεί σε ότι αφορά την 
αναπαράσταση της γενικής λύσεως του προβλήµατος 0 0a oP ( ,U , )ω τ= =ɶ  από τις ανωτέρω 

                                                 
7 Υπενθυµίζονται στον αναγνώστη οι ακόλουθες σχέσεις από την θεωρία Μιγαδικών Συναρτήσεων,   ( x IR )∈ ,  

  sin( jx ) j sinh( x ), sinh( jx ) j sin( x )= = ,  

  cos( jx ) cosh( x ), cosh( jx ) cos( x )= = ,  

  tan( jx ) j tanh( x ), tanh( jx ) j tan( x )= = . 



 188 

µερικές λύσεις, Εξ. (2) και (4), είναι κάτω από ποιές επιπλέον προϋποθέσεις αυτές πληρούν 
και την συνοριακή συνθήκη ελεύθερης επιφάνειας, Εξ. (25), Εδάφ. 1. 
 
- Σχέση διασποράς 
 
Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία µε εκείνη που εφαρµόσθηκε στην αρχή του 
προηγούµενου εδαφίου λαµβάνουµε στην περίπτωση k IR∈ ,  
 

        
2

2 2 h
kg tanh( kh ) S ( kh )tanh( kh )

g

ω
ω = ⇒ = = ⇒  

    
2S

tanh( kh )
kh

⇒ = .                            (5) 

 
Στο Σχήµα 4.1 απεικονίζεται η λύση της ανωτέρω εξισώσεως (σχέση διασποράς) στην 
ειδικώτερη περίπτωση k IR+∈ . Αριθµητικά η εξίσωση αυτή µπορεί να επιλυθεί ως προς τον 
αδιάστατο κυµαταριθµό ( kh ) µε διάφορες µεθόδους (π.χ. µε την µέθοδο της διχοτόµησης). Ο 
ακόλουθος τύπος παρέχει µια προσεγγιστική εκτίµηση των θετικών ριζών της εξισώσεως (5) 
για διάφορες τιµές του αριθµού Strouhal,  
 

   2 2
6

1

1 n
n

n

S
( kh ) S

d ( S )
=

= +
+∑

,                                       (6) 

 
όπου 1 0 666d .= … , 2 0 355d .= … , 3 0 16084656d .= , 4 0 063209876d .= , 5 0 021754048d .=  

και 6 0 006540798d .= . 

 
Στην περίπτωση k j II , IRξ ξ+ += ∈ ∈ , αντικατάσταση της εξ. (4) στην οριακή συνθήκη 
ελεύθερης επιφάνειας, εξ. (25), Εδάφ. 1, οδηγεί µετά από την σχετική άλγεβρα στην 
ακόλουθη εξίσωση (σχέση διασποράς), 
 

        
2

2 2 h
g tan( h ) S ( h )tan( h )

g

ω
ω ξ ξ ξ ξ= − ⇒ = = − ⇒  

 

     
2S

tan( h )
h

ξ
ξ

⇒ = − .                             (7) 

 
Η µεθοδολογία ανεύρεσης των πραγµατικών θετικών ριζών ( IR )ξ +∈  της εξισώσεως (7) 
παρουσιάζεται στο Σχήµα 4.2. Όπως γίνεται αντιληπτό από το σχήµα αυτό, λόγω της 
περιοδικότητας της εφαπτοµένης η εξίσωση (7) επιδέχεται µια απειρία διακριτών, θετικών, 
πραγµατικών λύσεων 1n n ,{ } IRξ = ∞ ∈ . Μάλιστα, µπορεί κανείς να παρατηρήσει από το σχήµα 

αυτό ότι  
 
    n n ,nξ π→ → ∞ . 
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Η ιδιότητα αυτή παρέχει στις αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις: n( x,z; )
ο

φ ω =  
nx

ne cos[ ( z h )]ξ ξ−= +  την ικανότητα να αναπαριστούν πλήρως συνεχείς συναρτήσεις που 

ικανοποιούν τις συνοριακές συνθήκες του προβλήµατος και που αποσβένονται εκθετικά κατά 
την οριζόντια διεύθυνση (ιδιότητα βάσης). 
 
 
 
- Γενική µορφή της λύσης 
 
Κατόπιν όλων των ανωτέρω είµαστε σε θέση να συνθέσουµε την ακόλουθη αναπαράσταση 
για την γενική λύση του προβλήµατος 0 0a oP ( ,U , )ω τ= =ɶ , στην ηµιάπειρη λωρίδα aΛ , 

 
 
 

 jkx
n( x,z; ) e cosh[ k( z h )]

ο

φ ω Α+= + + jkxA e cosh[ k( z h )]− −+ + +  

 

         
1

nx
n

n

A e cos[ ( z h )]ξ ξ
∞

−

=

+ +∑ ,                              (8) 

 
 
όπου k  η ρίζα της εξ. (5) και n{ }ξ  οι πραγµατικές και θετικές ρίζες της εξ. (7). 

 

Οι εµφανιζόµενες σταθερές πλάτους { }( )1n n ,
, ,Α Α Α+ −

= ∞
 στην ανωτέρω αναπαράσταση 

προσδιορίζονται µε την βοήθεια επιπρόσθετης πληροφορίας που σχετίζεται µε το αίτιο που 
προκαλεί την κυµατική διαταραχή (π.χ. µε χρήση επιπλέον συνοριακών συνθηκών στην 
κατακόρυφη επιφάνεια x a= ). 
 
Η µορφή της λύσεως του προβλήµατος στο πεδίο του χρόνου, καθώς και η  µορφή ανύψωσης 
της ελεύθερης επιφάνειας προκύπτουν εύκολα από εφαρµογή των εξισώσεων (22.1), Εδάφ. 1 
και (28), (22.2), Εδάφ. 1, αντιστοίχως, και αφήνεται ως άσκηση για τον αναγνώστη. 
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5. Περαιτέρω µελέτη του πεδίου ροής. (Τροχιές στοιχείων,  γραµµές ροής, πίεση και 
ισοβαρείς επιφάνειες). 

 
- Τροχιές των στοιχείων  
 
Θα εξετάσουµε στην αρχή την µορφή των τροχιών των υλικών στοιχείων του ρευστού στην 
απλούστερη περίπτωση απουσίας ρεύµατος 0(U ).ο =   Από τις σχέσεις (3΄΄), Εδάφ. 3, Κεφ. 

Α, έχουµε µε αντικατάσταση της λύσεως, Εξ. (16), που κατασκευάσαµε στο Εδ. 2, του 
παρόντος Κεφαλαίου, 
 

        ( ) [ ] ( ) ( )2
x

cosh k( z h )dx k
, g k sin kx t sin kx t

dt cosh( kh )

α
φ τ ω Α ω

ω
+

= = + ± = ±ɶ  

 

       ( ) [ ] ( ) ( )2
z

sinh k( z h )dz k
, g k cos kx t cos kx t

dt cosh( kh )

α
φ τ ω Β ω

ω
+

= = − + ± = ±ɶ  

 
όπου ,Α Β  σταθερές που εξαρτώνται από το βάθος ( z ). 
Θεωρώντας µικρές τις µεταβολές των ταχυτήτων του κάθε µορίου του ρευστού γύρω από µια 
(κατάλληλη) µέση θέση ( )o ox ,z  παίρνουµε από την χρονική ολοκλήρωση του ανωτέρω 

συστήµατος από µια αυθαίρετη αρχική χρονική στιγµή ( )0t =  

 

 0 o ox( t ) x( t ) cos( kx t ), x x( t )
Α

ω
ω

− = = − = , 

 

 0 o oz( t ) z( t ) sin( kx t ),z z( t )
Β

ω
ω

− = = − = . 

 
Ετσι, καταλήγουµε στην ακόλουθη εξίσωση για την τροχιά του εκάστοτε στοιχείου (εκείνου 

που κινείται γύρω από τη χρονικά µέση θέση ( ) ( )x ,z x( t ),z( t ) ,Ο Ο =  

 

   
( )
( )

( )
( )

2 2

0 0
2 2 1

x x z z

/ /Α ω Β ω

− −
+ =  .                           (1) 

 
Εποµένως οι τροχιές των µορίων του ρευστού είναι ελλείψεις µε ηµιάξονες /Α ω  και 

/Β ω αντίστοιχα, Σχ. 5.1.  Για µεγάλα βάθη, από τις ανωτέρω σχέσεις ορισµού των 
συντελεστών ,Α Β  παρατηρούµε ότι καθώς z ,Α Β↑ ⇒ ↓ . 

 
Για 0z h ,Β= − ⇒ =  δηλαδή τα στοιχεία σε επαφή µε τον οριζόντιο πυθµένα παλινδροµούν 
παράλληλα προς αυτόν (ιδιότητα του µη συνεκτικού ρευστού).   
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Στην  περίπτωση  ρευστού  µεγάλου  βάθους,   
[ ] [ ]cos k( z h ) sinh k( z h )

cosh( kh ) cosh( kh )

+ +
≈ ≈  

kze≈ . Κατά συνέπεια, ( )2 kzk
g k e .

α
Α Β τ

ω
= − = + ɶ  Στην περίπτωση αυτή ( kh→ ∞ , 0oU )=  

η σχέση διασποράς διαµορφώνεται ως ακολούθως: 2 kgω = ⇔ 2c g /λ π= . Εποµένως, 
kz/ e .Α ω α=   Αρα οι τροχιές των µορίων είναι κύκλοι γύρω από τη µέση τους θέση, η ακτίνα 

των οποίων αποσβένυται εκθετικά µε το βάθος. Στην ελεύθερη επιφάνεια (z=0) η ακτίνα των 
κύκλων ταυτίζεται µε το πλάτος (α) ανύψωσης της. 
 
Με βάση τις ανωτέρω παρατηρήσεις µπορούµε µε επαλληλία, δες και Σχήµα  5.2  να 
συνθέσουµε τις αναµενόµενες εικόνες για τις τροχιές των µορίων στην περίπτωση 
αλληλεπίδρασης κύµατος-ρεύµατος. 
 
- Γραµµές ροής 
 
Για την ανεύρεση των γραµµών ροής του πεδίου θα χρησιµοποιηθούν οι σχέσεις (2), Εδάφ. 3, 
Κεφ. 5.  Ακολούθως, και στην  απλούστερη περίπτωση απουσίας ρεύµατος, έχουµε µε 
αντικατάσταση της λύσεως, Εξ. (16), Εδαφ. 2, 
 

     
[ ]
( ) [ ] ( )

z

x z x

tanh k( z h )dz , dz dx
C,

dx , tan kx t tanh k( z h ) tan kx t

φ
φ ω ω

+
= = − ⇒ = − +

± + ±∫ ∫  

 
όπου C  η σταθερά ολοκλήρωσης και όπου η ολοκλήρωση νοείται τµηµατικά στα 

κατακόρυφα τµήµατα του πεδίου, όπου η συνάρτηση ( )tan kx tω± διατηρεί πρόσηµο.  

Εποµένως, λαµβάνουµε για τις εξισώσεις των γραµµών ροής, 
 

                   [ ]{ } ( ){ }1 1
ln sinh k( z h ) ln sin kx t C

k k
ω+ = − ± + ⇒  

                11 C
z h sinh

k sin( kx t )ω
− ′ 

⇒ = − +  
± 

,                 (2) 

 
όπου C′  σταθερά που προσδιορίζεται από τις συντεταγµένες του αρχικού σηµείου (κάτω 
ορίου) της ολοκλήρωσης. 
 
Η στιγµιαία εικόνα των γραµµών ροής είναι στην εξεταζόµενη περίπτωση όπως απεικονίζεται 
στο Σχήµα 5.3.  Σηµειώνεται εδώ ότι το εξεταζόµενο φαινόµενο είναι χρονικώς µη µόνιµο.  
Συνεπώς, στο σχήµα  5.3  εµφανίζεται η εικόνα που θα παρουσίαζαν οι γραµµές ροής σε µια 
συγκεκριµένη χρονική στιγµή (εάν ήταν δυνατόν να φωτογραφηθούν).  Από την χωρο-
χρονική περιοδικότητα του φαινοµένου που εξετάζεται µπορούµε να φανταστούµε την µορφή 
που θα είχε µια αλληλουχία τέτοιων  εικόνων σε µια συγκεκριµένη περιοχή του χώρου. 
 
- Πίεση και ισοβαρείς επιφάνειες. 
Από την εξίσωση Bernoulli, σχέση (16), Εδάφ. 6, Κεφ. Α, έχουµε: 
 

  ( )21

2

p p
gz

t

∂Φ
Φ

ρ ∂
−

= − − ∇ −   ,                                          (3) 
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όπου oU xΦ φ= +  δηλώνει το συνολικό δυναµικό της ροής και ap  την τιµή της 

ατµοσφαιρικής πίεσης. (Εξετάζουµε, ειδικώτερα, την περίπτωση: ap p const,= =  δηλαδή την 

περίπτωση όπου η εξωτερικά επιβαλλόµενη πίεση στην ελεύθερη επιφάνεια του ρευστού 
ισούται µε την ατµοσφαιρική πίεση, η οποία έχει σταθερή τιµή). Αµελώντας όρους ανώτερης 
τάξεως που εµφανίζονται στην εξίσωση (2), σε συµφωνία µε την διαδικασία 
γραµµικοποίησης του εξεταζόµενου προβλήµατος που ακολουθείται, έχουµε 
 

  ( )21
2

2
a

x

p( x,z;t ) p
U U , gz

t ο ο

∂φ
φ

ρ ∂
−

≈ − − + − ⇒  

         

21
2 a

x

p U p
U , gz

t

ο

ο

ρ ∂φ
φ

ρ ∂

+ −
⇒ = − − −    .                                        (4) 

 
Υποθέτωντας ότι η µορφή της ισοβαρούς (καµπύλη σταθερής πίεσης) γύρω από µια µέση 
στάθµη constz zο= =  έχει µορφή ανάλογη µε την µορφή της ελεύθερης επιφάνειας: 

z z sin( kx t )ο β ω= + ± , όπου β  το πλάτος της ισοβαρούς µε αντικατάσταση στην Εξ. (4) και 

κάνοντας χρήση της Εξ. (16), Εδάφ. 2 παίρνουµε 
 

          

21
2 ap( x,z;t ) U p

gz g sin( kx t )
ο

ο

ρ
β ω

ρ

+ −
= − − ± ±  

                                 sin( kx t ) U k sin( kx t ),ο ο οψ ω ω ψ ω± ±± ± + ±                         (5) 

όπου , 
 

            
[ ]2 cosh k( z h )( g k )

U k cosh( kh )ο
ο

α τ
ψ

ω
± ++
= −

±

ɶ
 .                           (6) 

 
Εποµένως, εάν η πίεση της αναζητούµενης ισοβαρούς τεθεί ίση µε την µέση σταθµική πίεση 
(την πίεση που επικρατεί στο συγκεκριµένο βάθος z zο= , στην περίπτωση που στο πεδίο 

ροής δεν έχουν αναπτυχθεί κυµατικά φαινόµενα) έχουµε, 

        21

2 ap( x,z z ;t ) U p gzο ο ορ ρ= + − = − ⇒     

    21

2ap( x,z z ) p U gzο ο ορ ρ⇒ = = − −                                (7) 

και  τότε από την εξισ. (5) παίρνουµε, 
 

 
[ ]2 cosh k( z h( g k )

g ( U k )
g cosh( kh )

ο
ο ο

α τ
β ψ ω β± ++

= − ± ⇒ =
ɶ

 .                                     (8) 

 
Από την ανωτέρω σχέση προκύπτει ότι η ισοβαρής γύρω από την µέση στάθµη z zο= , µε 

σταθµική τιµή όπως αυτή παρέχεται από την σχέση (7), έχει την κυµατική µορφή της 
ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας, και πλάτος που δίδεται από την Εξ. (8), το οποίο 
αποσβύνεται  εκθετικά µε το βάθος, δες και Σχήµα 5.4. 
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6. Πυκνότητα ενέργειας και ροή ενέργειας κύµατος 
 
Υπενθυµίζεται ότι το εξεταζόµενο πρόβληµα είναι διδιάστατο.  Με αυτό εννοούµε ότι οι λύσεις 
που κατασκευάσαµε εξαρτώνται µόνο από δύο χωρικές συντεταγµένες x και  z, υποθέτοντας 
στην (τριδιάστατη) πραγµατικότητα ότι  
 
  ( x, y,z;t ) ( x,z;t ) y ( , ).φ φ= ∀ ∈ −∞ ∞  
 
Η ολική ενέργεια κύµατος µέσα σε ένα µήκος κύµατος και ανά µονάδα εγκάρσιου βάθους 
πεδίου, δηλαδή η ολική ενέργεια του ρευστού που περικλείεται, στο χωρίο 
0 0 1x , y , h z ( x;t )λ η≤ ≤ ≤ ≤ − ≤ ≤  αποτελείται από το άθροισµα της κινητικής ΚΕ  και της 

δυναµικής ∆Ε  ενέργειας του ρευστού, οι οποίες δίνονται από τις ακόλουθες σχέσεις: 
 

   
0 0

( x;t )

z x

gzdxdz
η λ

∆Ε ρ
= =

= ∫ ∫ ,                                (1) 

 

 
0

2 2

0 0

1 1

2 2

( x;t ) z x

z h x z h x

( ) dxdz ( ) dxdz
η λ λ

ΚΕ ρ Φ ρ Φ
= =

=− = =− =

= ∇ ≈ ∇∫ ∫ ∫ ∫ .                                        (2) 

 
όπου ελήφθη ως στάθµη αναφοράς της δυναµικής ενέργειας η αδιατάρακτη επιφάνεια του 
ρευστού 0( z )= , και όπου εθεωρήθη καλή προσέγγιση, στα πλαίσια της γραµµικοποιηµένης 
θεωρίας που ακολουθούµε, ο καθ’ ύψος περιορισµός της ολοκλήρωσης για την κινητική 
ενέργεια µέχρι την αδιατάρακτη επιφάνεια του ρευστού.  Εποµένως για την δυναµική ενέργεια 
έχουµε µε χρήση της Εξ. (16), Εδάφ. 2 , 
 

    [ ]2 2 2 2

0 0

1 1 1

2 2 4

x x

x x

g ( x;t ) dx ga sin ( kx t )dx ga
λ λ

∆Ε ρ η ρ ω ρ λ
= =

= =

= = ± =∫ ∫ .                        (3) 

 
 
Για τον υπολογισµό της KΕ ανά µονάδα εγκάρσιου βάθους πεδίου 0 1( y )≤ ≤  και σε ένα 
µήκος κύµατος υπολογίζουµε µε χρήση της Εξ. (16), Εδάφ. 2, 
 

 ( ) [ ]
[ ]

22
22 2

2

2

o

cosh k( z h )g k
( ) U k

U k cosh( kh )
ο

τ
Φ α

ω
+ +

∇ = + + ± 

ɶ
 

 

               
[ ]2

2 o
o

cosh k( z h )g k
U ak sin( kx t )

U k cosh( kh )

τ
ω

ω
++

+ ±
±

ɶ
. 

 
Ετσι, προκύπτει από την εξ. (3), 
 

 
[ ]

2

2
22

1 1 2 2

2 4o
o

g k sinh( kh )
U h ( ak )

U k k cosh( kh )
Κ

τ π
Ε ρ λ ρ

ω
 +

= + = ± 

ɶ
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2

21 1

2 2o
o

g k
U h a tanh( kh )

U k

τ
ρ λ π ρ

ω
 +

= +  ± 

ɶ
.                                              (4) 

 
Στην περίπτωση επιφανειακών κυµάτων βαρύτητας (αµελητέα επίδραση επιφανειακής τάσεως, 

0τ =ɶ , και απουσία ρεύµατος, 0•U )=  η παραπάνω σχέση διαµορφώνεται ως ακολούθως, 
 

    21

4K gaΕ ρ λ= ,                              (5) 

 
όπου χρησιµοποιήθηκε και η σχέση διασποράς 2 kg tanh( kh ),ω =  όπως ισχύει στην περίπτωση 
αυτή. Εποµένως, η συνολική ενέργεια µέσα σε ένα µήκος κύµατος είναι, 
 

    21

2
ga∆ ΚΕ Ε Ε ρ λ= + = ,                                    (6) 

 
ανάλογη προς το τετράγωνο του πλάτους ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας. 
 
 
Θα εξετάσουµε στην συνέχεια την ροή ενέργειας στην µονάδα του χρόνου που διέρχεται από 
µια αυθαίρετη κατακόρυφη διατοµή ox x=  του κυµατικού πεδίου ροής, Σχήµα 6.1.  Προφανώς 

η ροή ενέργειας ισούται µε τον ρυθµό εκελέσεως έργου στην διατοµή ox x= , ο οποίος 

παρέχεται από την σχέση , 
 

   
o( x ;t )

o x

z h

W
p( x ,z;t ) , dz

t

η∂
Φ

∂ =−

= ∫ .                       (7) 

 
 
Ενδιαφερόµαστε για τον µέσο ρυθµό εκτελέσεως έργου στην διατοµή ox x= , που ισούται µε 

την χρονικά µέση (εντός µιας περιόδου 
2π

Τ
ω

= ) ροή της κυµατικής ενέργειας από την διατοµή 

αυτή. Υποθέτουµε χάριν ευκολίας την απουσία ρεύµατος ( )0oU ,=  αµελητέα επίδραση 

επιφανειακής τάσεως 0( )τ =ɶ  και παραλείποντας τα τετράγωνα των ταχυτήτων στην έκφραση 
της πίεσης (εξ. Bernoulli), κάτι που ευρίσκεται στα πλαίσια της γραµµικής θεωρίας που 
ακολουθούµε, λαµβάνουµε από την εξ. (7), 
 

 
0oz ( x ;t ) z

o x • x

z h z h

W(t )
p( x ,z;t ) , ( x ,z;t )dz , dz

t t

η∂ ∂ φ
φ ρ φ

∂ ∂

= =

=− =−

= ≈ − =∫ ∫  

 

  [ ]
02 2 2

2
2

z

z h

kg a sin ( kx t )
cosh k( z h ) dz

cosh ( kh )

ρ ω
ω

=

=−

−
= + =∫  

 

  [ ]
02 2 2

2

1 1
2

2 2

z

z h

kg a sin ( kx t )
cosh k( z h ) dz

cosh ( kh )

ρ ω
ω

=

=−

−  = + + = 
 ∫  
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2 2 2

2

1
2

2 4

kg a sin ( kx t ) h
sinh( kh )

cosh ( kh ) k

ρ ω
ω

−  = + =  
 

 

  
2 2

2
2

1

2 2

kg a h
sin ( kx t ) tanh( kh )

cosh ( kh ) k

ρ
ω

ω
 

= − + = 
 

 

 

  2 2 2
2

1 1

2

tanh( kh ) h
g a sin ( kx t )

c k cosh ( kh )
ρ ω

 
= − + 

 
.                                       (8) 

 
Κατά συνέπεια, ο µέσος ρυθµός εκτελέσεως έργου στην αυθαίρετη διατοµή ox x=  που ισούται 

µε την µέση χρονικά ροή ενέργειας κύµατος, θα δίνεται από την σχέση, 
 

 
0

1
t

t

W(t )
W , dt

t

Τ ∂
Τ ∂=

= =∫  

 

                    2 2 2
2

0

1 1 1

2 t

tanh( kh ) h
g a sin ( kx t )dt

c k cosh ( kh )

Τ

ρ ω
Τ =

 
= + − ⇒ 

 
∫  

 

                    2 2
2

1 1

4t

tanh( kh ) h
W , g a

c k cosh ( kh )
ρ

 
⇒ = + 

 
                       (9) 

 

όπου 
2

Τ
π
ω

= , η περίοδος κύµατος. 

Αντικαθιστώντας στην εξ. (9) την σχέση διασποράς 2 kg tanh( kh ),ω =  όπως ισχύει στην 

περίπτωση αρµονικών κυµατισµών βαρύτητας, απουσία ρεύµατος 0o(U ),=  προκύπτει τελικά,  

 

   21 2
1

4 2t

kh
W , ga c .

sinh( kh )
ρ

 
= + 

 
                        (10) 

 
Στην περίπτωση αυτή, κάνοντας χρήση και της σχέσεως (6), παίρνουµε για τον λόγο µέσου 
ρυθµού ροής της κυµατικής ενέργειας προς την µέση ενέργεια εντός ενός µήκους κύµατος: 

 
1 2

1
2 2

tW , kh
c

/ sinh( kh )Ε λ
 

= + 
 

 .                                             (11) 

 
 
7.  Υπέρθεση κυµάτων.  Κυµατοοµάδα.  Ταχύτητα οµάδας 
 
Η έννοια της φασικής ταχύτητας κύµατος, που εισήχθη στο Εδάφιο 3, εξ. (4), αφορά την 
περίπτωση που η κυµατική διαταραχή έχει καταλάβει ολόκληρο τον εξεταζόµενο χώρο, και 
κατά συνέπεια το εξεταζόµενο φαινόµενο παρουσιάζει χώρο-χρονική περιοδικότητα παντού 
στο χωρίο Λ  ή aΛ , αντιστοίχως. Εξ’ άλλου, αυτή υπήρξε και η βασική  υπόθεση για την 

διατύπωση του χρονικά αρµονικού προβλήµατος. Παρατηρώντας την µορφή της λύσεως Εξ. 
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(16) και (17), Εδάφ. 2, συνάγουµε ότι οι ισοφασικές επιφάνειες του δυναµικού διαταραχής 
καθώς και οι  ισοφασικές καµπύλες της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας,  δηλαδή ο 
γεωµετρικός τόπος των σηµείων όπου constkx tω± = , κινούνται προοδευτικά µε ταχύτητα: 
 

     c
k

ω
= ∓                        (1) 

 
Η λύση του εξεταζόµενου προβλήµατος που κατασκευάσθηκε στα προηγούµενα αφορά την 
περίπτωση ενός απλού, µονοχρωµατικού κύµατος (που χαρακτηρίζεται από µία κυκλική 
συχνότητα ω  και από ένα κυµαταριθµό k ) το οποίο προοδεύει προς τα θετικά ή τα αρνητικά 
του άξονα x . Στα πλαίσια της γραµµικής θεωρίας, όπου κινούµεθα, η γραµµική υπέρθεση 
(επαλληλία) περισσότερων της µιας απλών αρµονικών συνιστωσών, είναι επιτρεπτή (δηλαδή 
δεν έρχεται σε αντίθεση ούτε µε την πεδιακή εξίσωση Laplace ούτε µε κάποια από τις οριακές 
συνθήκες του προβλήµατος). Συνεπώς, µια πρώτη δυνατή γενίκευση της θεωρίας µας είναι η 
θεώρηση συστηµάτων πολυχρωµατικών κυµατισµών τα οποία προκύπτουν µε την υπέρθεση 
απλών αρµονικών συνιστωσών διαφόρων συχνοτήτων και κυµαταριθµών, και διαφόρων 
πλατών, 
 

   
1

N

n n n
n

( x;t ) a sin( k x t )η ω
=

= ±∑                    (2) 

 
και αντίστοιχη σχέση για το δυναµικό ( x,z;t )φ . Καθώς ο αριθµός των διακριτών συνιστωσών 
( N )  του ανωτέρω συστήµατος κυµατισµών τείνει στο άπειρο, και ταυτόχρονα η διαφορά 

µεταξύ των συχνοτήτων 1n n nδω ω ω −= −  γειτονικών συνιστωσών καθίσταται µικρή, µπορούµε 

να θεωρήσουµε στην θέση του αθροίσµατος της παραπάνω σχέσης ένα ολοκλήρωµα επάνω σε 
ένα συνεχές φάσµα συχνοτήτων, 0( , )ω ∈ ∞ , ή κυµαταριθµών 0k ( , )∈ ∞ , 
 

      ( )
0

( x;t ) a( )sin k( )x t d
ω

η ω ω ω ω
∞

=

= ± =∫  

 

            ( )
0k

a( k )sin kx ( k )t dkω
∞

=

= ±∫ ,                         (3) 

 
και αντίστοιχη σχέση για το δυναµικό ( x,z;t )φ . Είναι εύκολο να αντιληφθούµε, µε την 
βοήθεια και της σχέσεως διασποράς, Εξ. (3), Εδάφ. 3, ότι εφ’ όσον οι επιµέρους συνιστώσες 
ενός τέτοιου συστήµατος κυµατισµών προοδεύουν µε διαφορετικές φασικές ταχύτητες, το 
σύστηµα κυµατισµών, Εξ. (2) ή (3), θα αλλάζει διαρκώς µορφή, καθώς προοδεύει ως ενότητα. 
Παρ’ όλα αυτά, εαν θεωρήσουµε, ιδεατά, µια µικρή οµάδα απλών αρµονικών συνιστωσών µε 
παραπλήσια χαρακτηριστικά, δηλαδή συχνότητες στην στενή λωρίδα: 

o oω δω ω ω δω− < < + ⇒  o ok k k k kδ δ− < < + , ίδια κατεύθυνση διάδοσης και παραπλήσια 

πλάτη  o oa a a a aδ δ− < < + , 

 

          ( )
o

o

k k

o

k k k

( x;t ) a( k )sin kx ( k )t dk
δ

δ

δη ω
+

= −

= ±∫  ,                                      (4) 
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τότε µπορούµε να συνάγουµε ως χαρακτηριστικό γνώρισµα για την θεωρούµενη µορφή, ότι 
προοδεύει ως οµάδα, µε χαρακτηριστική ταχύτητα οµάδας gc . Αναπτύσσοντας κατά Taylor 

την σχέση διασποράς γύρω από την µέση συχνότητα της οµάδας o o( k )ω ω ω= = , έχουµε, 

παραλείποντας όρους ανώτερης τάξης, 
 

                   
o

• o
k k

d
( k ) ( k k )

dk

ω
ω ω

=

= + ⋅ − ⇒  

 

 
o

o o
k k

d
kx ( k )t kx ( k k ) t

dk

ω
ω ω

=

 
⇒ ± = ± + ⋅ − ⇒  

 
 

 

               o o o
k k

d
kx ( k )t k x t ( k k ) x t

dk

ω
ω ω

=

 
⇒ ± = ± + − ± ⋅  

 
. 

 
Ορίζοντας, ως ακολούθως, τις συνιστώσες του µέσου πλάτους οµάδος, 
 

 1
o

o

k k
( )
o o

k kk k k

d
( x;t ) a( k )sin ( k k ) x t dk

dk

δ

δ

ω
δη

+

== −

  
= − ± ⋅      

∫   ,                                         (5) 

 

 2
o

o

k k
( )
o o

k kk k k

d
( x;t ) a( k )cos ( k k ) x t dk

dk

δ

δ

ω
δη

+

== −

  
= − ± ⋅      

∫  ,                               (6) 

 
 
προκύπτει από την Εξ. (4), 
 
 1 2( ) ( )

o o o o o o( x;t ) ( x;t )cos( k t ) ( x;t )sin( k t )δ η δ η ω δ η ω= ± + ±  .                               (7) 

 
Εποµένως, έχουµε έναν κυµατικό σχηµατισµό (κυµατοπακέτο) του οποίου το πλάτος στον 
χώρο-χρόνο διαµορφώνεται όπως υπαγορεύουν οι ανωτέρω σχέσεις (5) και (6), βλ. Σχήµα 7.1. 
Οι καµπύλες (για την ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας) ή επιφάνειες (για το δυναµικό) που 
περιβάλλουν την οµάδα µετακινούνται µε ταχύτητα η οποία προσδιορίζεται επίσης από τις 
ανωτέρω σχέσεις µε την απαίτηση,  
 
 

     const
o o

g
k k k k

d dx d
x t c

dk dt dk

ω ω

= =

     ± ⋅ = ⇒ = = ⋅         
,                 

 
 
από όπου προκύπτει ότι το κυµατοπακέτο προοδεύει µε την ταχύτητα οµάδας  
 

o

g
k k

d
c

dk

ω

=

 = ⋅  
                                                                           (8) 
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Από την σχέση διασποράς kg tanh( kh )ω =  στην περίπτωση απουσίας ρεύµατος,  παίρνουµε 

, 
 
 

 
2

1

2
g

g

d h
g tanh( kh ) k

dk cos h( kh )k tanh( kh )

ω  
= + = 

 
 

 

           
1 2

1
2 2

g

kh
c

sin( kh )k tanh( kh )

ω  
= ⋅ ⋅ + 

 
.                              (9) 

 
 
Εποµένως,  για νερό ενδιάµεσου βάθους, προκύπτει τελικώς για την ταχύτητα οµάδας, 
 
 

   
1 2

1
2 2g

kh
c c

sin( kh )

 
= + 

 
,                               (10) 

 
 

όπου c
k

ω
=  η φασική ταχύτητα επιφανειακών κυµατισµών.  

 
 
 
 
 
Επιπροσθέτως, µε βάση την τελευταία εξίσωση λαµβάνουµε από την Εξ. (11) του 
προηγούµενου εδαφίου για το λόγο µέσου ρυθµού ροής της κυµατικής ενέργειας ως προς την 
µέση ενέργεια εντός ενός µήκους κύµατος: 
 

    t
g

W ,
c

E λ
=                                                     (11) 

 
 
Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι η ενέργεια κυµατισµού βαρύτητας µεταφέρεται µε την ταχύτητα 
οµάδας. 
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Βασική  Βιβλιογραφία 
 
στα θέµατα : 
 Υδάτινα κύµατα (water waves), 
 Υδροδυναµική ελεύθερης επιφάνειας (free-surface hydrodynamics), 
 Θαλάσσιοι κυµατισµοί (sea surface waves / wind waves). 
 
 
1.  LAMB, Sir H., “Hydrodynamics”, 6η έκδοση , Cambridge  University Press, 1932. Ένα 

από τα περισσότερο διαβασµένα βιβλία κλασσικής υδροδυναµικής. Από το 1932 και 
ύστερα, µετά το θάνατο του H. Lamb, έχει ανατυπωθεί και επανεκδοθεί πολλές 
φορές. Κυκλοφορεί και  σήµερα τόσο από την Cambridge University Press (ακριβή 
έκδοση),  όσο και από την Dover (φθηνή έκδοση). Το Κεφάλαιο 9 αυτού του βιβλίου, 
έκτασης 110 σελίδων, αναφέρεται σε επιφανειακούς κυµατισµούς, και το Κεφάλαιο 6, 
έκτασης 40 σελίδων, αναφέρεται στην κίνηση στερεού σώµατος µέσα σε απέρατο 
ρευστό.  

 
2.  STOKER, J.J., “Water Waves, The Mathematical Theory with Applications”, Interscience 

Publ., London, 1957.  
Κλασσική µονογραφία η οποία καλύπτει πολλά θέµατα επιφανειακών κυµατισµών 
και αλληλεπίδρασης αυτών µε επιπλέοντα σώµατα. Πολύ χρήσιµο βιβλίο, γραµµένο 
σε ψηλό µαθηµατικό επίπεδο αλλά κατανοητό και σε µεγάλο βαθµό αυτοδύναµο, 
δεδοµένου ότι αναπτύσει τα µαθηµατικά εργαλεία που χρησιµοποιεί. 

 
3.  WEHAUSEN, J.V., & LAITONE, E.V., “Surface waves”, άρθρο στην Encyclopedia of 

Physics, Τόµος 9/ΙΙΙ, Edited by S. Flugge, Springer-Verlag, Berlin, 1960.  
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Το άρθρο αυτό, έκτασης 330 περίπου σελίδων (!!) αποτελεί µια πλήρη (έως το 1960) 
επισκόπηση ολόκληρης της σχετικής βιβλιογραφίας (∆υτικής και Ρωσσικής), µε 
εκτενή παρουσίαση ενός πολύ µεγάλου πλήθους αποτελεσµάτων. Τα περισσότερα 
αποτελέσµατα παρατίθενται και σχολιάζονται, αλλά δεν παρουσιάζεται αναλυτική 
παραγωγή τους. Καλύπτει όλα σχεδόν τα θέµατα υδατίνων κυµάτων και 
αλληλεπιδράσεών τους µε στερεά σώµατα. ∆ύσκολα συναντά κανείς, µέχρι σήµερα, 
συναφείς ερευνητικές δηµοσιεύσεις ή βιβλία τα οποία να µην παραπέµπουν στο 
άρθρο αυτό. 

 
Τα τρία ανωτέρω έργα αποτελούν τις κλασσικές παραποµπές (πηγές) της ∆υτικής 
βιβλιογραφίας σε θέµατα υδατίνων κυµάτων. 
 
4.  KOCHIN, N.E., KIBEL, I.A. & ROZE, N.V., “Theoretical Hydromechanics”, Interscience 

Publ., London, 1964 (Μετάφραση από την 5η Ρωσσική έκδοση του 1955). Πολύ καλό 
βιβλίο αφιερωµένο αποκλειστικά στη µελέτη του ιδεατού (µη συνεκτικού) υγρού. Τα 
κεντρικά θέµατα του βιβλίου αυτού είναι η γενική κίνηση στερεού σώµατος µέσα σε 
ρευστό, και τα υδάτινα κύµατα. Ένα από τα κλασσικά σχετικά βιβλία της Ρωσσικής 
βιβλιογραφίας. 

5.  FEDIAEVSKI C., VOITKOUNSKI, I. & FADDEEV, Y., “Mecanique des Fluides”, 
Editions MIR, Moscou, 1974. 
Καλογραµµένο διδακτικό βιβλίο, µε έµφαση σε θέµατα ναυτικής υδροδυναµικής. 
Περιέχει εκτεταµένα κεφάλαια για την κίνηση στερεού σώµατος σε απέρατο, 
ασυµπίεστο, µη-συνεκτικό υγρό, και για επιφανειακά κύµατα. Επίσης αναφέρεται σε 
αρκετή έκταση σε προβλήµατα αλληλεπίδρασης στερεού σώµατος και ελεύθερης 
επιφάνειας. Η ανάπτυξη ακολουθεί τους κλασσικούς ρευστοµηχανικούς της ρωσσικής 
σχολής. 
 

6.  Le MEHAUTE, B., “An Introduction to Hydrodynamics and Water Waves”, Springer-
Verlag, New York, 1976.  
Χρήσιµο βιβλίο µε εκτενή παρουσίαση των βασικών των υδατίνων κυµάτων. 

 
7.    NEWMAN, J.N., “Marine Hydrodynamics”, MIT Press, Cambridge Mass., 1977. 
 
8.  MEI, C.C., “The Applied Dynamics of Ocean Surface Waves”, John Wiely & Sons, Wiley-

Interscience Publications, New York, 1983.  
Πολύ αξιόλογο βιβλίο, το οποίο καλύπτει πολλά θέµατα υδάτινων κυµατισµών. 
Αναφέρεται εκτενώς σε θέµατα αλληλεπίδρασης κυµάτων µε σώµατα και ρεύµατα, 
και αναπτύσει διεξοδικά διάφορες χρήσιµες προσεγγιστικές (κυρίως ασυµπτωτικές) 
θεωρίες επίλυσης των σχετικών προβληµάτων. 

 
9.  CRAPPER, G.D., “Introduction to Water Waves”, Ellis Horwood Limited, Chichester, 

1984.  
 Πολύ καλό βιβλίο, το οποίο αναπτύσσει τη βασική θεωρία των υδάτινων 

επιφανειακών κυµάτων µε τρόπο σαφή και εύληπτο. Χαρακτηριστικό του βιβλίου 
αυτού είναι η διαρκής προσπάθεια να παρουσιάζεται και να σχολιάζεται η φυσική 
σηµασία των µαθηµατικών αποτελεσµάτων.  

 
10.   RAHMAN, H., “The Hydrodynamics of Waves and Tides, with Applications”, 

Computational Mechanics Publ., Southampton U.K., 1988. 
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Χρήσιµη εξειδικευµένη µονογραφία, η οποία διαβάζεται αρκετά εύκολα και η οποία 
µπορεί να αποτελέσει µιά γρήγορη εισαγωγή στα υδάτινα κύµατα και σε διάφορες 
εφαρµογές τους. 
 

11. MASSEL, S.R., “Hydrodynamics of Coastal Zones”, Elsevier Oceanography Sciences, 
Volume 48,  Elsevier, 1989. 
Bιβλίο εξαιρετικού ενδιαφέροντος, το οποίο καλύπτει πολλά θέµατα υδάτινων 
κυµατισµών. Παρουσιάζει, σε καλό επίπεδο, τη µαθηµατική µοντελοποίηση των 
κυµατικών φαινοµένων στις παράκτιες περιοχές. Επίσης, αναφέρεται εκτενώς σε 
θέµατα αλληλεπίδρασης κυµάτων µε σώµατα και ρεύµατα, και αναπτύσει διεξοδικά 
διάφορες θεωρίες επίλυσης των σχετικών προβληµάτων σε βαθύ και ρηχό νερό, 
καθώς και σε νερό ενδιαµέσου βάθους. 
 

12. DEAN, R.G., DALRYMPLE, R.A., “Water Wave Mechanics for Engineers and 
Scientists”, Advanced Series on Ocean Engineering, Volume 2, World Scientific, 
1991. 
Αξιόλογο βιβλίο το οποίο καλύπτει, σε εισαγωγικό επίπεδο, τα κυριώτερα θέµατα 
υδάτινων κυµατισµών. Παρουσιάζονται οι βασικές µέθοδοι επίλυσης των σχετικών 
προβληµάτων µε έµφαση σε εφαρµογές της παράκτιας µηχανικής. 
 

 
Στα ακόλουθα βιβλία τα  θαλάσσια κύµατα (επιφανειακά, εσωτερικά κ.λπ.) µελετώνται κυρίως 
από τη σκοπιά της ωκεανογραφίας. ∆ηλαδή µελετώνται οι µηχανισµοί δηµιουργίας αυτών και 
γίνεται προσπάθεια να µοντελοποιηθούν µαθηµατικά, τα πραγµατικά φαινόµενα που 
παρατηρούνται στη θάλασσα (ακανόνιστοι κυµατισµοί, θραύση κυµατισµών, διάδοση σε 
µεγάλες αποστάσεις, παλίρροιες, ρεύµατα, κ.λ.π.). Ως είναι αναµενόµενο, τα µαθηµατικά 
προαπαιτούµενα για τη µελέτη τέτοιων βιβλίων είναι περισσότερα, συµπεριλαµβανοµένων και 
της θεωρίας των τυχαίων µεταβλητών και των τυχαίων συναρτήσεων (στοχαστικών 
διαδικασιών). (Με τέτοια θέµατα θα ασχοληθούµε στα πλαίσια του µαθήµατος 

“Υδροδυναµική και ∆υναµική Θαλασσίων Συστηµάτων”, στο 8
ο
 εξάµηνο). 

 
13.  KINSMAN, B., “Wind Waves: Their generation and Propagation Over the Ocean 

Surface”, Prentice Hall, Inc. Englewood Cliffs, N.J., 1965. 
 
14.  PHILLIPS, O.M., “The Dynamics of The Upper Ocean”, Cambridge Univ. Press, 1977. 
 
15.  LeBLOND, P.H. & MYSAK, L.A., “Waves In the Ocean”, Elsevier, Amsterdam, 1978. 
 
16.  KOMEN, G.J., CAVALERI, L., DONELAN, M., HASSELMAN, S., JANSSEN, 

P.A.E.M.,  “Dynamics and Modelling of Ocean Waves”, Cambridge University Press, 
1994. 

 
17. MASSEL, S.R., “Ocean Surface Waves. Their Physics and Prediction”, Advanced Series 

on Ocean Engineering, Volume 11, World Scientific, 1996. 
Πολύ αξιόλογο πρόσφατο βιβλίο, το οποίο καλύπτει διεξοδικά θέµατα θαλασσίων 
κυµατισµών, µε έµφαση στην στοχαστική µοντελοποίηση και πρόβλεψη,  στο βαθύ 
νερό  και στο ρηχό νερό. 
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Γενική  βιβλιογραφία  Μηχανικής  Ρευστών 
 

Στη συνέχεια παρατίθενται ορισµένα συγγράµµατα Μηχανικής Ρευστών, τα οποία 
αναφέρονται και σε θέµατα Ναυτικής και Θαλάσσιας Υδροδυναµικής. 

 
ΜΡ.1.  LANDAU, L.D. & LIFSHITZ, E.M., “Fluid Mechanics”, (Volume 6 of “Course of    

Theoretical Physics”), Pergamon Press, Oxford, 1959. 
 
ΜΡ.2.  SEDOV, L.I., “Similarity and Dimensional Methods in Mechanics”, Academic Press, 

New York, 1959. 
 
ΜΡ.3.  TRUSDELL,  C.,  &  TOUPIN,  R.A.,  “The  Classical  Field  Theories”,  Αρθρο  (650 

σελ.)  στον  τόµο  ΙΙΙ/1  της  Encyclopedia  of  Physics,  Springer-Verlag, Berlin  
1960.  

 
ΜΡ.4.  BATCHELOR, G.K., “An Introduction to Fluid Dynamics”, Cambridge Uni-versity 

Press,  Cambridge, 1967. 
 
ΜΡ.5.  MILNE-THOMSON, L.M., “Theoretical Hydrodynamics”, MacMillan,  
 London 1968 (5η έκδοση). 
 
ΜΡ.6.  SEDOV, L., “Mecanique des Milieux Continus”, Tome I & II, Editions MIR, Moscou, 

1975. 
 
ΜΡ.7.  ΑΘΑΝΑΣΙΑ∆Η, Ν.Α., “Μηχανική Ρευστών”, Εκδόσεις ΣΥΜΕΩΝ, Αθήνα, 1989. 
 
 
Βασική  βιβλιογραφία  µαθηµατικού  υποβάθρου   
 
 (∆ιαφορικός  και  ολοκληρωτικός  λογισµός  βαθµωτών  και  
   διανυσµατικών  πεδίων) 
 
ΜΥ.1.  BUDAK,  B.M.  &  FOMIN,  S.V. ,  “Multiple  integrals,  field  theory  and  series”,  

MIR  Publishers,  Moscou,  1973. 
 
MY.2.  MARSDEN,  J.E.  &  TROMBA,  A.J.,  “Vector  Calculus”,  W.H.  Freeman and 

Company.  Υπάρχει  Ελληνική  µετάφραση  µε τίτλο  “∆ιανυσµατικός  Λογισµός”,  
Πανεπιστηµιακές  Εκδόσεις  Κρήτης,  Ηράκλειο, 1992. 

 
ΜΥ.3.  ΠΑΝΤΕΛΙ∆Η,  Γ.Ν.,  “Μαθηµατική  Ανάλυση”,  Β’  έκδοση,  Εκδόσεις  Ζήτη,  

Αθήνα,  1994. 
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Ερωτήσεις Κεφαλαίου 5 
 
Ερώτηση 1: Πώς µεταβάλλεται η συχνότητα ω  αρµονικού κυµατισµού που διαδίδεται προς 
την ακτή, καθώς το βάθος του νερού ελαττώνεται; (Να υποθέσετε ότι ισχύει η γραµµική 
θεωρία). 
 
Ερώτηση 2: Πώς συνδέονται τα µεγέθη: συχνότητα f , κυκλική συχνότητα ω , περίοδος T , 
µήκος κύµατος λ , κυµατικός αριθµός k , στην περίπτωση απλού αρµονικού κυµατισµού που 
διαδίδεται σε νερό σταθερού βάθους h ; Πόσα από τα ανωτέρω πέντε µεγέθη µπορούν να 
θεωρηθούν ανεξάρτητα µεταξύ τους; 
 
Ερώτηση 3: Κάτω από ποιές προϋποθέσεις επιτυγχάνεται η γραµµικοποίηση του 
προβλήµατος αλληλεπίδρασης κύµατος-ρεύµατος; Να αναφέρετε µερικές περιπτώσεις στις 
οποίες η λύση του γραµµικοποιηµένου προβλήµατος αναµένεται να µην προσοµοιάζει 
ικανοποιητικά τη φυσική πραγµατικότητα. 
 
Ερώτηση 4:Τι γνωρίζετε για τις τροχιές των στοιχείων υγρού µε ελεύθερη επιφάνεια, στο 
οποίο διαδίδονται επιφανειακοί κυµατισµοί; Να αναφερθείτε ξεχωριστά στις περιπτώσεις:  α) 
βαθύ νερό, β) ρηχό νερό, και i) µόνο κύµα, ii) κύµα-ρεύµα. 
 
Ερώτηση 5: Ως γνωστόν, η συνάρτηση  
 

)]([)()( hzkxkjAzx
o

+±= ± coshexp;, ωφ                  (1) 
 
εκφράζει τον παραστατικό µιγάδα του δυναµικού ταχύτητας αρµονικού κυµατισµού µικρού 
πλάτους, που διαδίδεται σε νερό σταθερού βάθους h .  
 
α) Να γράψετε την αναλυτική µορφή του δυναµικού )( tzx ;,φ  και της ανύψωσης ελεύθερης 

επιφάνειας )( tzx ;,η  στο πεδίο του χρόνου, οι οποίες αντιστοιχούν στην (1). Ποιά είναι η 
φυσική σηµασία του διπλού προσήµου (± ) που εµφανίζεται στον όρο )( xkj±exp ; 

β) Πώς ονοµάζεται και τί εκφράζει η σταθερά k  που εµφανίζεται στη σχέση (1);  
γ) Πως υπολογίζεται η σταθερά k ; Πόσες διαφορετικές τιµές µπορεί να πάρει, αν η κυκλική 

συχνότητα ω  του κυµατισµού είναι δεδοµένη; 
 
Ερώτηση 6: Έστω ότι το πλάτος αρµονικού προοδευτικού κυµατισµού που διαδίδεται σε βαθύ 
νερό είναι a . Πόσο είναι το αντίστοιχο πλάτος κίνησης των στοιχείων του υγρού σε βάθος  

4/λ , 2λ  και λ , όπου λ  είναι το µήκος κύµατος; Τί συµπεραίνετε από τα ανωτέρω 
αποτελέσµατα για την επίδραση του πυθµένα στους κυµατισµούς, όταν το βάθος h  είναι 
µεγαλύτερο του 2λ ; 

 
Ερώτηση 7: Στην περίπτωση αρµονικών κυµατισµών βαρύτητας υπό την παρουσία ρεύµατος, 
η σχέση διασποράς οδηγεί στην ακόλουθη έκφραση για τη φασική ταχύτητα του κύµατος: 
 

 0)( Ukh
k

g
c ±= tanh . 

 



 207 

α) Πως απλοποιείται η ανωτέρω σχέση στις περιπτώσεις νερού µεγάλου βάθους ( )1>>kh ,και 
νερού µικρού βάθους (ρηχού νερού,  1<<kh ); 

β) Να εντοπίσετε τις περιπτώσεις αλληλεπίδρασης κύµατος-ρεύµατος όπου η εξίσωση 
διασποράς µπορεί να µην έχει λύση.  Πως ερµηνεύετε φυσικά τις περιπτώσεις αυτές; 

 
Ερώτηση 8: Υπενθυµίζεται ότι η γενική µορφή της σχέσεως διασποράς για την περίπτωση 
αλληλεπίδρασης κύµατος-ρεύµατος, συµπεριλαµβανοµένων και των επιδράσεων της 
επιφανειακής τάσεως έχει τη µορφή 
 

 

2

03

2
)()()()(











±=














+ kh

gh

U

g

h
khkh

gh
kh ω

τ
tanh

~
,          (2) 

 
όπου k  είναι ο κυµαταριθµός, τ~ είναι η παράµετρος επιφανειακής τάσεως, h  είναι το βάθος 

του νερού, ω  είναι η κυκλική συχνότητα κύµατος, 0U  είναι η ταχύτητα του ρεύµατος,  και g  

είναι η επιτάχυνση της βαρύτητας. 
 

α) Ποιά είναι η ερµηνεία του διπλού προσήµου )(±  που εµφανίζεται στην ανωτέρω σχέση; 
β) Ποιές είναι οι αδιάστατες παράµετροι που αναπαριστούν τις επιδράσεις της  επιφανειακής 

τάσεως, του ρεύµατος, και των επιφανειακών κυµατισµών βαρύτητας; 
γ)  Πότε οι επιδράσεις επιφανειακής τάσεως κρίνονται αµελητέες; 
δ)  Πότε οι επιδράσεις ρεύµατος κρίνονται αµελητέες; 

 
 
Ερώτηση 9:  
α) Ποιές είναι οι ουσιώδεις διαφορές µεταξύ κυµάτων µε διασπορά και κυµάτων χωρίς 

διασπορά (υπερβολικών κυµάτων); Να περιγράψετε τόσο τις φυσικές όσο και τις 
µαθηµατικές διαφορές. 

β) Να συνοψίσετε την απάντησή σας στο ανωτέρω ερώτηµα σε έναν ορισµό του φαινοµένου 
της διασποράς. 

γ) Να δώσετε δύο παραδείγµατα κυµάτων χωρίς διασπορά και δύο παραδείγµατα κυµάτων µε 
διασπορά. 

 
Ερώτηση 10: Πόσες και ποιές είναι οι διαφορετικές έννοιες ταχύτητας που υπεισέρχονται στο 
φαινόµενο της διάδοσης ενός κυµατοπακέτου (συστήµατος κυµατισµών) στην ελεύθερη 
επιφάνεια του νερού; 
 
 
Ασκήσεις  Κεφαλαίου 5 
 
Ασκηση 1: Πιεσόµετρο τοποθετηµένο στη θέση Π  στον πυθµένα πειραµατικής δεξαµενής 
(βλ. σχήµα), καταγράφει συνεχώς την πίεση )( tp , η οποία επάγεται από απλό προοδευτικό 
αρµονικό κυµατισµό βαρύτητας. Θεωρώντας γνωστό το βάθος του νερού h , να περιγράψετε 
τη διαδικασία (και να δώσετε τις απαιτούµενες σχέσεις) µέσω της οποίας είναι δυνατόν να 
προσδιοριστούν οι βασικές παράµετροι του κυµατικού πεδίου, δηλαδή, το πλάτος κύµατος a , 
η συχνότητα ω , και το µήκος κύµατος λ , από τη µέτρηση της πίεσης )( tp  στο σηµείο Π . 
Να θεωρήσετε ότι ισχύει η γραµµική θεωρία. 
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Ασκηση 2: Απλός αρµονικός κυµατισµός βαρύτητας πλάτους 1a  και κυκλικής συχνότητας 1ω  

διαδίδεται από νερό βάθους 1h  σε νερό βάθους 12 hh <  (βλ. σχήµα). 
 
α)  Υποθέτοντας ότι η µεταβατική περιοχή είναι ερκετά οµαλή, ώστε να µη λαµβάνει χζώρα 

σηµαντική ανάκλαση και να µην υπάρχουν απώλειες ενέργειας, να προσδιορίσετε το 
πλάτος 2a  του κυµατισµού που διαδίδεται στην περιοχή βάθους 2h , συναρτήσει των 

µεγεθών 1a , 1h  και 2h . 
β) Να λύσετε το προηγούµενο πρόβληµα στην περίπτωση όπου συνυπάρχει και ρεύµα µε 

σταθερή ταχύτητα 01 >U  στην περιοχή βάθους 1h  (κατευθυνόµενο προς τη περιοχή 

µικρού βάθους 2h ). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1hz −=  

2hz −=  

1λ  

1a  

2λ  

2a  

x 

z 

x 

z 
a  

h  Π  

λ  
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Ασκηση 3: Απλός αρµονικός κυµατισµός βαρύτητας πλάτους 01.=a m και περιόδου s10=T  
µεταδίδεται από την περιοχή νερού µεγάλου βάθους )0( <x  προς την ακτή )0( >x , (βλ. 
σχήµα). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Από γεωλογική έρευνα στην παράκτια ζώνη της περιοχής έχει διαπιστωθεί ότι το υλικό του 
πυθµένα είναι λεπτόκοκκη άµµος µε µέση διάµετρο κόκκου 0.5mm, για το οποίο είναι γνωστό 
ότι τίθεται σε κίνηση όταν η χρονική µέση τιµή του µέτρου της ταχύτητας του ρευστού στον 
πυθµένα υπερβεί την τιµή 1.3m/s. Να εκτιµήσετε το βάθος νερού h  στο οποίο θα αρχίσει η 
διεργασία µεταφοράς ιζήµατος (sediment transport). 
Υποδείξεις: (i) Να θεωρήσετε ότι ο ρυθµός ελάττωσης του βάθους στην περιοχή είναι πολύ 

µικρός, ώστε να µπορούν να αµεληθούν τα φαινόµενα ανάκλασης του 
κυµατισµού. 

(ii)  Να θεωρήσετε πολύ ρηχό νερό στην περιοχή 0>x , δηλαδή 1<kh  και 
εποµένως khkhkh ≈≈ )()( tanhsinh  και 1)( ≈khcosh . Μπορείτε όµως να 
λύσετε το πρόβληµα και χωρίς αυτή την απλούστευση. 

 
Ασκηση 4: Από µετρήσεις του κυµατικού πεδίου µε τη βοήθεια radar προκύπτει ότι το µήκος 
κύµατος στο βαθύ νερό (µακριά από την ακτή) είναι 312m,  ενώ το µήκος κύµατος µετά το 
όριο της υφαλοκρηπίδας (βλ. σχήµα) είναι 200m. 
 
Να δώσετε µια εκτίµηση του µέσου βάθους νερού h  στη ρηχή περιοχή, µετά το όριο της 
υφαλοκρυπίδας. Να θεωρήσετε ότι στην εξεταζόµενη περιοχή δεν υπάρχουν ρεύµατα, και ότι 
το βάθος στη ρηχή περιοχή είναι περίπου σταθερό. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

όριο υφαλοκρηπίδας 

ΒΑΘΥ  ΝΕΡΟ 

ΡΗΧΟ  ΝΕΡΟ 

h  

312m 200m 

ΒΑΘΥ  ΝΕΡΟ 

ΡΗΧΟ  ΝΕΡΟ h  

z 

x 
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Ασκηση 5: Απλός αρµονικός κυµατισµός βαρύτητας κυκλικής συχνότητας ω , µεταδίδεται 
από περιοχή βάθους 1h  σε περιοχή βάθους 12 hh < , όπως φαίνεται στο σχήµα. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Εξ' αιτίας της απότοµης µεταβολής του βάθους του νερού στην θέση 0=x , τµήµα )( R  της 
συνολικής ροής της κυµατικής ενέργειας ανακλάται προς τα πίσω και τµήµα )(T  διαδίδεται 
προς τα δεξιά, στην περιοχή νερού µικρότερου βάθους )0( >x , όπως φαίνεται και στο σχήµα. 

Θεωρώντας γνωστό το πλάτος 1a  του προσπίπτοντος κυµατισµού και λαµβάνοντας υπ' όψιν 
τις ακόλουθες φυσικές απαιτήσεις 
 
i) Η µορφή ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας )( txz ;η=  είναι συνεχής στην θέση 0=x , 
ii)  Η ροή της κυµατικής ενέργειας (ισχύος) από κάθε κατακόρυφη τοµή (πριν ή µετά την 

απότοµη αλλαγή βάθους του νερού) διατηρείται σταθερή, 
 
να προσδιορίσετε τη σχέση που παρέχει το πλάτος ανύψωσης του κυµατισµού στην περιοχή 
του νερού µικρού βάθους )0( >x  συναρτήσει των χαρακτηριστικών του προσπίπτοντος 
κυµατισµού. 
 
Ασκηση 6: Πλοίο µήκους m100=L  ταξιδεύει µε ταχύτητα 15 Knots (1 knot ≅ 0.51 m/s) µε 
κατεύθυνση προς Βορρά (Ν). Στην περιοχή επικρατούν κυµατισµοί χαρακτηριστικού µήκους 
κύµατος m30=λ , διαδιδόµενοι από Βορειοανατολικά (ΝΕ) προς Νοτιοδυτικά (SW). Οι 

κυµατισµοί προσπίπτουν υπό γωνία 
o

30=β  ως προς τη διεύθυνση κίνησης του πλοίου (βλ. 

σχήµα). Θεωρώντας το νερό βαθύ, να βρείτε τη συχνότητα των κυµατισµών wω  (θεωρώντας 

του αρµονικούς), και τη συχνότητα ταλάντωσης του πλοίου sω  κατά τη διάρκεια της κίνησης 

του στην περιοχή. Είναι ίδιες ή διαφορετικές οι συχνότητες wω  και sω ; 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

o
30=β  

m100=L  

kn15=sU  m30=λ  

κύµα 

2hz −=  

1hz −=  

x 
T  R  

z 
1

a  

προσπίπτ

ων  
ανακλώµεν

ος   
κυµατισµό

διαδιδόµεν

ος  
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Ασκηση 7: Κύλινδρος ακτίνας a  κινείται µέσα στο νερό µεγάλου βάθους µε µεταφορική 
ταχύτητα U . Ο κύλινδρος κινείται παράλληλα προς την ελεύθερη επιφάνεια του νερού και το 
κέντρο απέχει από αυτήν την απόσταση d  (βλ. σχήµα). Το πεδίο ροής µπορεί να θεωρηθεί 
διδιάστατο. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
α) Να περιγράψετε ποιοτικά, µε τη βοήθειά ενός σκαριφήµατος, τη µορφή της ελεύθερης 

επιφάνειας. 
β) Να προσδιορίσετε το µήκος κύµατος λ  και τη διεύθυνση δια΄δοσης του δηµιουργούµενου 

κυµατισµού βαρύτητας. 
γ) Τί αναµένεται να συµβεί όταν η απόσταση d  αυξάνεται; 
 
 
Παραδείγµατα – Λυµένες ασκήσεις  Κεφαλαίου  5 
 
Παράδειγµα 1: Υπενθυµίζεται η γενική µορφή της σχέσεως διασποράς για την περίπτωση 
αλληλεπίδρασης κύµατος-ρεύµατος, παρουσία και των επιδράσεων της επιφανειακής τάσης: 
 

   

2

03

2
)()()()(











±=














+ kh

gh

U

g

h
khkh

gh
kh ω

τ
tanh

~
.                (1) 

 
α)  Ποιά  είναι η ερµηνεία του διπλού προσήµου )(±  που εµφανίζεται στην ανωτέρω σχέση; 
β)  Πώς διαµορφώνεται η ανωτέρω σχέση όταν ∞→h ; 
γ)  Με τη βοήθεια της σχέσεως διασποράς να προσδιορίσετε τη φασική ταχύτητα c  

συναρτήσει του µήκους κύµατος λ , για νερό ενδιαµέσου βάθους και για βαθύ νερό. 
δ) Nα προσδιορίσετε την ταχύτητα οµάδας. Ποιά είναι η φυσική σηµασία αυτής;  
ε) Να εκτιµήσετε τη σχετική σηµασία των διαφόρων όρων που εµφανίζονται στη σχέση (1) 

για σχετικώς µεγάλα κύµατα σε ενδιάµεσο και µεγάλο βάθος νερού, (δηλαδή για τις 
περιπτώσεις που ενδιαφέρουν περισσότερο σε εφαρµογές θαλάσσιας τεχνολογίας). Πώς 
απλοποείται σ' αυτήν την περίπτωση η σχέση διασποράς; ∆ίδεται η τιµή του συντελεστή 

επιφανειακής τάσεως του νερού σε θερµοκρασία 25οC: /secm107
35−

⋅=τ~ . 

Υπόδειξη: Για να εκτιµήσετε τη σχετική σηµασία των διαφόρων όρων που εµφανίζονται 
στη σχέση (1) σε νερό ενδιαµέσου βάθους, µπορείτε να βρείτε πως διαµορφώνονται οι 

αριθµητικές τιµές των αδιάστατων συντελεστών 
2

gh/~τξ = , ghv /ω= , και 

ghUF /0=  για ορισµένες ενδεικτικές τιµές των κυµατικών παραµέτρων. Μπορείτε να 

λάβετε υπ' όψιν σας τα ακόλουθα σχόλια. Είναι λογικό να υποθέσουµε ότι m5>h , διότι 
για µικρότερο βάθος και σχετικώς µεγάλα κύµατα καθίστανται έντονα διάφορα µη 

d  

a2  

U  
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γραµµµικά φαινόµενα, τα οποία δεν έχουν ληφθεί υπ' όψιν στην παρούσα θεωρία. Η 
εκφραση "σχετικώς µεγάλα κύµατα" βολεύει να ερµηνευθεί ως "κύµατα µε σχετικώς 
µεγάλη περίοδο", π.χ. sec2>T  (γιατί;). Η ταχύτητα ρεύµατος στη θάλασσα κυµαίνεται 
συνήθως από 0 έως 1m/sec. Αντιστοίχως µπορείτε να εργασθείτε για την περίπτωση νερού 
µεγάλου βάθους, ξεκινώντας από την κατάλληλη µορφή της σχέσεως διασποράς. 

 
Λύση: α) Το πρόσηµο )(−  στην εξίσωση (1) ισχύει στην περίπτωση όπου ο κυµατισµός 
διαδίδεται οµόρροπα προς το ρεύµα, ενώ το πρόσηµο (+) στην αντίθετη περίπτωση. 
 
β) Για να βρούµε πώς διαµορφώνεται η σχέση (1) όταν ∞→h , διαιρούµε πρώτα και τα δύο 
µέλη µε h , οπότε παίρνουµε 
 

 gkUkh
g

k
k /tan~ 2

0

3

)()( ±=⋅













+ ωτ .        (1) 

 
Οµως, όταν ∞→h , τότε 1)( →khtan , οπότε η ανωτέρω σχέση διαµορφώνεται ως εξής: 
 

 
32

0 )( kgkkU τω ~+=± ,   








−

+

οµόρροπα ρεύµα-κύµα:

αντίρροπα ρεύµα-κύµα:
   (2) 

 
γ) Η φασική ταχύτητα του κυµατισµού δίδεται από τη σχέση kc /ω= . Για νερό ενδιαµέσου 
βάθους η σχέση (1) µας δίδει 
 

        kUkhkkg 0

3
)( ∓tanh~ 





 += τω ,  









+

−

οµόρροπα ρεύµα-κύµα:

αντίρροπα ρεύµα-κύµα:
.            (3) 

 
Συνεπώς, η φασική ταχύτητα του κυµατισµού θα είναι  
 

  0)( Ukhkk
g

k
c ∓tanh~ 





 +== τ

ω
,  









+

−

οµόρροπα ρεύµα-κύµα:

αντίρροπα ρεύµα-κύµα:
,     (4) 

 
εκ της οποίας, αντικαθιστώντας τον κυµαταριθµό k  µε λπ /2 , βρίσκουµε 
 

0

22

2
)( U

hg
c ∓
















+=

λ
π

λ
π

τ
π
λ

λ tanh~ ,  








+

−

οµόρροπα ρεύµα-κύµα:

αντίρροπα ρεύµα-κύµα:
.       (5) 

 
Για νερό µεγάλου βάθους )( ∞→h  έχουµε ότι 1)2( →λπ /tanh h , οπότε η σχέση (5) µας 
δίδει 
 

 0

2

2
U

g
c ∓

λ
π

τ
π
λ

λ ~)( +=∞ ,  








+

−

οµόρροπα ρεύµα-κύµα:

αντίρροπα ρεύµα-κύµα:
   (6) 

 
Στην ίδια σχέση καταλήγουµε και αν ξεκινήσουµε από τη σχέση διασποράς του βαθού νερού 
(2). 
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ε) Βρήκαµε από την απάντηση του ερωτήµατος γ) την συνθήκη 
 

  
2

0)( Ukhk
k

g
<








+ tanh~τ  

 
Υποθέτοντας ότι το νερό είναι βαθύ (υπόθεση που θα ελεγχθεί εκ των υστέρων), θέτουµε 

tanh( )kh ≈ 1. Τότε η ανωτέρω ανισότητα γίνεται 
 

 ⇔<







+

2

0Uk
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             ⇔≡<+⇔
2

2

0

2

)(1
F

gh

U

gh

kh

kh

τ~
 )()(1

22
khFkhT ⋅<⋅+ , 

 
όπου, για βάθος mh 10= , οι αδιάστατες ποσότητες F  (αριθµός Froude) και T  έχουν τις 
τιµές: 
 

  100 .==
gh

U
F      και  

8
5

2
107

819100

107 −
−

⋅=
⋅

⋅
==

.

~

gh
T

τ
. 

 
Η τελευταία ανισότητα γράφεται τελικά στη µορφή 
 

    010)()(
22

<+⋅−⋅ khFkhT , 
 
από την οποία προκύπτει ότι η ποσότητα )( kh  πρέπει να βρίσκεται µεταξύ των ριζών του 

αντίστοιχου τριωνύµου: 
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Εποµένως, το φαινόµενο διατηρεί τον κυµατικό του χαρακτήρα στις περιοχές 

m0004401 .=< λλ  (όπου κυριαρχεί η επίδραση επιφανειακής τάσεως) και m6202 .=> λλ  

(όπου κυριαρχεί η επίδραση βαρύτητας). Και στις δύο περιπτώσεις )( 21 ,λ  το µήκος κύµατος 

που υπολογίζεται είναι πολύ µικρό ώστε να επαληθεύεται η υπόθεση 1>>kh !! 
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Παραδείγµα 2:  Να διερευνήσετε τη σχέση διασποράς )11( .Π  αµελώντας την επίδραση της 
επιφανειακής τάσης (δηλαδή θέτοντας 0=τ~ ). Το κεντρικό ερώτηµα που πρέπει να εξετασθεί 
στα πλαίσια της ζητούµενης διερεύνησης είναι τα εξής: ∆εδοµένης της κυκλικής συχνότητας 
ω  (ή της περιόδου T ), πόσες και ποιές είναι οι επιτρεπτές τιµές του κυµαταριθµού K  (ή του 
µήκους κύµατος λ ), οι οποίες προκύπτουν από τη σχέση διασποράς; 
 
Να εξετάσετε ξεχωριστά τις περιπτώσεις: 
α) Κύµα και ρεύµα οµόρροπα, 
β) Κύµα και ρεύµα αντίρροπα. 
 
Λύση: α) Οταν το κύµα και το ρεύµα είναι οµόρροπα και 0=τ~ , η σχέση διασποράς γίνεται 

 )()()( 0 kh
gh

U
khkhgh +⋅= tanh/ω .        (1) 

Θέτοντας ukh=  και Ugh =/ω , η (1) γράφεται στη µορφή 

 

 uFuuU ⋅+⋅= tan ,          (2) 
 

όπου ghUF /0=  είναι ένας αριθµός Fronde  

 

Παράδειγµα 3: Απλός αρµονικός κυµατισµός βαρύτητας, κυκλικής συχνότητας ω , 
διαδίδεται από την περιοχή νερού µεγάλου βάθους προς την ακτή (βλ. σχήµα). Το µήκος και 
ύψος του κυµατισµού στο βαθύ νερό είναι m120== ∞λλ  και maa 222 == ∞ , αντίστοιχα. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ποιό είναι το πλάτος, το µήκος και η φασική ταχύτητα του κυµατισµού στη ρηχή περιοχή, 
όπου το βάθος του νερού είναι mh 30= ; Τι υποθέσεις, πέραν της γραµµικότητας, 
χρειαζόµαστε για να υπολογίσουµε τα ανωτέρω µεγέθη;  
 
Λύση: Προκειµένου να συνδέσουµε τα χαρακτηριστικά του κύµατος στο ρηχό νερό µε 
αντίστοιχα χαρακτηριστικά του όταν αυτό βρίσκεται (σε προγενέστερες στιγµές) στο βαθύ 
νερό (χωρίς να διατυπώσουµε και να επιλύσουµε το πλήρες πρόβληµα συνοριακών τιµών που 
εµπλέκει την ακριβή µορφή του πυθµένα), απαιτείται να ισχύουν οι ακόλουθες απλοποιητικές 
προϋποθέσεις: 
 

ΒΑΘΥ  
ΝΕΡΟ 

mh 30=  
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• Η ρήχωση είναι πολύ οµαλή έτσι ώστε το βάθος να µπορεί να θεωρηθεί πρακτικά σταθερό 
σε αρκετά µήκη κύµατος. (Αργά µεταβαλλόµενη βαθυµετρία ως προς το µήκος κύµατος). 

• Οι απώλειες ενέργειας, π.χ. λόγω τριβής στον πυθµένα ή/και λόγω θραύσης των κυµάτων 
στην επιφάνεια, είναι µικρές, έτσι ώστε να µπορούν να αγνοηθούν. 

 
Υπό τις δύο αυτές προϋποθέσεις µπορούµε να δώσουµε την ακόλουθη προσεγγιστική λύση 
του ανωτέρου προβλήµατος. 
∆εδοµένου ότι η απόκριση γραµµικών συστηµάτων σε αρµονική διέγερση είναι αρµονική µε 
την ίδια συχνότητα, η συχνότητα του κυµατισµού καθώς κινείται προς την ακτή παραµένει 
σταθερή. Από την σχέση διασποράς των κυµατισµών βαρύτητας στο βαθύ νερό λαµβάνουµε 

 

sec/.. radsm
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ggk 71670819
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Η φασική ταχύτητα στο βαθύ νερό δίδεται από τη σχέση 
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Στην περιοχή του ρηχού νερού, όπου το βάθος είναι περίπου 30m, ισχύει η σχέση διασποράς 
 

571)()(
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03303030

2
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Η ανωτέρω εξίσωση, λυόµενη ως προς την αδιάστατη παράµετρο hk30  µε επαναλήψεις (ή 

γραφικά), µας δίδει 683130 .=hk , άρα 
1

30 05610
−

= mk . , και  
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k
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30
30 ==

π
λ        . 

 
Η φασική ταχύτητα του κυµατισµού στην περιοχή βάθους 30m προκύπτει άµεσα από τη σχέση 
     

sm
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k
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.
===

ω
      . 

 
Υπό τις προϋποθέσεις που αναφέραµε στην αρχή, µπορούµε να προσδιορίσουµε το πλάτος 30a  

του κυµατισµού στην περιοχή µε mh 30= , χρησιµοποιώντας τη διατήρηση της ενέργειας. 
Η ροή της κυµατικής ενέργειας (ισχύος) που διέρχεται από κατακόρυφη διατοµή στην περιοχή 
νερού µεγάλου βάθους είναι: 
 

∞∞

∞

= cga
t

W 2

4

1
ρ

∂

∂
 . 

 
Αντιστοίχως, η ροή της κυµατικής ενέργειας (ισχύος) που διέρχεται από κατακόρυφη διατοµή 
στην περιοχή βάθους mh 30=  είναι: 
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Εφ' όσον οι απώλειες ενέργειας µπορούν να θεωρηθούν αµελητέες θα ισχύει ότι  
 

1 1
2 2 2 230
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30 3030
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sinh (2 ) 14.464
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και άρα 
       

30 0.94 0.94a a m∞= ⋅ = . 



 
 
 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ       6 

 
 

 

Επιφανειακοί κυµατισµοί βαρύτητας και ακουστικά κύµατα:  
Λύσεις των κυµατικών εξισώσεων σε κυµατοδηγό µε επίπεδα 
σύνορα 

 
 

 
 
 
 

6.1  Γενικά 

6.2  Το γραµµικοποιηµένο αρµονικό πρόβληµα σε ηµιάπειρη λωρίδα ρευστού  

6.3  Το κατακόρυφο πρόβληµα ιδιοτιµών (πρόβληµα Sturm-Liouville) 

6.4  Αναλυτική επίλυση του κατακορύφου προβλήµατος ιδιοτιµών στην 

περίπτωση οµογενούς κυµατοδηγού ( =k  σταθερό και =µ  σταθερό) 

6.5  Η γενική αναπαράσταση της λύσεως του προβλήµατος σε ηµιάπειρη 

λωρίδα. Επίπεδα κύµατα 
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6.1 Γενικά 

 

Στο παρόν κεφάλαιο θα κατασκευασθεί η γενική αναπαράσταση της λύσεως του χρονικά 

αρµονικού, γραµµικοποιηµένου προβλήµατος σε οµογενή κυµατοδηγό οριζοντίως σταθερών 

παραµέτρων. Ειδικώτερα, θα περιγράψουµε την κατασκευή της γενικής έκφρασης της λύσεως του 

προβλήµατος  

(i) στην ηµιάπειρη λωρίδα σταθερού βάθους ( ){Λa x z x a= ≥, , ,ψ (ή x a≤ ),  

}− ∞ < < ∞ − ≤ ≤ψ , h z 0 , σε καρτεσιανό συντεταγµένων, βλ. Σχήµα  6.1 , και 

(ii) στον άπειρο εξωτερικό κύλινδρο ( ){ }K r z r a h za = ≥ ≤ < − ≤ ≤, , , , , ,θ θ π0 2 0 σε κυλινδρικό 

σύστηµα συντεταγµένων, βλ. Σχήµα 6.2. 

 

Η κατασκευή της γενικής αναπαραστάσεως της λύσεως σε οµογενή κυµατοδηγό οριζοντίως 

σταθερών παραµέτρων παρουσιάζει µεγάλη σηµασία διότι, πέραν της φυσικής κατανόησης του 

φαινοµένου που µας προσφέρει, µας επιτρέπει στη συνέχεια να προσδιορίζουµε µε σαφήνεια και 

επάρκεια τις συνθήκες ακτινοβολίας (radiation conditions) του κυµατικού προβλήµατος σε γενικό 

κυµατοδηγό. Οι συνθήκες ακτινοβολίας συµπληρώνουν την µαθηµατική διατύπωση και 

εξασφαλίζουν την επιλυσιµότητα του γενικού γραµµικού προβλήµατος κυµατικής διάδοσης σε 

κυµατοδηγό µε οριζόντια µεταβαλλόµενες παραµέτρους. Το θέµα αυτό εξέταζεται διεξοδικά στο 

επόµενο κεφάλαιο. 

 

Και στις δύο περιπτώσεις που θα εξετασθούν θεωρούµε οµογενή, άπειρο σε έκταση κυµατοδηγό 

οριζοντίως σταθερών παραµέτρων. Αυτή η απαίτηση συνεπάγεται αµετάβλητη βαθυµετρία (και 

στις δύο περιπτώσεις το βάθος του νερού είναι h = σταθερό), σταθερή πυκνότητα νερού ( =ρ  

σταθερό), και κατανοµή της ταχύτητας του ήχου στο νερό ( )c z  που δεν µεταβάλλεται οριζοντίως 

(
∂
∂

∂
∂

c

x

c

y
= = 0 και 

∂
∂

∂
∂θ

c

r

c
= = 0,  αντίστοιχα). 
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Σχήµα 6.1.  Καρτεσιανό σύστηµα  Σχήµα 6.2.  Κυλινδρικό σύστηµα  

συντεταγµένων.  Ηµιάπειρη λωρίδα   συντεταγµένων.  Εξωτερικός κύλινδρος 

( )








≤≤−∞<<∞−

≥
=

0zh,y

,ax:z,y,x
aΛ  

( )
0 2 0 2

a

r, ,z : r a,
K

, ,

θ

θ π θ π

≥  
=  

≤ < ≤ ≤  
 

 

Οι ανωτέρω υποθέσεις µεταφέρονται αυτούσιες και στις κυµατικές παραµέτρους του 

µονοχρωµατικού προβλήµατος (δηλαδή του κυµατικού προβλήµατος που αντιστοιχεί σε δεδοµένη 

συχνότητα, ω =  σταθερή), δηλαδή 

 

µ
ω

= =
2

g
σταθερό  ⇒ = =

∂µ
∂

∂µ
∂x y

0,    ή         
∂µ
∂

∂µ
∂θr

= = 0,  και                         (1)  

 

( )
( )

,
y

k

x

k

zc
zk 0==⇒=

∂
∂

∂
∂ω

      ή          
∂
∂

∂
∂θ

k

r

k
= = 0  .                          (2) 

 

 

Επιπροσθέτως, θεωρούµε, ότι το κυµατικό πεδίο διεγείρεται στις περιοχές Λ a  και aK  από 

παράλληλο επίπεδο και κυλινδρικό κύµα, αντίστοιχα  Το διεγείρον αίτιο του κυµατικού 

φαινόµενου που εξετάζουµε µπορεί να είναι κύµα που εισέρχεται (δηλαδή προσδίδει κυµατική 

ενέργεια) ή κύµα που εξέρχεται (δηλαδή  αφαιρεί κυµατική ενέργεια) στις περιοχές Λa  και aK .  

Μπορεί επίσης να είναι ένας γραµµικός συνδυασµός από ένα εισερχόµενο και ένα εξερχόµενο 

x 

y 

c(z) ρ=σταθ. 

z 

θ 

r 

z=-h 

x 

y 

c(z) ρ=σταθ. 

z 

z=-h 
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κύµα, µε διαφορετικά χαρακτηριστικά πλάτους και φάσης, στις συνοριακές επιφάνειες x a=  και 

r a= , αντίστοιχα. Έτσι, τόσο οι κυµατικές παράµετροι µ  και k  όσο και το διεγείρον αίτιο δεν 

εξαρτώνται από την εγκάρσια συντεταγµένη y  στην περίπτωση της ηµιάπειρης λωρίδας Λa . 

Οµοίως, οι κυµατικές παράµετροι και το διεγείρον αίτιο δεν εξαρτώνται από την γωνία αζιµουθίου 

θ  στην περίπτωση του άπειρου εξωτερικού κυλίνδρου aK .  

 

Κατ’αυτόν τον τρόπο επιτυγχάνουµε πρακτικά τον περιορισµό της θεώρησης µας στις δύο 

διαστάσεις. Στην µέν περίπτωση της λωρίδας Λ a  το κυµατικό πεδίο είναι ανεξάρτητο από την 

εγκάρσια συντεταγµένη 
∂
∂
Φ
y

=








0 , στη δε περίπτωση του κυλίνδρου Κ a  το κυµατικό πεδίο είναι 

ανεξάρτητο της γωνίας αζιµουθίου ∂Φ
∂θ =


 


0 . Στην τελευταία περίπτωση οµιλούµε για αξονικά 

συµµετρικό κυµατικό πεδίο ( )θΦΦ ,r= .  

 

Στην περίπτωση του χρονικά  αρµονικού, γραµµικοποιηµένου προβλήµατος το κυµατικό δυναµικό 

στις ηµιάπειρες λωρίδες ρευστού aαναπαρίσταται, γενικώς, στην ακόλουθη µορφή: 

 

( ) ( ) ( ){ }tiexp,k;z,xRet;z,x ωµϕΦ −= ,                           (3) 

 

όπου χρησιµοποιήθηκε και η ιδιότητα ανεξαρτησίας του πεδίου από την εγκάρσια (y) 

συντεταγµένη. Στην Εξίσωση (3), ( )µϕ ,k;z,x  δηλώνει το µιγαδικό πλάτος του κυµατικού πεδίου, 

η οποία είναι συνάρτηση των χωρικών (ανεξάρτητων) µεταβλητών ( )z,x  και είναι παραµετρικά 

εξαρτώµενη από τις κυµατικές παραµέτρους ( )µ,k  των εσωτερικών (ακουστικών) και των 

επιφανειακών κυµάτων. Αντίστοιχα στην περίπτωση του εξωτερικού κυλίνδρου 

( ){ }K r z r a h za = ≥ ≤ < − ≤ ≤, , , , , ,θ θ π0 2 0 το  κυµατικό δυναµικό γράφεται στην ακόλουθη 

µορφή 

 

                          ( ) ( ) ( ){ }x,r;t Re x,r;k, exp i tΦ ϕ µ ω= − .                               (4)  
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6.2 Το γραµµικοποιηµένο αρµονικό πρόβληµα σε ηµιάπειρη λωρίδα ρευστού  

 

Στο παρόν εδάφιο θα ασχοληθούµε µε την κατασκευή της γενικής αναπαράστασης της λύσεως  

( )µϕ ,k;z,x  του χρονικά αρµονικού γραµµικοποιηµένου προβλήµατος στην θετική ηµιάπειρη 

λωρίδα ρευστού ( ){ }0<<−∞<<∞−∞<<= zh,y,xa:z,y,xaΛ , οριζοντίως σταθερών 

παραµέτρων, βλ. Σχήµα 4.1. Η λύση στην περίπτωση της αρνητικής ηµιάπειρης λωρίδας 

( ){ }0<<−∞<<∞−<<∞−= zh,y,ax:z,y,xaΛ  προκύπτει κατ’αντιστοιχίαν. 

 

Σύµφωνα µε την ανάλυση που παρουσιάσθηκε στο Κεφ. 3, η διαφορική διατύπωση του 

προβλήµατος που εξετάζεται, γράφεται στην ακόλουθη µορφή: 

 

( )∇ + = = > ∈2 2 0 0ϕ ϕ
ω

k k
c

x z a, , , Λ ,                            (1α) 

2

0 0 0, , z
z g

∂ϕ ω
µϕ µ

∂
− = = > = ,                                         (1β) 

hz,
zn

−=== 0
∂

ϕ∂
∂

ϕ∂
,                                                             (1γ) 

 

όπου ( )
( )

k z
c z

=
ω

 η παράµετρος των ακουστικών κυµάτων και 
g

2ω
µ =   η παράµετρος των 

επιφανειακών κυµάτων (βαρύτητας). Όπως ήδη έχει αναφερθεί, οι ανωτέρω παράµετροι, όπως και 

η γεωµετρία των συνόρων, υποτίθενται οριζοντίως αµετάβλητες. Οι ανωτέρω εξισώσεις 

συµπληρώνονται από την απαίτηση του φραγµένου για το κυµατικό πεδίο και τις παραγώγους του  

στο άπειρο 

 

321 C
z

C
x

C <
∂

∂
<

∂

∂
<

ϕϕ
ϕ ,,  ,   για     x → ∞  ,                                   (1δ) 

 

όπου  321 C,C,C  είναι αυθαίρετες σταθερές. 

 

Η διαδικασία που θα ακολουθήσουµε για την επίλυση του προβλήµατος είναι η ακόλουθη: 

1.  Εφαρµόζοντας τη µεθόδο χωρισµού µεταβλητών θα κατασκευάσουµε την γενική λύση του 

προβλήµατος που απαρτίζεται από τις Εξισώσεις (1α), (1β) και (1γ). 



 222 

2.  Από το σύνολο των λύσεων του ανωτέρω µερικού προβλήµατος θα επιλέξουµε τις λύσεις 

εκείνες οι οποίες, επιπλέον, ικανοποιούν την απαίτηση φραγµένου (1δ). 

 

∆ιαδικασία χωρισµού µεταβλητών: 

 

Θεωρούµε το ακόλουθο, µερικό πρόβληµα: 

 

( ) azzxx z,x,k,, Λϕϕϕ ∈=++ 02      ,                                                  (2α) 

 

,,z 0=−µϕϕ    στην ελεύθερη επιφάνεια z = 0 ,                                    (2β) 

 

0=z,ϕ ,                      στον πυθµένα z h= −  .                           

(2γ) 

 

 

Στην συνέχεια, αναζητούµε λύσεις της µορφής 

 

( ) ( ) ( )zZxXz,x ⋅=ϕ  .                               (3) 

 

Αντικαθιστώντας την µορφή (3) στην εξίσωση Helmholtz (2α) παίρνουµε  

 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

2

0
X x Z z k z Z z

X x Z z
X x Z z

 ′′ ′′ + ⋅ 
⋅ ⋅ + = 

  
,                (4) 

 

από την οποία συνάγουµε ότι για  ( ) 0≠xX  και  ( ) 0≠zZ  θα πρέπει ισοδύναµα να ισχύει 

 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

−
′′

=
′′ + ⋅

=
X x

X x

Z z k z Z z

Z z
kn

2
2   .                             (5) 

 

Στην ανωτέρω εξίσωση 2
nk  δηλώνει τις πραγµατικές σταθερές χωρισµού µεταβλητών, πράγµα που 

όµως αφήνει περιθώριο στις ρίζες αυτών να είναι µιγαδικές σταθερές ( )k Cn ∈ .  
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Αντικαθιστώντας την µορφή (3) στις συνοριακές συνθήκες ελεύθερης επιφάνειας (2α) και πυθµένα 

(2β)  λαµβάνουµε 

 

( ) ( ) ( ){ }X x Z z Z z z⋅ ′ − = =µ 0 0,  ,                                                  (6) 

 

και 

 

( ) ( )X x Z z z h⋅ ′ = = −0,  ,                                       (7) 

 

αντιστοίχως. 

 

Σε όλες τις ανωτέρω σχέσεις ο τόνος ( ΄ )  δηλώνει παραγώγιση της αντίστοιχης συναρτήσεως ως 

προς την µεταβλητή από την οποία εξαρτάται. Από το πρώτο τµήµα της εξισώσεως (5)  εύκολα 

παράγεται  η ακόλουθη  οριζόντια εξίσωση: 

 

( ) ( )′′ + ⋅ =X x k X xn
2 0  .                              (8) 

 

Από το δεύτερο τµήµα της εξισώσεως (5), σε συνδυασµό µε τις εξισώσεις (6) και (7), λαµβάνουµε 

το ακόλουθο κατακόρυφο πρόβληµα συνοριακών τιµών, µε ελεύθερη παράµετρο ( 2
nk ):  

 

( ) ( )( ) ( )′′ + − = − < <Z z k z k Z z h zn
2 2 0 0, ,                                                                      (9α) 

( ) ( )′ − = =Z z Z z zµ 0 0, ,                                                            (9β) 

( )′ = =−Z z z h0, ,                                       (9γ) 

 

το οποίο θα εξετασθεί αναλυτικώτερα στην συνέχεια. 

 
 

6.3 Το κατακόρυφο πρόβληµα ιδιοτιµών (πρόβληµα Sturm-Liouville) 

Από τη βιβλιογραφία, βλ. π.χ. Coddington & Levinson (1955, Chapter 7), Morse & Feshbach 

(1953), είναι γνωστό ότι το πρόβληµα (7) συνιστά ένα οµαλό, αυτοσυζυγές πρόβληµα ιδιοτιµών 

στο φραγµένο διάστηµα [ ]z h∈ − , 0  (regular, self-adjoint eigenvalue problem on a finite interval). 
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Το πρόβληµα αυτό είναι γνωστό και ως οµαλό, Sturm-Liouville πρόβληµα ιδιοτιµών. Στην 

συνέχεια θα αναφερόµαστε στο σύστηµα (9) χρησιµοποιώντας τον όρο κατακόρυφο πρόβληµα 

ιδιοτιµών.  

 

Υπό την υπόθεση ότι η κατανοµή της ταχύτητας του ήχου ( )c z  και, κατά συνέπεια, η  κυµατική 

παράµετρος ( )
( )

k z
c z

=
ω

, είναι συνεχείς συναρτήσεις στο κατακόρυφο διάστηµα [ ]− h, 0  

( ) ( ) [ ]( )0c z , k z C h,∈ − , θα αναφερθούµε συνοπτικά στη συνέχεια, σε µία σειρά από πολύ 

σηµαντικές ιδιότητες που διαθέτει το σύστηµα των λύσεων του κατακορύφου προβλήµατος 

ιδιοτιµών. Οι ιδιότητες αυτές έχουν καθοριστική σηµασία για την περαιτέρω µελέτη του 

εξεταζοµένου προβλήµατος, επιπλέον δε βρίσκουν και πλήθος άλλες χρήσιµες εφαρµογές, όπως θα 

φανεί σε επόµενα κεφάλαια. Υπενθυµίζουµε εδώ ότι στην εξεταζόµενη περίπτωση η επιφανειακή 

κυµατική παράµετρος µ
ω

=
2

g
 εξαρτάται µόνον από τη συχνότητα ω  και, κατά συνέπεια, είναι µία 

θετική πραγµατική σταθερά ( +∈ Rµ ). 

 

Ιδιότητες του κατακορύφου προβλήµατος ιδιοτιµών 

 
(i)  Οι ιδιότιµες 2

nk  του προβλήµατος είναι πραγµατικές και άπειρες το πλήθος. Το απειροσύνολο 

{ }2
nk  είναι αριθµήσιµο και δεν παρουσιάζει άλλο σηµείο συσσωρεύσεως εκτός από το −∞ . 

Θεωρούµε στην συνέχεια το σύνολο { }2
nk  αναδιαταγµένο κατά φθίνουσα σειρά, έτσι ώστε 2

0k  

να είναι η µέγιστη (πιθανόν θετική) ιδιοτιµή και −∞=
∞→

2
n

n
klim . Κατ’ αυτόν τον τρόπο, και 

εξαιρώντας την ειδική περίπτωση κατά την οποία για κάποια συχνότητα ω πιθανόν να συµβεί 

κάποια ιδιοτιµή να µηδενίζεται, έχουµε πάντα την δυνατότητα να διαχωρίσουµε το σύνολο { }2
nk  

σε δύο υποσύνολα, ένα πεπερασµένο και ένα απειροσύνολο ως ακολούθως: 

 

{ } { } { } ∞+=== = ,NnnN,Onn...,nn kkk 1
22

10
2

∪ ,                                         (1) 

 

όπου 2
Nk  η ελάχιστη θετική ιδιοτιµή, δηλαδή 02 >nk , για N,...,n 10= , και 02 <nk , για 

,....N,Nn 21 ++=  . Η διάταξη των ιδιοτιµών του κατακορύφου προβλήµατος απεικονίζεται στο 

Σχήµα 6.3. 
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Σχήµα 6.3 ∆ιάταξη των ιδιοτιµών { }2
nk  του κατακορύφου προβλήµατος στην 

πραγµατική ευθεία, και των αριθµών { }nk  στο µιγαδικό επίπεδο. 

 

 

(ii) Σε κάθε ιδιοτιµή ,...,,n,kn 2102 =  αντιστοιχεί µία ιδιοσυνάρτηση ( )Z z nn , , , ...= 01 2  . Οι 

ιδιοσυναρτήσεις ( ){ }Z zn n=0 1, ...
   είναι αµοιβαία ορθογώνιες, δηλαδή ισχύει  

 

( ) ( )∫
=

−=






≠

=
=⋅==

0
2

2

0

z

hz

n
nnmmnmn

mn,

mn,Z
ZdzzZzZZ,Z δ                                                         (2) 

 

όπου ( )

210

2

/z

hz

nn dzzZZ













= ∫

=

−=

  η 2L -νόρµα της ιδιοσυναρτήσεως ( )zZn , και nmδ  δηλώνει το 

δέλτα του Krοnecker. 

 

Απόδειξη  της ιδιότητας (ii) 

2
5Nk +  2

4Nk +  2
3Nk +  2

2Nk +  2
1Nk +……….. 

2
0k  2

1k  2
2k  

....
 

2
Nk

2
2

2
k

c

ω
=  

k
c

ω
=  

0k  

{ }nRe k  

{ }nIm k

1k  
2k  

....
 Nk

1Nk +

....
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Εφαρµόζοντας την εξίσωση (6.2-9α) για δύο διαφορετικές ιδιοσυναρτήσεις ( )zZn  και ( )zZm , 

αντίστοιχα, λαµβάνουµε  

 

( ) ( )( ) ( ) 022 =−+′′ zZkzkzZ nnn   ,                            (3α) 

( ) ( )( ) ( ) 022 =−+′′ zZkzkzZ mmm   .                                       (3β) 

 

Σηµειώνουµε εδώ ότι οι ιδιοτιµές 2
nk  και 2

mk  ( 22
mn kk ≠ ) αντιστοιχούν στις ιδιοσυναρτήσεις 

( )zZn  και ( )zZm . 

 

Πολλαπλασιάζοντας το αριστερό και δεξιό µέλος της σχέσεως (3α) µε την ιδιοσυνάρτηση 

( )zZm , και το αριστερό και δεξιό µέλος της σχέσεως (3β), αντίστοιχα, µε την ιδιοσυνάρτηση 

( )zZn , και αφαιρώντας κατά µέλη προκύπτει  η σχέση 

 

( ) mnmnmnnm ZZkkZZZZ ⋅−=′′−′′ 22  .                                         (4) 

 

Η σχέση (4) ισχύει σε όλο το διάστηµα [ ]0,hz −∈ . Ολοκληρώνοντας τη σχέση αυτή στο 

ανωτέρω διάστηµα και εφαρµόζοντας ολοκλήρωση κατά παράγοντες λαµβάνουµε  

 

( ) ( ) ( )
0 0

2 2

0 0
0 0

2 2

1

1

n m n m m n n m
n mh h

m n h n m h m n m n
n m h h

Z , Z Z z Z z dz Z Z Z Z dz
k k

Z Z Z Z Z Z dz Z Z dz ,
k k

− −

− −

− −

′′ ′′= = − =
−

 
′ ′ ′ ′ ′ ′= − − + 

−  

∫ ∫

∫ ∫
                        (5) 

 

όπου ( ) ( )
0z

n m n m

z h

Z ,Z Z z Z z dz
=

=−

= ∫   δηλώνει το εσωτερικό γινόµενο δύο συναρτήσεων στον 

Hilbert χώρο των τετραγωνικά ολοκληρώσιµων συναρτήσεων. 

 

Χρησιµοποιώντας τις οριακές συνθήκες στα άκρα ,z 0=   Εξ. (9β), Εδαφ. 6.2, και hz −= , Εξ. 

(9γ), Εδαφ. 6.2,  του προβλήµατος, λαµβάνουµε  τελικώς από την ανωτέρω σχέση (5) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( ){ } ,ZZZZ
kk

hZhZhZhZZZZZ
kk

ZZ

mnnm
mn

mnnmmnnm
mn

mn

00000
1

0000
1

22

22

=⋅−⋅
−

=

=−′⋅−+−′⋅−−′⋅−′⋅
−

=

µµ
                      (6) 

 

 η οποία είναι η ζητούµενη συνθήκη ορθογωνιότητας των ιδιοσυναρτήσεων. 

 

      Το ορθογώνιο σύστηµα { } ,...,nnZ 10=  µπορεί εύκολα να κανονικοποιηθεί, επανορίζοντας τις 

ιδιοσυναρτήσεις ως ακολούθως 

 

 ( ) ( )
( )

( )

( )
1 20

2

n n
n /z

n

n

z h

Z z Z z
Z z

Z z
Z z dz

=

=−

= =
 
 
 

∫

ɶ .                 (7) 

 

Στην περίπτωση αυτή, από την εξίσωση (2)  προκύπτει ότι το σύνολο { } ,...,nnZ
~

10=  είναι 

ορθοκανονικό, δηλαδή 

 

nm
mn

mn
mn ZZ

Z,Z
Z
~

,Z
~ δ=

⋅
=  .                                                    (8) 

 

 

(iii) Το σύνολο των  ιδιοσυναρτήσεων ( ){ } ...,,nn zZ 210=   και ( ){ } ...,,nn zZ
~

210=  αποτελεί ορθογώνια και 

ορθοκανονική βάση, αντiστοίχως, στον χώρο των συνεχών συναρτήσεων επί του διαστήµατος 

[ ]0,hz −∈ .  Αυτό σηµαίνει ότι µία τυχαία συνεχής συνάρτηση [ ]0,hCf −∈  αναπτύσσεται ως 

προς την ανωτέρω βάση στην ακόλουθη σειρά Fourier: 

 

( ) ( ) ( )zZ
~

Z
~

,fzZ
Z

Z,f
zf n

n

nn

n n

n ∑∑
∞

=

∞

=

=⋅=
00

2 ,                                                  (9) 

 

και το δεξί µέλος της εξισώσεως (9) συγκλίνει οµοιόµορφα στην ( )zf . Εάν, επιπροσθέτως η 

συνάρτηση ( )zf  είναι συνεχώς παραγώγισιµη και ικανοποιεί στα άκρα 0=z  και hz −=  του 
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διαστήµατος τις ίδιες ακριβώς συνοριακές συνθήκες όπως το σύστηµα ( ){ } ...,,nn zZ 210= , δηλαδή τις 

εξισώσεις (9β) και (9γ) του Εδαφ. 6.2, τότε τόσο το ανάπτυγµα στο δεξί µέλος της εξισώσεως 

(9) συγκλίνει οµοιόµορφα στην συνάρτηση ( )zf  στο [ ]0,hz −∈ ,  όσο και το ανάπτυγµα που 

προκύπτει από την όρο-προς-όρο παραγώγιση του δεξιού µέλους της εξ. (9) συγκλίνει στην 

παράγωγο αυτής ( )zf ′  . ∆ηλαδή 

 

( ) ( ) ( )zZ
~

nZ
~

,fzZ
Z

Z,f
zf n

n

n

n n

n ′=′⋅=′ ∑∑
∞

=

∞

= 00

2  .                                                (10) 

 

(iv) Άµεση συνέπεια της προηγούµενης ιδιότητας είναι  η ακόλουθη σχέση για την αναπαράσταση  

της γενικευµένης συναρτήσεως Dirac-δ . Συγκεκριµένα, για ( )0 0z, z h,∈ −  ισχύει  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
0 02

0 0

n n
n n

n nn

Z z Z z
z z Z z Z z

Z
δ

∞ ∞

= =

− = =∑ ∑ ɶ ɶ                          (11) 

 

Απόδειξη της ιδιότητας (iv).  

Θα αποδείξουµε ότι η δράση της γενικευµένης συναρτήσεως που αναπαρίσταται από το δεξί 

µέλος της εξισώσεως (11) επί της τυχαίας συνεχούς συναρτήσεως ( ) [ ]0,hCzf −∈  έχει ακριβώς 

το ίδιο αποτέλεσµα µε τη γνωστή δράση της συναρτήσεως Dirac-δ , δηλαδή 

 

( ) ( ) ( )
0

0 0

z h

z z f z dz f zδ
=−

− ⋅ =∫ ,    για κάθε  ( )0 0z h,∈ − . 

 

Πράγµατι, εναλλάσσοντας τους τελεστές της άθροισης και ολοκλήρωσης λαµβάνουµε  
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Όµως από τη σχέση (9) παρατηρούµε ότι το τελευταίο δεξιό µέλος της εξισώσεως (12) είναι 

ακριβώς ( )0f z , δηλαδή η τιµή της τυχαίας, συνεχούς συναρτήσεως f  στο σηµείο 

( )0 0z h,∈ − . 

 

Εποµένως, 

 

     
( ) ( ) ( ) ( )

0
0

02
0

n n

nz h n

Z z Z z
f z dz f z

Z

∞

==−

 ⋅
  ⋅ ⋅ =
 
 
∑∫ = ( ) ( ) dzzfzz
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o ⋅−∫
−=
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δ  .                    (13) 

 

Αξίζει τέλος να σηµειωθεί εδώ ότι τόσο το σύνολο των ιδιοτιµών { } ,...,nnk 10
2

=  όσο και το σύνολο των 

αντιστοίχων ιδιοσυναρτήσεων ( ){ } ...,,nn zZ 210= του κατακορύφου προβλήµατος εξαρτώνται 

παραµετρικά από τις κυµατικές παραµέτρους του προβλήµατος, καθώς και από το βάθος, δηλαδή 

 

( )( )2 2
n nk k k z , ;hµ=     και    ( ) ( )( )n nZ z Z z;k z , ;hµ= ,  n=0,1,2,….          ,                                 (14) 

 

και µεταβάλλονται κατά συνεχή τρόπο, καθώς οι τιµές των παραµέτρων ( )zk  και  µ µεταβάλλονται 
συνεχώς (όπως π.χ. µπορεί να συµβεί  στην περίπτωση συνεχούς µεταβολής της συχνότητας ω). 
 
 
 

6.4 Αναλυτική επίλυση του κατακορύφου προβλήµατος ιδιοτιµών στην περίπτωση οµογενούς 

κυµατοδηγού ( =k  σταθερό και =µ  σταθερό) 

 

Στην περίπτωση του οµογενούς κυµατοδηγού 






 == σταθερό
c

k
ω

, το κατακόρυφο πρόβληµα 

ιδιοτιµών γράφεται στην ακόλουθη µορφή: 

 

 

( ) ( ) ( ) 0022 <<−=−+′′ zh,zZkkzZ n  ,                         (1α) 

 

,ZZ 0=−′ µ                                   στη θέση 0=z  ,                         (1β) 
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,Z 0=′            στη θέση hz −=  ,                                        (1γ) 

 

Η γενική λύση της δευτεροτάξιας, απλής διαφορικής εξισώσεως (1α) γράφεται στη µορφή  

 

( ) ( ) ( )n n n n nZ z A cos z B sin z ,λ λ= +                   (2) 

 

όπου 22
nn kk −=λ , και   B,A  σταθεροί συντελεστές, οι οποίοι θα προσδιορισθούν στην συνέχεια 

από την εφαρµογή των συνοριακών συνθηκών (1β) και (1γ). Από την εφαρµογή της συνοριακής 

συνθήκης στην ελεύθερη επιφάνεια (1β) προκύπτει 

 

( ) ( )0 0 0 0 n
n n n n

n

A
Z Z B A B

µ
µ λ µ

λ
′ − = ⇒ − = ⇒ = .                          (3) 

Επίσης, από την εφαρµογή της συνοριακής συνθήκης στον πυθµένα (1γ) προκύπτει: 

 

( ) ( ) ( )
( )

0 0n n n n n n

n n n

Z h A sin h B cos h

B A tan h

λ λ λ λ

λ

′ − = ⇒ − − + − =

⇒ = −
               (4) 

 

Απαλείφοντας τον συντελεστή nB  από τις εξισώσεις (3) και (4) καταλήγουµε στην ακόλουθη 

εξίσωση διασποράς 

 

 

( )n ntan hµ λ λ= − ,                              (5α) 

 

η οποία σε αδιάστατη µορφή γράφεται ισοδύναµα  ως ακολούθως 

 

( )htanhh nn λλµ −=  .                             (5β) 

 

Οι ρίζες nλ  της εξισώσεως (5β), οι οποίες στην συνέχεια θα δείξουµε ότι είναι άπειρες το πλήθος, 

εξαρτώνται από την επιφανειακή κυµατική παράµετρο µ  και από το βάθος h  του κυµατοδηγού. 

Εποµένως, οι ιδιοτιµές του κατακορύφου προβλήµατος θα  δίδονται από την σχέση: 
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( ) ( ) ,...,,,n,h,kh,,kkk nnn 21022 =−== µλµ                                         (6) 

 

Οι αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις υπολογίζονται  µε την βοήθεια των σχέσεων (2) και (3) ως εξής: 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
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λ
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−
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                           (7) 

 

 

Παρατηρούµε από την σχέση (7) ότι η γενική έκφραση των ιδιοσυναρτήσεων του κατακορύφου 

προβλήµατος εµπεριέχει τις αντίστοιχες ιδιοτιµές και την απροσδιόριστη πολλαπλασιαστική 

σταθερά nA . Η σταθερά αυτή  µπορεί να προσδιοριστεί µέσω της κανονικοποήσεως του συνόλου 

των ιδιοσυναρτήσεων. Για τον σκοπό αυτό απαιτείται ο υπολογισµός του κατωτέρω 

ολοκληρώµατος: 
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                          (8) 

 

 

Εποµένως, σύµφωνα και µε την εξίσωση (7) του εδαφίου 4.3, οι κανονικοποιηµένες 

ιδιοσυναρτήσεις του κατακορύφου προβλήµατος, στην µελετώµενη περίπτωση, δίδονται από την 

ακόλουθη σχέση 
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( ) ( )
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cos z hZ z
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−
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όπου υπενθυµίζεται ότι: 
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( ) ....,,n,h,,kkk nn 21022 =−= µλ                            (10) 

 

Στην συνέχεια θα εξετάσουµε λεπτοµερέστερα την κατανοµή των ιδιοτιµών του µελετώµενου 

κατακορύφου προβλήµατος, καθώς και τις ειδικές µορφές που λαµβάνει η λύση του στις 

ακόλουθες  περιπτώσεις : 

 

(i)   του αµιγώς υδροακουστικού προβλήµατος, κατά το οποίο η ελεύθερη επιφάνεια 

συµπεριφέρεται ως ιδανικά µαλακό σύνορο (συνθήκη Dirichlet στην ελεύθερη επιφάνεια),  









∞→→ µ

µ
ή0

1 , και 

(ii)  του προβλήµατος κυµατισµών βαρύτητας ( )0=k . 

 

 

Θεώρηµα  Για δεδοµένες και πεπερασµένες τιµές των κυµατικών παραµέτρων +∈= R
g

2ω
µ  και 

+∈= 0R
c

k
ω

, και για πεπερασµένο βάθος κυµατοδηγού ( =h σταθερό), η εξίσωση διασποράς (5) 

έχει µία καθαρά θετική φανταστική ρίζα +∈= Ii oλλο  και άπειρες διακριτές πραγµατικές ρίζες 

{ } .RNnn
+

∈ ∈λ  

 

Απόδειξη   Θα διακρίνουµε δύο περιπτώσεις, ως ακολούθως: 

 

(i) Στην περίπτωση όπου κάποια από τις ρίζες της εξισώσεως (5) είναι καθαρά φανταστικός 

αριθµός της µορφής ni λ  η σχέση (5) λαµβάνει ισοδυνάµως την µορφή 

 

( ).hhtanhh nn ⋅⋅= λλµ                                         (11α) 

 

Για +∈Rµ  και  θέτοντας hx nλ=  η εξίσωση (11α) γράφεται στην µορφή  

( )xhtan
x

h
=

µ
,                                       (11β) 
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και εποµένως η ύπαρξη θετικής πραγµατικής ρίζας +∈⋅= Rhx nλ  της εξισώσεως (11β) 

εξασφαλίζεται, ισοδυνάµως από τα σηµεία τοµής των εξής δύο καµπυλών  (βλέπε  και 

Σχήµα 6.4 ) 

(α) της καµπύλης  ,
x

hµ
ψ =1  η οποία παριστάνει µία υπερβολή και είναι γνησίως φθίνουσα 

+∈∀ Rx , και 

 

(β) της καµπύλης  ( )xhtan=2ψ , η οποία είναι γνησίως αύξουσα +∈∀ Rx . 

 

Σχήµα 6.4 

 

Το πεδίο τιµών της συνεχούς συναρτήσεως ( )x)x( 21 ψψ − ,  θεωρούµενης  +∈∀ Rx , είναι 

( ) ( )121 −∞+=− ,ψψD .  Εποµένως, εφαρµογή του θεωρήµατος Bolzano, βλ. π.χ. Apostol 

(1974), εξασφαλίζει την ύπαρξη µίας τουλάχιστον θετικής πραγµατικής ρίζας για την 

εξίσωση (11β). Η µοναδικότητα της ρίζας αυτής εξασφαλίζεται από το γεγονός ότι η 

συνάρτηση 21 ψψ −  είναι γνησίως φθίνουσα ως διαφορά µίας γνησίως φθίνουσας και µίας 

 0hλ  
x 

1

h

x

µ
ψ =  

( )2 tanh xψ =  
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αύξουσας συναρτήσεως. Τη µοναδική αυτή ρίζα οο λλ i=  την αντιστοιχίζουµε στον δείκτη 

0=n . 

 

(ii)  Θα δείξουµε στην συνέχεια ότι η εξίσωση διασποράς στην πρωταρχική της µορφή, δηλαδή 

όπως δίδεται από την Εξίσωση  (5α), έχει άπειρες διακριτές, πραγµατικές ρίζες και η 

ακολουθία των ριζών αυτών δεν παρουσιάζει άλλο σηµείο συσσωρεύσεως εκτός από το 

∞+ . Για +∈Rµ , θέτοντας hx n΄ ⋅= λ >0,  η εξίσωση (5α) γράφεται στην µορφή. 

 

( )xtan
x

h
−=

µ
    ,                                    (12) 

 

και εποµένως οι υπόλοιπες ρίζες της εξισώσεως διασποράς προκύπτουν ως σηµεία τοµής 

των εξής δύο συναρτήσεων (βλ. και Σχήµα 6.5) 

 

α) της συνάρτησης ( )
x

h
x

µ
ψ =1 , η οποία παριστάνει υπερβολή και είναι γνησίως φθίνουσα 

+∈∀ Rx , και 

 

β) της συνάρτησης ( ) ( )xtanx −=2ψ , η οποία ως γνωστόν παρουσιάζει περιοδικότητα στα 

ακόλουθα υποδιαστήµατα του θετικού πραγµατικού ηµιάξονα, βλ. και Σχ. 6.5, 

 

     ...,,n,n,nI n 321
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1
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1
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 −= ππ                                   (13) 
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Σχήµα 6.5 

 

Παρατηρούµε µε την βοήθεια του σχήµατος 6.5 ότι σε κάθε ένα από τα διαστήµατα Nn,I n ∈   

υπάρχει µία και µοναδική λύση hx nn λ=  της εξισώσεως (12). Αυτό προκύπτει επίσης από 

εφαρµογή του θεωρήµατος Bοlzano, µε την παρατήρηση ότι το πεδίο τιµών της συναρτήσεως 

( ) ( )xx 21 ψψ −  σε κάθε ένα από τα ανωτέρω διαστήµατα ( nx Ι∈ ) είναι ( ) ( )∞−∞+=− ,n 21 ψψD ,  

και η συνάρτηση διαφοράς είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα σε αυτά. Εποµένως, υπάρχουν 

άπειρες θετικές πραγµατικές ρίζες της εξισώσεως (5α) { } ...,,n,n 321=λ , κάθε µία από τις οποίες 

ευρίσκεται εντός του διαστήµατος nI , και πιο συγκεκριµένα  

) 







⊂







 −∈ nn In,n ππλ
2

1
. 

 

Επίσης,  µε την βοήθεια του Σχήµατος 6.5 παρατηρούµε σχετικά µε την ασυµπτωτική κατανοµή 

των ριζών της εξισώσεως διασποράς ότι: 

 

1

h

x

µ
ψ =  

( )2 tan xψ = −  

1hλ  
2hλ  3hλ  
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h

n
nh

nnnn

π
λπλ  →⇒ → ∞→∞→ .                           (14) 

 

 

Συνεπώς,  το µοναδικό σηµείο συσσωρεύσεως της ακολουθίας { }nλ  είναι το ∞+ . 

 

Συνοψίζοντας τα ανωτέρω αποτελέσµατα έχουµε για το σύνολο των ριζών της εξισώσεως 

διασποράς (5): 

 

{ } ...,,nn 210=λ  : 

( )

{ } ( )







−=→≥

⋅==→=

= htanhh:n

htanhhh:in

nn,..,nn λλµλ

λλµλλ οοοο

211

0

    .                         (15α) 

 

 

Κατά συνέπεια, το σύνολο των ιδιοτιµών του κατακορύφου προβλήµατος στην εξεταζόµενη 

περίπτωση δίδεται ως ακολούθως 
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..,,nn
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210=
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nn

o

kkn

kkn
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 ,                                (15β) 

 

και διατάσσεται στο µιγαδικό επίπεδο όπως παρουσιάζεται στο Σχήµα 6.6. 
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Σχήµα 6.6 

 

 

Με την βοήθεια των σχηµάτων 6.4, 6.5 και 6.6 µπορούµε να κάνουµε τις ακόλουθες γενικές 

παρατηρήσεις. 

 

(i) Η απόσταση 0k k−  αυξάνεται µε την αύξηση  της παραµέτρου µ , και για 

0kµ → ∞ ⇒ → ∞ .  Πραγµάτι, η συνεχής αύξηση της παραµέτρου µ  συνεπάγεται 

την αντίστοιχη αύξηση του συντελεστή της υπερβολής ( ) x/hx µψ =1  και την 

µετατόπιση του σηµείου τοµής της καµπύλης αυτής µε την  καµπύλη 

( ) ( )xhtanx =2ψ  σε µεγαλύτερες τιµές του x . Στο όριο ∞→hµ  (όριο βαθέως 

ύδατος) προκύπτει 0 h hλ µ≈  (πρακτικά αυτό συµβαίνει για 1>>hµ ). Εποµένως 

 

( )2 2
0 γιαk k , kµ µ µ→ + ≈ >>              (16) 

 

(ii)  Η κατανοµή των υπολοίπων ιδιοτιµών { } 1≥nnk  διαχωρίζεται σε πραγµατικές και 

φανταστικές ανάλογα µε την τιµή της ακουστικής παραµέτρου k . Επειδή η 

ακολουθία { } ...,nn 21
2

=λ  είναι γνησίως αύξουσα ακολουθία θετικών πραγµατικών 

αριθµών, η αντίστοιχη ακολουθία των τετραγώνων των ιδιοτιµών 

k
c

ω
=  

0k  

{ }nRe k  

{ }nIm k

1k  
2k  

....
 Nk

1Nk +

....
 

2Nk +  

0k k µ− ∝  
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{ } ,,nnn kk 21
222

=−= λ  είναι γνησίως φθίνουσα. Ετσι το σύνολο των ιδιοτιµών 

διαχωρίζεται στο πεπερασµένο υποσύνολο των πραγµατικών ιδιοτιµών και στο 

απειροσύνολο των φανταστικών ιδιοτιµών στη θέση 1+= Nn  για τη  οποία ισχύει: 

 

{ } { } ...N,NnnN,Nnn kk 21
22

21
2 0 ++=++= >⇒< λ  .                           (17) 

 

Επίσης, από την σχέση (14) λαµβάνουµε για την ασυµπτωτική κατανοµή των 

ιδιοτιµών 
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n
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ππ
.                       (18) 

 

(iii)  Στην περίπτωση όπου 0=k , δηλαδή στην περίπτωση του προβλήµατος κυµατισµών 

ελεύθερης επιφάνειας, σε πεπερασµένο βάθος νερού ( )h < ∞ ,  ισχύει ότι  0=N , 

και εποµένως 
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                                  (19α) 

 

Στην περίπτωση αυτή ( )0=k , το σύνολο των κανονικοποιηµένων ιδιοσυναρτήσεων 

όπως προκύπτει από τις σχέσεις (9) και (19α) είναι: 
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 +  = ⇒ =
 −


 +   ≥ ⇒ =


−


ɶ

ɶ

    (19β) 

 

(iv) Η περίπτωση του αµιγώς ακουστικού προβλήµατος, κατά το οποίο η ελεύθερη 

επιφάνεια συµπεριφέρεται ως ιδανικά ακουστικά µαλακό σύνορο (οµογενής 
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συνθήκη Dirichlet στην ελεύθερη επιφάνεια: p=0 στην θέση z=0) προκύπτει 

θεωρώντας ∞→µ  (ή ισοδύναµα  0
1

→
µ

). Σύµφωνα µε τα όσα έχουν αναφερθεί 

προηγουµένως στην περίπτωση αυτή ∞→ok  και εποµένως η ιδιοτιµή αυτή µπορεί 

να εξαιρεθεί από το σύνολο των ιδιοτιµών δεδοµένου ότι το άπειρο εµπεριέχεται (ως 

σηµείο συσσώρευσεως) στο απειροσύνολο { } 1≥nnk . 

 

Οι λοιπές ρίζες { } 1≥nnλ  της εξισώσεως διασποράς (5) στην περίπτωση αυτή δίδονται 

από την σχέση: 

 

1
2

1

2

1
22

2 ≥














 −−=⇒






 −= n,
h

nkknh nn

π
πλ .                                (20α) 

 

Τέλος, στην περίπτωση αυτή, το σύνολο των κανονικοποιηµένων ιδιοσυναρτήσεων 

όπως προκύπτει από εφαρµογή της σχέσεως (9)  είναι: 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 1

2

2 1 2 1 2 1 2 12

2 2 2 2

2
1 0 5

n

n

n
Z z cos z h

h h

n z n n z n
cos sin sin sin

h h h

z
sin n . .

h h

π

π π π π

π

− = + =  

− − − − 
= − 

 

 = − −  

ɶ

                

(20β) 
 
 
 
 
6.5 Η γενική αναπαράσταση της λύσεως του κυµατικού προβλήµατος σε ηµιάπειρη 

λωρίδα. Επίπεδα κύµατα. 

 

Με βάση τον διαχωρισµό του συνόλου των ιδιοτιµών { }2
nk  στο πεπερασµένο υποσύνολο των 

θετικών ιδιοτιµών και στο απειροσύνολο των αρνητικών ιδιοτιµών είµαστε σε θέση να 

προσδιορίσουµε τα χαρακτηριστικά των αντιστοίχων λύσεων της οριζοντίου εξισώσεως. Πράγµατι, 

από την Εξίσωση (8) του Εδαφίου 6.2 έχουµε 
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( ) ( ) ( )xkiexpBxkiexpAxX nnnnn −+= ,        για N,...,,n 10=  ,                                                      (1) 

 

ενώ, 

 

( ) ( ) ( )xkexpBxkexpAxX nnnnn ⋅−+⋅= ,     για ,...Nn 1+=                                                           (2) 

 

 όπου nA  και nB  µιγαδικές, γενικώς, σταθερές. 

 

Εκ των ανωτέρω είµαστε σε θέση να κάνουµε τις ακόλουθες σηµαντικές διαπιστώσεις: 

 

(i) Στην περίπτωση της θετικής ηµιάπειρης λωρίδας ( )ax > , οι λύσεις της µορφής 

( ) ,...N,Nn,xkexpA nn 21 ++=⋅⋅  απειρίζονται µε εκθετικό ρυθµό καθώς το ∞→x . 

Αυτό έρχεται σε άµεση αντίθεση µε την υπόθεση φραγµένου για το κυµατικό πεδίο Εξισ. (1δ), 

Εδαφ. 6.2. Συνεπώς, οι λύσεις αυτές θα πρέπει να αποριφθούν ( )...N,Nn,An 210 ++== .  

Αντίστοιχα, και για τον ίδιο λόγο, στην περίπτωση της αρνητικής ηµιάπειρης λωρίδας ( )ax <  

θα πρέπει να απορριφθούν οι λύσεις της µορφής: ( )xkexpB nn ⋅−       

( ),...N,Nn,Bn 210 ++== . 

 

Εποµένως, στην περίπτωση της θετικής ηµιάπειρης λωρίδας ( )ax >  η γενική αναπαράσταση 

του κυµατικού πεδίου θα δίδεται στην ακόλουθη µορφή: 

 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )( ) ( )zZaxkexpBzZxkiexpBxkiexpAz,x n

Nn

nnn

N

n

nnnn ⋅−⋅−+⋅−⋅+⋅= ∑∑
∞

+== 10

ϕ ,                     (3α) 

 

ενώ στην περίπτωση της αρνητικής ηµιάπειρης λωρίδας ( )ax < , η γενική αναπαράσταση του 

κυµατικού πεδίου δίδεται αντιστοίχως στην µορφή: 

 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )( ) ( )zZaxkexpBzZxkiexpBxkiexpAz,x n

Nn

nnn

N

n

nnnn ⋅−⋅+⋅−⋅+⋅= ∑∑
∞

+== 10

ϕ .                     (3β) 
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Στις  Εξισώσεις (3α) και (3β) οι εµφανιζόµενες παράµετροι nk  και οι συναρτήσεις ( )zZ n  

έχουν προκύψει ως ιδιοτιµές και ιδιοσυναρτήσεις, αντίστοιχα, του κατακορύφου προβλήµατος 

ιδιοτιµών, Εξισ. (1), Εδαφ. 6.4, και ως εκ τούτου εξαρτώνται από το βάθος  h  της λωρίδας,  

την συχνότητα ω  του κύµατος,  και την κατακόρυφη κατανοµή της ταχύτητας του ήχου ( )zc  

στην εξεταζόµενη περιοχή. Από τις ίδιες παραµέτρους εξαρτάται επίσης και ο αριθµός Ν  των 

διαδιδόµενων ιδιοµορφών στον επίπεδο κυµατοδηγό. 

 

(ii) Παρατηρώντας πιο προσεκτικά τους όρους στο πρώτο άθροισµα του δεξίου µέλους των 

σχέσεων (3α) και (3β) είµαστε σε θέση να κάνουµε τις ακόλουθες διαπιστώσεις: 

 

(α) Η συναρτησιακή δοµή των όρων αυτών είναι γενικώς της µορφής: ( ) ( )zZxkiexp nn± . Η 

µορφή αυτή µεταφερόµενη στο πεδίο του χρόνου γράφεται ως εξής 

 

 ( ){ } ( )txkcosezZeRe n
ti

n
xki n ωω −±=−±                             (4) 

 

Έτσι, κάθε ένας από τους N  πρώτους όρους του αναπτύγµατος της λύσεως αντιστοιχεί σε 

µορφή κυµατικής διαταραχής, η οποία για δεδοµένη χρονική στιγµή είναι οριζοντίως 

συνηµιτονοειδής.  Ανάλογα µε το πρόσηµο ( )±  στο όρισµα του συνηµιτόνου στην εξ. (4), που 

αποτελεί και την συνάρτηση φάσεως της κάθε µορφής 

 

       txkn ωχ −⋅±=  ,                                          (5) 

 

και µε την βοήθεια του Σχήµατος  6.7, προκύπτει  για τους όρους στο πρώτο άθροισµα του 

δεξίου µέλους των σχέσεων (3α) και (3β) ότι αποτελούν κυµατικές συνιστώσεις οι οποίες 

διαδίδονται προς τα θετικά ή τα αρνητικά του οριζοντίου άξονα, αντίστοιχα.  
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Σχήµα 6.7   Μετάδοση των µορφών της κυµατικής διαταραχής και ερµηνεία του προστίµου 

( )±  στη συνάρτηση της φάσεως txkn ωχ −±= . 

 

2n n/ kλ π=  

1 0t t t= >  0t t=  

( )ncos k x tω−  

2n n/ kλ π=  

( )ncos k x tω+  

1 0t t t= >  0t t=  
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(β) Για δεδοµένη χρονική στιγµή ( =t  σταθερό) η εξάρτηση της κάθε µιας από τις πρώτες 

N κυµατικές µορφές, Εξισ. (3), στην οριζόντια διάσταση (δηλαδή κατά τη διεύθυνση του x  

άξονα) είναι περιοδική, µε µήκος κύµατος που δίδεται από τη σχέση, βλ. Σχήµα 6.4, 

 

n
n k

π
λ

2
=  .                                          (6) 

 

Συνεπώς, οι ρίζες του υποσυνόλου των θετικών  ιδιοτιµών του κατακορύφου προβλήµατος 

{ } N,...,nnk 10=   αποτελούν ταυτόχρονα τους οριζόντιους κυµαταριθµούς των αντιστοίχων 

ιδιοµορφών  ( ) ( )zZxikexp nn . Επειδή οι ιδιοµορφές αυτές παραµένουν φραγµένες και µη 

µηδενικές καθ’ όλο το διάστηµα ( )∞∞−∈ ,x , συγχρόνως δε αντιστοιχούν σε κυµατικές µορφές 

που διαδίδονται µε διεύθυνση προς τα θετικά ή τα αρνητικά του x -άξονα ονοµάζονται 

διαδιδόµενες ιδιοµορφές  (propagating modes). 

 

(iii) Η συναρτησιακή δοµή των όρων στο δεύτερο άθροισµα στο δεξί µέλος των σχέσεων (3α) και 

(3β) στην περίπτωση της θετικής ηµιάπειρης λωρίδας ( )ax >  είναι της µορφής  

 

        ( ) ( )zZxkexp nn− ,                                                                                               (7α) 

 

ενώ  στην περίπτωση της αρνητικής ηµιάπειρης λωρίδας ( )ax <  είναι της µορφής  

 

( ) ( )zZxkexp nn ⋅  .                                                                                               (7β) 

 

Οι όροι αυτοί για ∞→x  στην θετική λωρίδα, και για −∞→x  στην αρνητική λωρίδα, 

αποσβένονται εκθετικά. Για τον λόγο αυτό οι αντίστοιχες ιδιοµορφές της λύσεως 

( ) ( ){ } ...N,NnzZxKexp nn 21 ++=⋅±  ονοµάζονται αποσβενύµενες ιδιοµορφές  (evanescent modes). 

 

 

(iv) Από τα γενικά αναπτύγµατα της λύσης στην θετική και στην αρνητική ηµιάπειρη λωρίδα, 

Εξισώσεις (3α) και (3β), αντίστοιχα, προκύπτουν οι ακόλουθες εκφράσεις για την 

ασυµπτωτική συµπεριφορά του κυµατικού πεδίου στο άπειρο: 
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Θετική ηµιάπειρη λωρίδα ( )ax >  

 

( ) ( ) ( ){ } ( )∑
=

∞→ −+ →

N

n

nnnnnx
zZxkiexpBxkiexpAz,x

0

ϕ                                    (8α) 

 

 

Αρνητική ηµιάπειρη λωρίδα ( )ax <  

 

( ) ( ) ( ){ } ( )∑
=

−∞→ −+ →

N

n

nnnnnx
zZxkiexpBxkiexpAz,x

0

ϕ                                     (8β) 

 

Ειδικά στην περίπτωση των επιφανειακών κυµάτων (βαρύτητας) έχουµε µόνο µία διαδιδόµενη 

ιδιοµορφή (Ν=0). Ετσι οι ανωτέρω σχέσεις για την ασυµπτωτική συµπεριφορά του κυµατικού 

πεδίου στο άπειρο απλουστεύονται ως ακολούθως: 

 

Θετική ηµιάπειρη λωρίδα ( )ax >  

 

( ) ( ) ( ){ } ( )zZxkiexpBxkiexpAz,x
x 00000 −+ → ∞→ϕ                                     (9α) 

 

 

 

Αρνητική ηµιάπειρη λωρίδα ( )ax <  

 

( ) ( ) ( ){ } ( )zZxkiexpBxkiexpAz,x
x 00000 −+ → −∞→ϕ                                      (9β) 

 

 

Από τις Εξισ. (8) και (9) συνάγουµε ότι στο άπειρο το κυµατικό πεδίο συµπεριφέρεται ως 

υπέρθεση επιπέδων, αρµονικών, προοδευτικών κυµατισµών, οι οποίοι διαδίδονται προς 

αντίθετες κατευθύνσεις. 
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6.6 Η γενική αναπαράσταση της λύσεως του προβλήµατος σε εξωτερικό κυλινδρικό 

χωρίο. Κυλινδρικά κύµατα 

 

Στο παρόν εδάφιο θα ασχοληθούµε µε την κατασκευή της γενικής αναπαράστασης της λύσεως του 

χρονικά αρµονικού γραµµικοποιηµένου προβλήµατος   ( ) ( ) ( ){ }tiexp,k;z,rRet;z,r ωµϕΦ −= , 

όπου χρησιµοποιήθηκε και η ιδιότητα ανεξαρτησίας του πεδίου από γωνία αζιµουθίου θ, στο 

εξωτερικό κυλινδρικό χωρίο ( ){ }K r z r a h za = ≥ ≤ < − ≤ ≤, , , , , ,θ θ π0 2 0  οριζοντίως σταθερών 

παραµέτρων, βλ. Σχήµα 6.2.  

 

H διαφορική διατύπωση του προβλήµατος γράφεται στην ακόλουθη µορφή 

 

( ) aKz,x,
c

k,k
⌢

∈>==+∇ 0022 ω
ϕϕ  ,                                     (1α) 

 

000
2

=>==− z,
g

,
z

ω
µϕµ

∂
ϕ∂

 ,                                     (1β) 

 

hz,
z

−== 0
∂

ϕ∂
 ,                            (1γ) 

 

όπου ( )
( )

k z
c z

=
ω

  η παράµετρος των εσωτερικών (ακουστικών) κυµάτων, 
g

2ω
µ =  η παράµετρος 

των επιφανειακών κυµάτων (βαρύτητας), και  ( ){ }0≤≤−≥= zh,ar,z,rK a

⌢
. 

 

Όπως ήδη έχει αναφερθεί, οι ανωτέρω παράµετροι, όπως και η γεωµετρία των συνόρων, 

υποτίθενται οριζοντίως αµετάβλητες. Οι ανωτέρω εξισώσεις συµπληρώνονται από την απαίτηση 

του φραγµένου για το κυµατικό πεδίο και τις παραγώγους του  στο άπειρο 

 

321 C
z

,C
r

,C <
∂
∂

<
∂
∂

<
ϕϕ

ϕ   ,        για     ∞→r  ,                                              (1δ) 

 

όπου  321 C,C,C  είναι αυθαίρετες σταθερές. 
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Η διαδικασία που θα ακολουθήσουµε για την επίλυση του ανωτέρ προβλήµατος είναι η ακόλουθη: 

 

1. Εφαρµόζοντας τη µεθόδο χωρισµού µεταβλητών θα κατασκευάσουµε την γενική λύση του 

προβλήµατος που απαρτίζεται από τις Εξισώσεις (1α), (1β) και (1γ). 

 

2. Από το σύνολο των λύσεων του ανωτέρω µερικού προβλήµατος θα επιλέξουµε τις λύσεις 

εκείνες οι οποίες, επιπλέον, ικανοποιούν την απαίτηση φραγµένου (1δ). 

 

 

∆ιαδικασία χωρισµού µεταβλητών: 

 

Θεωρούµε το ακόλουθο  µερικό πρόβληµα: 

 

( ) ( ) aKz,r,k
zr

r
rr

k
⌢

∈=+
∂

∂
+









∂
∂

∂
∂

=+∇ 0
1 2

2

2
22 ϕ

ϕϕ
ϕ                                                          (2α) 

 

,,z 0=−µϕϕ    στην ελεύθερη επιφάνεια z = 0                                   (2β) 

 

0=z,ϕ ,                      στον πυθµένα z h= −                                                  (2γ) 

 

Στην συνέχεια, αναζητούµε λύσεις της µορφής 

 

( ) ( ) ( )zZrRz,r ⋅=ϕ  .                                                    (3) 

 

Αντικαθιστώντας την µορφή (3) στην εξίσωση Helmholtz (2α) παίρνουµε την ακόλουθη εξίσωση: 

 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
0

1
2

=


















⋅+′′

+
′+′′

⋅⋅
zZ

zZzkzZ

rR

rR
r

rR
zZrR ,                                                 (4) 

 

από την οποία συνάγουµε ότι για  ( ) 0≠rR  και  ( ) 0≠zZ  θα πρέπει να ισχύει 
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( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
2

2
1

nk
zZ

zZzkzZ

rR

rR
r

rR
=

⋅+′′
=

′+′′
−   .                                       (5) 

 

 

Στην ανωτέρω εξίσωση kn  δηλώνει τις σταθερές χωρισµού µεταβλητών οι οποίες, όπως ήδη έχει 

αναφερθεί, θεωρούνται µιγαδικές σταθερές ( )k Cn ∈ , βλ. Εδαφ. 4.3 και 4.4.  Αντικαθιστώντας 

την µορφή (3) στις συνοριακές συνθήκες ελεύθερης επιφάνειας (2α) και πυθµένα (2β) λαµβάνουµε 

 

( ) ( ) ( ){ } 00 ==−′⋅ z,zZzZrR µ  ,                                        (6) 

 

και 

 

( ) ( ) hz,zZrR −==′⋅ 0  ,                                           (7) 

 

αντιστοίχως. 

 

Σε όλες τις ανωτέρω σχέσεις ο τόνος (΄ )  δηλώνει παραγώγιση της συναρτήσεως ως προς την 

µεταβλητή από την οποία εξαρτάται. Από το πρώτο τµήµα της εξισώσεως (5)  παράγεται εύκολα η 

ακόλουθη  οριζόντια εξίσωση 

 

( ) ( ) ( ) 0
1 2 =⋅+′+′′ rRkrR
r

rR n  .                                        (8) 

 

Από το δεύτερο τµήµα της εξισώσεως (5), σε συνδυασµό µε τις εξισώσεις (6) και (7), καταλήγουµε 

στο ίδιο κατακόρυφο πρόβληµα ιδιοτιµών όπως στην περίπτωση της ηµιάπειρης λωρίδας  aΛ , βλ. 

Εξισ. (9), Εδαφ. 4.2. Η επίλυση του κατακορύφου προβλήµατος ιδιοτιµών  (δηλαδή, η εύρεση των 

συνόλων  { } ( ){ } ,...,nn,...,nn zZ,k 1010 == ) και οι ιδιότητες του παρουσιάσθησαν αναλυτικά στα Εδάφια 4.3 

και 4.4 του παρόντος Κεφαλαίου. 

 

Με βάση τον διαχωρισµό του συνόλου των ιδιοτιµών { }2
nk  στο πεπερασµένο υποσύνολο των 

θετικών ιδιοτιµών και στο απειροσύνολο των αρνητικών ιδιοτιµών, είµαστε σε θέση να 
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προσδιορίσουµε τα χαρακτηριστικά των αντιστοίχων λύσεων της οριζοντίου εξισώσεως (9). Από 

την µαθηµατική ανάλυση γνωρίζουµε ότι η δευτεροτάξια απλή διαφορική εξίσωση (9)  

 

(i) στην περίπτωση 02 >nk , αντιστοιχεί στην  εξίσωση Bessel  µηδενικής τάξεως, η οποία έχει 

την ακόλουθη γενική λύση 

 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )rkBHrkAHrkbYrkaJrR nnnn
2

0
1

000 +=+= ,                                     (9α) 

 

και 

 

(ii) στην περίπτωση 02 <nk , αντιστοιχεί στην  τροποποιηµένη εξίσωση Bessel  µηδενικής τάξεως, 

η οποία έχει την ακόλουθη γενική λύση 

 

    ( ) ( ) ( )rkbIrkaKrR nn 00 += ,                                                                                                     (9β) 

 

όπου  a, b και A, B σταθεροί (απροσδιόριστοι) συντελεστές,  και ( )xH )(1
0  και ( )xH )( 2

0  είναι οι 

συναρτήσεις Hankel µηδενικής τάξεως πρώτου και δευτέρου είδους αντίστοιχα, βλ. π.χ. 

Abramowitz & Stegun (1972). 

 

Στις ανωτέρω σχέσεις  ( )xJ 0  και ( )xY0  είναι οι δύο γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις της εξισώσεως 

Bessel µηδενικής τάξεως, και ( )xK 0  και ( )xI 0  είναι οι δύο γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις της 

τροποποιηµένης εξισώσεως Bessel µηδενικής τάξεως, βλ. π.χ. Abramowitz & Stegun (1972). Οι 

συναρτήσεις αυτές εικονίζονται στο Σχ. 6.8.  
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Σχήµα 6.8  Οι συναρτήσεις Bessel ( )xJ 0  και ( )xY0 , και ( )xK 0  και ( )xI 0 . 

 

 

Μαλιστα δε ισχύουν οι ακόλουθες συνδετικές σχέσεις 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xYixJxH,xYixJxH )()(
00

2
000

1
0 −=+=  ,                                                           (10α) 

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Rx,xiJixI,xiH
i

xK ∈−== 00
1

00 2

π
                                                     (10β) 

 

Από την γνωστή ασυµπτωτική συµπεριφορά των ανωτέρω συναρτήσεων ( )xH )(1
0 ,  ( )xH )( 2

0 , 

( )xK 0  και ( )xI 0  για µεγάλες τιµές του ορίσµατος x είµαστε σε θέση να δώσουµε φυσική ερµηνεία 

στον κάθε  όρο που εµφανίζεται στις σχέσεις (9).  Πράγµατι, για  x>>1 ισχύουν οι ακόλουθες 

ασυµπτωτικές εκφράσεις, βλ., π.χ., Abramowitz & Stegun (1972), 

 

( )0J x  

( )0Y x  

( )0I x  
( )0K x  
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και 
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Εξ’ ολων  των ανωτέρω καταλήγουµε τελικώς ότι η γενική λύση της οριζοντίου εξισώσεως στην 

περίπτωση 02 >nk  είναι  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )rkHBrkHArR nnnnn
2

0
1

0 += ,   για N,...,,n 10=       .                                                          (12α) 

 

Η ασυµπτωτική συµπεριφορά της ανωτέρω µορφής για µεγάλες οριζόντιες αποστάσεις είναι 
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και αντιστοιχεί σε ένα συνδυασµό από ένα εξερχόµενο προοδεύοντα κυλινδρικό κυµατισµό  (µε 

κατεύθυνση διάδοσης προς µεγαλύτερες οριζόντιες αποστάσεις r) και από ένα εισερχόµενο 

προοδεύοντα κυµατισµό (µε κατεύθυνση διάδοσης προς µικρότερα r ). Το πλάτος και των δύο 

κυµατισµών εξασθενεί γεωµετρικά, δηλαδή µε ρυθµό αντιστρόφως ανάλογο του εµβαδού της 

κυλινδρικής επιφάνειας σε κάθε ακτίνα  r.  Επειδή οι ιδιοµορφές  ( ) ( )zZrR nn , για N,...,,n 10= , 

αντιστοιχούν σε διαδιδόµενες κυµατοµορφές  ονοµάζονται διαδιδόµενες ιδιοµορφές  (propagating 

modes). 

 

Οι λύσεις της µορφής  ( )rkI n0  που εµφανίζονται στην Εξίσωση (9β) δεν ικανοποιούν την 

απαίτηση φραγµένου, Εξισ. (1δ), όπως εύκολα προκύπτει από την ασυµπτωτική συµπεριφορά της 

τροποποιηµένης συναρτήεως ( )xI 0  για µεγάλες τιµές του ορίσµατος ( βλ. και Εξισ. (11β) ). Ο 

µόνος τρόπος να ικανοποιηθεί η απαίτηση φραγµένου είναι να τεθεί b=0 στην Εξίσ. (9β). 
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Εποµένως,  η γενική λύση της οριζοντίου εξισώσεως στην περίπτωση 02 <nk  θα δίνεται από την 

ακόλουθη σχέση  

 

( ) ( ) ( ) ( )rkHArkKarR nnnnn
1

00 ==   ,                                                                                             (13α) 

 

όπου χρησιµοποιήθηκε και η συνδετική σχέση  (10β). Η ασυµπτωτική συµπεριφορά της ανωτέρω 

µορφής για µεγάλες οριζόντιες αποστάσεις προκύπτει µε εφαρµογή της Εξισ. (9β) 

 

( ) ( )rkexp
rk

AirR n
n

nn −−=
π

2
 .                                                                                           (13β) 

 

Ετσι στην περίπτωση n>N (δηλαδή όταν 02 <nk ) οι προκύπτουσες ιδιοµορφές ( ) ( )zZrR nn  

αντιστοιχούν σε εκθετικά αποσβενόµενους κυλινδρικούς κυµατισµούς, οι οποίοι δεν µεταφέρουν 

κυµατική ισχύ (δηλαδή πρόκειται περί  αµιγώς στασίµων κυµατοµορφών). Κατ’ αυτήν την έννοια, 

οι ιδιοµορφές  ( ) ( )zZrR nn , για Nn >  ονοµάζονται αποσβενύµενες ιδιοµορφές  (evanescent  

modes). 

 

 

Με βάση όλα τα ανωτέρω, η γενική αναπαράσταση της λύσεως στο εξωτερικό κυλινδρικό χωρίο 

( ){ }K r z r a h za = ≥ ≤ < − ≤ ≤, , , , , ,θ θ π0 2 0 θα δίνεται από την σχέση 
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Από τα γενικά αναπτύγµατα της λύσης στο εξωτερικό κυλινδρικό χωρίο, Εξισώσεις (3α) και (3β), 

αντίστοιχα, προκύπτουν οι ακόλουθες εκφράσεις για την ασυµπτωτική συµπεριφορά του 

κυµατικού πεδίου στο άπειρο: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )∑∑
=









−−








−

=

∞→
















+

≈+ →

N

n

n

n

rki

n

rki

n

N

n

nnnnnr
zZ

k

eBeA

r
zZrkHBrkHAz,r

nn

0

44

0

2
0

1
0

2
ππ

π
ϕ   .                 (15) 

 



 252 

Ειδικά στην περίπτωση των επιφανειακών κυµάτων (βαρύτητας) έχουµε µόνο µία διαδιδόµενη 

ιδιοµορφή (Ν=0). Ετσι, οι ανωτέρω σχέσεις για την γενική αναπαράσταση του κυµατικού πεδίου 

και την ασυµπτωτική συµπεριφορά του στο άπειρο απλουστεύονται ως ακολούθως: 
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και 
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αντιστοίχως. 
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7.1 ∆ιάδοση υδάτινων κυµατισµών βαρύτητας σε γενική 
βαθυµετρία 

7.1.1  Εισαγωγικά 
 
Η διάδοση υδάτινων κυµατισµών βαρύτητας σε περιβάλλον µεταβαλλόµενης βαθυµετρίας, 
βλ. Σχ.1 και 2, και η εξέταση των φαινοµένων ανάκλασης-διάθλασης-περίθλασης από την 
αλληλεπίδραση µε τον θαλάσσιο πυθµένα, είναι ένα ενδιαφέρον πρόβληµα που βρίσκει 
σηµαντικές εφαρµογές. Αν και οι µη γραµµικές επιδράσεις καθίστανται σηµαντικές καθώς 
προσεγγίζεται η ακτογραµµή, µια συνεπής γραµµική λύση θεωρείται πολύ χρήσιµη, 
παρέχοντας πολλές πληροφορίες σχετικά µε το πεδίο των κυµατισµών και τις επιδράσεις τους 
στο παράκτιο περιβάλλον και στις κατασκευές. Επιπλέον, η γραµµική θεωρία χρησιµεύει ως 
σηµείο εκκίνησης για οποιοδήποτε ασθενώς µη γραµµικό µοντέλο. Στο παρόν µέρος, 
παρουσιάζεται ένα συνεπές µοντέλο συζευγµένων ιδιοµορφών που αναπτύθηκε αρχικά από 
τους Athanassoulis & Belibassakis (1999) και επεκτάθηκε στις τρείς διαστάσεις από τους 
Belibassakis et al (2001), το οποίο αντιµετωπίζει πολύ αποτελεσµατικά το γραµµικό 
πρόβληµα διάδοσης, χωρίς απλουστεύσεις σχετικά µε την κατακόρυφη δοµή του πεδίου 
κύµατισµών και χωρίς υποθέσεις σχετικά µε την κλίση και την καµπυλότητα του πυθµένα. 

 
Σχ.1 ∆ιάδοση κυµατισµών από την ανοικτή θάλασσα προς την ακτή (Massel 1989) 
 

 
Σχ.2 ∆ιάδοση κυµατισµών πάνω από κεκλιµένο πυµένα µε τη παρουσία πεπερασµένου 
σκεδαστή (υποθαλάσσιος ύφαλος), βλ. Dingemanns 1997, Belibassakis et a 2001) 

όριο βάθους πέραν του οποίου η 
επίδραση του πυθµένα είναι σηµαντική 

   
      παράκτια ζώνη 

ακτογραµµή 

βάθη 20-30m 

βάθη > 100m 
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Θεωρητικές πτυχές του προβλήµατος διάδοσης κυµατισµών µικρού πλάτους (και µικρής 
κλίσης της ελεύθερης επιφάνειας), οι οποίες αφορούν κυρίως αποτελέσµατα µοναδικότητας 
της λύσης έχουν παρουσιαστεί, υπό διάφορες υποθέσεις, από τους Vainberg & Maz'ja (1973), 
Fitz-Gerald (1976), Gerald & Grimshaw (1979), Simon & Ursell (1984), Kuznetsov 
(1991,1993) και άλλους, και σχετική περιγραφή διατίθεται στο σύγγραµµα Evans & 
Kuznetsov (1997). Εξάλλου, είναι διαθέσιµες σήµερα αριθµητικές µέθοδοι υπολογισµού που 
βασίζονται σε πεπερασµένα στοιχεία, συνοριακές ολοκληρωτικές εξισώσεις, υβριδικές 
τεχνικές. βλέπε, π.χ., Mei (1978, 1983), Euvrard et al. (1981), Yeung (1982), Porter & 
Chamberlain (1997). Επιπλέον, έχουν αναπτυχθεί γενικές αριθµητικές τεχνικές που 
βασίζονται σε διακριτοποίηση τοπογραφίας ή σε µετασχηµατισµό του χωρίου, π.χ., Devillard 
et al. (1988), Rey (1992) και Evans & Linton (1994). Ωστόσο, το υπολογιστικό κόστος αυτών 
των γενικών τεχνικών είναι υψηλό, ιδιαίτερα για διάδοση σε µεγάλες αποστάσεις και στις 
τρεις διαστάσεις. Λόγω αυτού του γεγονότος, έχει δοθεί έµφαση στην ανάπτυξη 
προσεγγιστικών εξισώσεων που µοντελοποιούν τα βασικά χαρακτηριστικά και, εποµένως, 
είναι καλύτερα προσαρµοσµένα για την διάδοση κυµάτων µεγάλης απόστασης. 
 
Ένα ειδικό χαρακτηριστικό των υδάτινων κυµατισµών είναι ότι ο χώρος διάδοσης δεν 
συµπίπτει µε τον φυσικό χώρο. Ενώ ο τελευταίος είναι το πραγµατικό χωρίο (µια λωρίδα 
µεταβαλλόµενων χαρακτηριστικών), η διάδοση λαµβάνει χώρα στο οριζόντιο επίπεδο 
(επιφάνεια του νερού). Αυτό αποτελεί και την εκδήλωση του επιφανειακού χαρακτήρα των 
υδάτινων κυµατισµών, και οδηγεί στην αναδιατύπωση του προβλήµατος διάδοσης ως µια µη-
τοπική κυµατική εξίσωση στον οριζόντιο χώρο. Στην περίπτωση του γραµµικοποιηµένου 
προβλήµατος, όπου εστιάζουµε στην παρούσα εργασία, η κατάλληλη µη-τοπική εξίσωση 
µπορεί να λάβει τη µορφή µιας ολοκληροδιαφορικής εξίσωσης (Fitz-Gerald 1976), ή ψευδο-
διαφορικής εξίσωσης (Miles 1977, Craig & Sulem 1993). Μια άλλη δυνατότητα, η οποία θα 
συζητηθεί λεπτοµερώς στην παρούσα εργασία, είναι να αναδιατυπωθεί το πρόβληµα ως ένα 
απειρο-διάστατο σύστηµα οριζόντιων εξισώσεων µε µεταβλητούς συντελεστές. Μια σαφής 
συνέπεια του µη τοπικού χαρακτήρα του προβλήµατος των υδάτινων κυµάτων στο χώρο 
διάδοσης είναι ότι κάθε µοντέλο µιας εξίσωσης στην οριζόντια κατεύθυνση δεν µπορεί να 
αναπαραστήσει όλα τα χαρακτηριστικά του προβλήµατος. Παρ' όλα αυτά, λόγω της 
πολυπλοκότητας του προβλήµατος, έχουν προταθεί και µελετηθεί πληθώρα µοντέλων µιας 
εξίσωσης, καθένα µε το αντίστοιχο εύρος εφαρµογής του και τα πλεονεκτήµατά του. 
 
Ιστορικά, ο Eckart (1952) πρότεινε ένα µοντέλο τύπου µιας εξίσωσης για ενδιάµεσο βάθος 
νερού. Ο Berkoff (1972, 1976) πρότεινε ένα ελαφρώς πιο γενικό µοντέλο, που αναφέρεται ως 
εξίσωση ήπιας κλίσης. Και οι δύο συγγραφείς χρησιµοποίησαν προκαθορισµένες 
κατακόρυφες κατανοµές του δυναµικού κύµατος και εφάρµοσαν µια διαδικασία 
ολοκλήρωσης προκειµένου να ληφθούν προσεγγιστικές εξισώσεις στον χώρο διάδοσης. Άλλες 
παραδοχές παρόµοιων ή βελτιωµένων µοντέλων τύπου µιας εξισώσεως, έχουν παρουσιασθεί 
από τους Smith & Sprinks (1975), Lozano & Meyer (1976), Booij (1981), Radder & 
Dingemans (1985,1986), Massel (1993). Σχετική συζήτηση υπάρχει στις 
εργασίες/συγγράµµατα  των Mei (1983), Massel (1989), Miles (1991), Porter & Chamberlain 
(1997), καθώς και Dingemans (1997). Σε γενικές γραµµές, οι εξισώσεις ήπιας κλίσης µπορούν 
να θεωρηθούν ικανοποιητικές για κλίσειςπυθµένα  έως και 1:3 (Booij 1983, Berkhoff et al., 
1982) και µερικές από αυτές, όπως οι κατάλληλα τροποποιηµένες από τους Kirby (1986) για 
τη µελέτη φαινοµένων συντονισµού Bragg, που συµβαίνει όταν ένα διαδιδόµενο κύµα δέχεται 
ενός πυθµένα µε πτυχώσεις. Τέτοια προβλήµατα έχουν µελετηθεί µε ασυµπτψτικές τεχνικές  
από τους Davies & Heathershaw (1984), Mei (1985) και Hara & Mei (1987). Ένα άλλο 
σηµαντικό χαρακτηριστικό των περισσότερων µοντέλων ήπιας κλίσης  είναι ότι, παρά τον 
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κατά προσέγγιση χαρακτήρα τους, είναι σε θέση να ικανοποιήσουν τη διατήρηση της ροής της 
κυµατικής ισχύος κατά τη διάδοση σε ανοµοιογενή περιβάλλοντα.   
 
Ο βασικός περιορισµός, που είναι εγγενής σε κάθε µοντέλο τύπου µιας εξίσωσης, είναι ότι η 
κατακόρυφη δοµή του πεδίου κύµατος δίνεται από µια συγκεκριµένη κατανοµή. Αυτός ο 
περιορισµός εισάγει σφάλµατα όταν η τοπογραφία του πυθµένα είναι περίπλοκη και το βάθος 
είναι αρκετά µικρό, έτσι ώστε το πεδίο ταχύτητας να αλληλεπιδρά ισχυρά µε τον πυθµένα. Η 
βελτίωση των προβλεπτικών ικανοτήτων των µοντέλων τύπου ήπιας κλίσης µπορεί να 
επιτευχθεί χρησιµοποιώντας µια γενικότερη κατανοµή για τη κατακόρυφη δοµής του πεδίου 
κυµατισµών. Οι Massel (1993) και Porter & Staziker (1995) παρουσίασαν τέτοιες βελτιώσεις, 
που ονοµάζονται εκτεταµένες εξισώσεις ήπιας κλίσης, όπου το κατακόρυφο προφίλ του 
δυναµικού κύµατος σε οποιαδήποτε οριζόντια θέση αναπαρίσταται από σειρά τοπικών 
ιδιοµορφών που περιλαµβάνουν την διαδιδόµενη και τις αποσβενόµενες ιδιοµορφές. Τα 
πλάτη των ιδιοµορφών αποτελούν άγνωστες ποσότητες του συστήµατος, και υπολογίζονται, 
χρησιµοποιώντας µια προσέγγιση Galerkin (Massel 1993) ή µια µεταβολική αρχή (Porter & 
Staziker 1995). Με αυτό το τρόπο αποκτάται ένα άπειρο σύνολο συζευγµένων εξισώσεων ως 
προς τα άγνωστα πλάτη των ιδιοµορφών, βλ. Porter & Chamberlain (1997). Παρόµοια 
συστήµατα έχουν επίσης αναπτυχθεί και χρησιµοποιούνται εκτενώς στο πλαίσιο της 
υδροακουστικής, π.χ., Boyles (1984) και Fawcett (1992).  
 
Οι αναπαραστάσεις τοπικών ιδιοµορφών που προτάθηκαν από τους Massel (1993) και Porter 
& Staziker (1995). ικανοποιούν την γραµµικοποιηµένη συνθήκη ελεύθερης επιφάνειας αλλά 
διαθέτουν µηδενική κατακόρυφη παράγωγο στο τοπικό βάθος. Μια τέτοια αναπαράσταση 
είναι πλήρης στη περίπτωση επίπεδου πυθµένα και έχει χρησιµοποιηθεί για την επίλυση του 
προβλήµατος διάδοσης του κυµατισµού του νερού σε υποθαλάσσιο σκαλοπάτι (βλέπε π.χ. 
Newman 1965, Miles 1967, Mei & Black 1969) ή ακολουθία σκαλοπατιών (Devillard et al., 
1988, O'Hare & Davies 1992, 1993, Rey 1992). Ωστόσο, για συνεχώς µεταβαλλόµενη 
βαθυµετρία η ανωτέρω τεχνική είναι ασυµβίβαστη µε τη συνθήκη του Neumann σε κεκλιµένο 
πυθµένα, καθώς κάθε µία από τις κατακόρυφες ιδιοµορφές παραβιάζει τη συνθήκη µη 
εισχώρησης στον πυθµένα και το ίδιο συµβαίνει και µε τη συνολική υπέρθεση των 
ιδιοµορφών. Το γεγονός αυτό έχει δύο σηµαντικές συνέπειες. Πρώτον, το πεδίο ταχύτητας 
(κάθετη και εφαπτόµενη ταχύτητα) κοντά στο πυθµένα δεν αναπαρίσταται σωστά και, η 
ενέργεια του διαδιδόµενου κυµατισµού  δεν διατηρείται. Επίσης, η σύγκλιση της σειράς 
τοπικών ιδιοµορφών στη λύση του προβλήµατος είναι αργή. Αυτές οι αρνητικές επιπτώσεις 
διορθώνονται µε τον εµπλουτισµό της σειράς τοπικών ιδιοµορφών για την αναπαράσταση του 
δυναµικού κύµατος µε έναν πρόσθετο όρο, ο οποίος ονοµάζεται ιδιοµορφή κεκλιµένου 
πυθµένα. 
 
Στην συνέχεια το πλήρες, γραµµικοποιηµένο, πρόβληµα συνοριακών τιµών διατυπώνεται στο 
πεδίο συχνοτήτων. ∆εδοµένου ότι η λωρίδα νερού εκτείνεται στο άπειρο στις οριζόντιες 
κατευθύνσεις, γίνεται παραδοχή ότι στο βάθος σε µεγάλες αποστάσεις καθίσταται σταθερό 
(αν και µπορεί να είναι διαφορετικό σε διαφορετικές κατευθύνσεις). Στη συνέχεια, το 
πρόβληµα αναδιατυπώνεται ως πρόβληµα µετάδοσης στο ενδιάµεσο φραγµένο χωρίο 
µεταβαλλόµενης βαθυµετρίας, όπου εστιάζεται το ενδιαφέρον µας για τη µελέτη των 
φαινοµένων διάθλασης-ανάκλασης-περίθλασης. Αυτό επιτρέπει τη διατύπωση του 
υδροδυναµικού προβλήµατος µε ισοδύναµη µεταβολική αρχή. Ακολούθως περιγράφεται η 
πλήρης αναπαράσταση του δυναµικού ταχύτητας, που θα χρησιµοποιηθεί σε συνδυασµό µε 
την µεταβολική αρχή. Στην συνέχεια περιγράφεται ο εµπλουτισµός της σειράς τοπικών 
ιδιοµορφών µε ένα πρόσθετο όρο (ιδιοµορφή κεκλιµένου πυθµένα), επιτρέποντας την ακριβή 
ικανοποίηση της συνοριακής συνθήκης  στον πυθµένα και  τη διατήρηση της κυµατικής 
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ενέργειας. Στη συνέχεια, παρουσιάζεται το σύστηµα συζευγµένων ιδιοµορφών ως προς τα 
άγνωστα πλάτη, µαζί µε τις κατάλληλες συνοριακές συνθήκες, και η µέθοδος αριθµητικής 
επίλυσης  µε την περικοπή της εµπλουτισµένης σειράς τοπικών ιδιοµορφών σε ένα 
πεπερασµένο αριθµό όρων διατηρώντας της διαδιδόµενη ιδιοµορφή, την ιδιοµορφή  
κεκλιµένου πυθµένα και έναν επαρκή αριθµό αποσβενόµενων ιδιοµορφών που απαιτούνται 
για την επίτευξη αριθµητικής σύγκλισης. Παρουσιάζονται αριθµητικά αποτελέσµατα για 
διάφορα επιλεγµένα παραδείγµατα και δείχνεται η σηµαντική βελτίωση στη σύγκλιση που 
επιτυγχάνεται µε το παρόν µοντέλο.  Επιπλέον, µε τη βοήθεια µιας συστηµατικής αριθµητικής 
διερεύνησης, διαπιστώνεται ότι στις περισσότερες πρακτικές εφαρµογές, λίγοι όροι στην 
εµπλουτισµένη αναπαράσταση είναι επαρκείς για να υπολογισθεί µε ακρίβεια το πεδίο 
ταχύτητας σε όλο το χωρίο  έως και (συµπεριλαµβανοµένων) των συνόρων.  
 
Ένα αξιοσηµείωτο χαρακτηριστικό του παρουσιαζόµενου µοντέλου  είναι ότι, αν και είναι σε 
θέση να περιγράψει το πλήρες γραµµικό πρόβληµα, µπορεί φυσικά να απλουστευθεί  σε 
µοντέλα ήπιας κλίσης σε υποπεριοχές όπου το επιτρέπουν οι φυσικές συνθήκες, ελαττώνοντας 
σηµαντικά το απαιτούµενο υπολογιστικό κόστος 
 
 
7.1.2. Μαθηµατική διατύπωση του προβλήµατος  
 
Θεωρούµε µια λωρίδα υγρού µεταβαλλόµενης βαθυµετρίας, όπως εικονίζεται στο Σχήµα 3. 
Το χωρίο D D3  φράσσεται εκ των άνω από την ελεύθερη επιφάνεια ,3F DD∂  και κάτωθεν από 

τον αδιαπέρατο πυθµένα ,3DDΠ∂ . Η βαθυµετρία περιγράφεται από τη συνάρτηση βάθους 

νερού ( )h x  η οποία µπορεί να παρουσιάζει µια γενική µεταβολή σε ένα ενδιάµεσο τµήµα, 

από αρχικό βάθος 1h  στην περιοχή πρόσπτωσης του κύµατος σε ένα τελικό βάθος 3h  στη 

περιοχή διάδοσης του κύµατος. Χάριν απλότητας θεωρούµε εδώ ότι η επιφάνεια του 
θαλάσσιου πυθµένα είναι ανεξάρτητη από την εγκάρσια µεταβλητή, δηλαδή ο πυθµένας 
χαρακτηρίζεται από παράλληλες ισοβαθείς. ∆εν επιβάλεται περιορισµός ως προς τη κλίση 
πυθµένα και έτσι το µοντέλο που θα περιγραφεί στη συνέχεια επεκτείνει το πεδίο εφαρµογής 
αντιστοίχων µοντέλων-εξισώσεων τύπου ήπιας κλίσης πυθµένα (mild slope equations). 
 
Το πεδίο διεγείρεται από ένα αρµονικό µονοχρωµατικό προσπίπτοντα κυµατισµό (παράλληλο 
επίπεδο κύµα), το οποίο διαδίδεται µε κατεύθυνση ως προς τις ισοβαθείς. Στην παρούσα 
εργασία, όλα τα χαρακτηριστικά µήκη, δηλ. το µήκος κύµατος, το µήκος µεταβολής του 
πυθµένα και το βάθος, θεωρούνται συγκρίσιµα. Αυτό σηµαίνει ότι ο λόγος ρηχότητας h λ  

δεν θεωρείται ούτε αρκετά µεγάλος ( )> 05.  ούτε αρκετά µικρός ( )< 0 07. , αποκλείοντας την 
δυνατότητα εφαρµογής ασυµπτωτικών µεθόδων στα πλαίσια θεώρησης βαθέως ή ρηχού 
νερού, αντίστοιχα. 
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Σχήµα 3.  ∆ιάδοση αρµονικών κυµατισµών σε περιοχή µεταβαλλόµενης βαθυµετρίας.  
 
 
Πριν προχωρήσουµε στη λεπτοµερέστερη διατύπωση του προβλήµατος θα εισάγουµε κάποια 
γεωµετρικά µεγέθη και συµβολισµούς. Εισάγεται ένα καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων, 
µε αρχή σε κάποιο σηµείο της µέσης στάθµης νερού (στην περιοχή µεταβαλλόµενης 
βαθυµετρίας), όπου ο άξονας z έχει φορά προς τα πάνω και ο άξονας y είναι παράλληλος µε 
τις ισοβαθείς, Σχήµα 3. Το τριδιάστατο χωρίο D D3  είναι της µορφής D D RD3 = × , όπου D  

το αντίστοιχο χωρίο στο κατακόρυφο επίπεδο και R = −∞ + ∞( , ) . Με βάση αυτό 
 

( ) ( ) ( ){ }D x y z x y R h x zD3
2 0= ∈ − < <, , : , , ,     ( ) ( ){ }D x z x R h x z= ∈ − < <, : , 0 .         (2.1) 

 
Η συνάρτηση ( )h x  δηλώνει το τοπικό βάθος του νερού µετρούµενο από την αδιατάρακτη 
(µέση) στάθµη της ελεύθερης επιφάνειας. Θεωρείται συνεχής και λεία συνάρτηση  
 

    ( ) ( ) ( ){ } ( )2 , supp ,h x C R h x a b′∈ ⊆ ,                (2.2) 

 
     ( ) ( )h x h a h= = 1     για x a≤ ,         ( ) ( )h x h b h= = 3     για x b≥ ,                                  (2.3) 
 
όπου ( )C R2  δηλώνει το χώρο των διπλά συνεχώς παραγωγίσιµων συναρτήσεων και 

( ){ }supp h x′  δηλώνει το φορέα στήριξης της συνάρτησης κλίσεως πυθµένα δηλαδή όλα τα 

σηµεία x για τα οποία ( ) 0f x′ ≠ .  Η παρούσα θεωρία επεκτείνεται και σε περιοχές που 

περιλαµβάνουν ασυνέχειες βαθυµετρίας, όπως υποθαλάσσια σκαλοπάτια, µε την εισαγωγή 

προσπίπτων κυµατισµός 

θ προσπίπτων  
κυµατισµός 

x 

y 
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καταλλήλων κατακορύφων διαχωριστικών επιφανειών (διεπιφανειών) και συνθηκών 
συναρµογής.  
 
Το τρισδιάστατο χωρίο D D3  διαχωρίζεται σε τρία υποχωρία D D R iD

i i
3 1 2 3( ) ( ) , , , ,= × =  τα 

οποία ορίζονται ως ακολούθως: D D3
1( )  είναι το υποχωρίο σταθερού βάθους  1h  για x a< , D D3

3( )  

είναι το υποχωρίο επίσης σταθερού βάθους  3h  για x b> , και το D D3
2( )  είναι το ενδιάµεσο 

υποχωρίο µεταβαλλόµενης βαθυµετρίας, το οποίο βρίσκεται µεταξύ των D D3
1( )  και D D3

3( ) . Τα 

υποχωρία αυτά D ii( ) , , , ,= 1 2 3  ορίζονται ως ακολούθως: 
 

( ) ( ) ( )
1

3

, 0 ,  =1

, : , 0,  2

 , 0,  3

i

x a h z i

D x z a x b h x z i

x b h z i

< − < <  
  = < < − < < =  
 > − < < =   

                                                                    (2.4) 

 

Χωρίς βλάβη της γενικότητας θεωρούµε ότι h h1 3> , δηλαδή το υποχωρίο ( )D 1  αντιστοιχεί 

στην περιοχή βαθύτερου νερού, όπου θα οριστεί ο προσπίπτων κυµατισµός, και ( )D 3  το 
υποχωρίο ρηχότερου νερού, προς το οποίο διαδίδεται ο κυµατισµός. Ο παραπάνω 
διαχωρισµός αυτός ισχύει και για τις συνοριακές επιφάνειες ∂ ∂D D RF D F,3 = ×  και 

∂ ∂D D RDΠ Π,3 = × . Έτσι, οι γραµµές (καµπύλες) ∂ DF  και ∂ DΠ  διαχωρίζονται 

αντίστοιχα σε τρία τµήµατα η κάθε µια, ∂ ∂ ∂ ∂D D D DF F F F= ∪ ∪( ) ( ) ( )1 2 3 , και 
(1) (2) (3)D D D DΠ Π Π Π∂ = ∂ ∪∂ ∪∂ . Επίσης, θεωρούµε τις κατακόρυφες διεπιφάνειες 

∂ ∂D D RI D I,
( ) ( )

3
12 12= ×  και ∂ ∂D D RI D I,

( ) ( )
3

23 23= × , µε τις οποίες ξεχωρίζουν το υποχωρίο D D3
1( )  

από το υποχωρίο D D3
2( ) , και, το D D3

2( )  από το D D3
3( ) , αντιστοίχως. Παρατηρούµε, στο Σχήµα 3 

ότι τα ∂ DI
( )12  και ∂ DI

( )23  είναι κατακόρυφα διαστήµατα µεταξύ πυθµένα και επιφάνειας του 
νερού στις θέσεις x a=  και x b= . 
 
Μετά την εισαγωγή του ανωτέρω συµβολισµού, προχωρούµε στη µαθηµατική διατύπωση του 
προβλήµατος. Υποθέτοντας ότι η ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας και το πεδίο ταχύτητας 
είναι µικρές ποσότητες (αυτό διατυπώνεται πληρέστερα µε την απαίτηση η κλίση της 
ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας να είναι παντού µικρή), µπορούν να χρησιµοποιηθούν οι 
γραµµικοποιηµένες εξισώσεις της θεωρίας διάδοσης υδάτινων κυµατισµών, βλ., π.χ. Stoker 
(1957) ή Wehausen & Laitone (1960) ή Mei (1983). Στη συνέχεια, υποθέτοντας το πεδίο 
ταχύτητας είναι αστρόβιλο και χρονικά αρµονικό (µε συχνότητα την ίδια µε αυτήν του 
προσπίπτοντος κυµατισµού), τότε αυτό µπορεί να αναπαρασταθεί από ένα δυναµικό 
ταχύτητας της µορφής 
 

( ) ( ) ( )( ) ( )1
0 1, , ; Re , ; exp sin exp

2

igH
x y z t x z iyk i tϕ µ θ ω

ω
 Φ = − − 
 

,                       (2.5α) 

 
όπου H /2  το πλάτος ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας του προσπίπτοντος κυµατισµού, 

1θ  η διεύθυνση διάδοσης του κύµατος στην περιοχή ( )D 1 , g  η επιτάχυνση της βαρύτητας, 

µ ω= 2 / g  η παράµετρος συχνότητας και  i = −1 .  Η παράµετρος ( )1
0k  είναι ο κυµαταριθµός 
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του προσπίπτοντος κύµατος στην περιοχή ( )D 1  σταθερού βάθους 1h , και συνδέεται µε την 

κυκλική συχνότητα ω  µε την σχέση διασποράς 

( ) ( )( )1 1
1 0 1 0 1tanhh k h k hµ =    .                                                                                                   (2.5β) 

Η συνάρτηση ( )ϕ ϕ µ= x z, ; , στην Εξ. (2.5), είναι το µιγαδικό δυναµικό στο κατακόρυφο 

χωρίο D, και στην συνέχεια θα συµβολίζεται απλά ως ( )ϕ x z, . Με βάση τα ανωτέρω το 

πρόβληµα συνοριακών τιµών  που αφορά την διάδοση των αρµονικών κυµατισµών πάνω από 
τη περιοχή µεταβαλλόµενης βαθυµετρίας που εξετάζεται αποτελείται από τις παρακάτω 
εξισώσεις και συνοριακές συνθήκες 
 
 

2 2 0,qϕ ϕ∇ − =         ( )1
0 sinq k θ=  ,         ( )x z D, ∈ ,                                                          (2.6α) 

 
∂ ϕ
∂

µ ϕ µ
ω

n g
− = = >0 0

2

, , ( )x z DF, ∈∂  ,  (2.6β) 

 
∂ ϕ
∂ n

=0,               ( )x z D, ∈∂ Π   ,    (2.6γ) 

 
και συµπληρώνεται µε τις ακόλουθες συνθήκες στο άπειρο ( )x → ±∞  οι οποίες 

εξασφαλίζουν τις ακόλουθες ιδιότητες 
 
(i)  στην περιοχή  x → −∞  η λύση συµπεριφέρεται ως υπέρθεση του προσπίπτοντος και του 

ανακλώµενου κυµατισµού (µε το ίδιο µήκος κύµατος):  
 

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 1
0 0 1 0 1 0 1 0 1, exp cos exp cosh / coshRx z A ixk A ixk cos k z h k hϕ θ θ→ + − + , 

            x → −∞ ,     (2.7) 
 
(ii) στην περιοχή x → +∞  η λύση συµπεριφέρεται ως αρµονικός διαδιδόµενος κυµατισµός:  
 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )3 3 3
0 3 0 3 0 3, exp cos cosh / cosh ,Tx z A ixk k z h k h xϕ θ→ + → +∞ .          (2.8α) 

 
µε γωνία διεύθυνσης διάδοσης 3θ  στην περιοχή σταθερού βάθους 3h  που καθορίζεται από 

την απαίτηση περιοδικότητας της λύσης κατά την εγκάρσια y-διεύθυνση 
 

( ) ( ) ( )( )3 1 31
0 3 0 1 3 0sin sin sin /k q k q kθ θ θ −= = ⇒ = .                                                                  (2.8β) 

 

Οι ποσότητες ( )k0
1  και ( )k0

3 , στις ανωτέρω εξισώσεις ικανοποιούν τις συνθήκες: 
( ) ( )( )µ h k h k hi
i

i
i

i= 0 0tanh , στις 2 ηµι-άπειρες λωρίδες ( )D i , i = 13, .  
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Οι συντελεστές A AR0 ,  στην Εξ. (2.7), και ο αντίστοιχος  AT  στην Εξ. (2.8) αποτελούν τους 
παραστατικούς µιγάδες του δυναµικού του προσπίπτοντος, ανακλώµενου και διαδιδόµενου 
δυναµικού αντίστοιχα. Συγκεκριµένα, ο συντελεστής µοναδιαίου µέτρου ( )0 0expA iψ=  

καθορίζει τη διέγερση του υδροδυναµικού προβλήµατος, όπου 0ψ  δηλώνει τη φάσης του 

προσπίπτοντος κυµατισµού. Το πρόβληµα συνοριακών τιµών, Εξ.. (2.6), (2.7) και (2.8), θα 

αναφέρεται συλλογικά ως ( )P D, , A0µ . Οι χαρακτηριστικές κλίµακες µήκους που 

εµπλέκονται (άµεσα ή έµµεσα) στο προαναφερθέν πρόβληµα είναι: τα δύο βάθη των 
µακρινών πεδίων, τα αντίστοιχα µήκη κύµατος, καθώς και το µήκος της διακύµανσης του 
πυθµένα, και το µέσο πλάτος των πτυχώσεων αυτού. Από τα ανωτέρω µεγέθη µπορούµε να 
σχηµατίσουµε διάφορες αδιάστατες παραµέτρους, οι σηµαντικότεροι από τις οποίες είναι: οι 
λόγοι ρηχότητας h ii iλ , ,= 1 3 , η µέση και η µέγιστη κλίση του πυθµένα smean, smax, και ο 
λόγος ρήχωσης h h3 1 . Στην παρούσα εργασία όλοι αυτοί οι αδιάστατοι αριθµοί θεωρούνται 
ότι έχουν την ίδια τάξη µεγέθους. ∆ηλαδή, δεν θα εφαρµοστούν ασυµπτωτικές υποθέσεις για 
αυτές. 
 
 
7.1.3 Αναπαράσταση του δυναµικού κύµατος στις δύο ηµιάπειρες λωρίδες 
 

Το πρόβληµα ( )P D, , A0µ  µπορεί να αναδιατυπωθεί ως πρόβληµα µετάδοσης στο 

ενδιάµεσο φραγµένο χωρίο, µε τη βοήθεια της ακόλουθης γενικής αναπαράστασης του 
δυναµικού κύµατος στις ηµιάπειρες λωρίδες και (βλέπε π.χ. Miles 1967, Mei & Black 1969, 
Massel 1993): 
 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1 1 1
0 0 1 0 1 0

1

, exp cos exp cos expR n n n
n

x z A ixk A ixk Z z C Z z k x aϕ θ θ
∞

=

= + − + −∑ , 

          ( ) ( )x z D, ∈ 1    (2.9) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )3 3 3 3 3 3 3
0 3 0

1

, exp cos exp , ,T n n n
n

x z A ixk Z z C Z z k b x x z Dϕ θ
∞

=

= + − ∈∑ .      (2.10) 

 

Οι όροι ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )1 1 1
0 0 1 0 1 0exp cos exp cosRA ixk A ixk Z zθ θ+ −  and ( )( ) ( ) ( )3 3

0 3 0exp cosTA ixk Z zθ  

στις Εξ. (2.9) and (2.10), καλούνται διαδιδόµενες µορφές, ενώ οι υπόλοιποι όροι ( )n = 12, ,…  
είναι οι αποσβενόµενες µορφές, αντίστοιχα. Στις σχέσεις(2.9) and (2.10) οι παράµετροι 

{ }i k k n ii
n

i
0 1 2 1 3( ) ( ), , , , , ,= =… ,  και οι κατακόρυφες συναρτήσεις 

( ){ }Z z n in
i( ) , , , , , ,= =0 1 2 1 3… , είναι, αντίστοιχα, οι ιδιοτιµές και οι αντίστοιχες 

ιδιοσυναρτήσεις που λαµβάνονται ως λύσεις των ακόλουθων προβληµάτων Sturm-Liouville 
 

( )
( ) ( )

d Z z

d z
k Z z h z

i
i i

i

2

2

2
0 0

( )
( ) ( ) ,+ = − < <  ,                                  (2.11α) 

 

( )
( )

d Z

d z
Z

i
i

( )
( )0

0 0− =µ ,    
( )d Z h

d z

i
i

( ) −
= 0 ,                                          (2.11β,γ) 
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που λαµβάνονται µε χωρισµό µεταβλητών στις ηµιάπειρες λωρίδες D ii( ) , ,= 1 3. Οι ιδιοτιµές 

{ }i k ki
n

i
0
( ) ( ),  λαµβάνονται ως ρίζες της εξίσωσης διασποράς (στα αντίστοιχα βάθη) 

 

     ( )µ h k h k h ii
i

i
i

i= − =( ) ( )tan , ,1 3,             (2.12) 

 

και οι ιδιοσυναρτήσεις ( ){ }( ) , 0,1,2,i
nZ z n = …  δίνονται από τις σχέσεις 

 

    ( )
( )( )

( )Z z
k z h

k h
i

i
i

i
i

0

0

0

( )

( )

( )

cosh

cosh
=

+
,     ( )

( )( )
( )Z z

k z h

k h
n

i n
i

i

n
i

i

( )

( )

( )

cos

cos
=

+
,    n i= =12 13, , , ,… .      (2.13) 

 
Η πληρότητα των αναπαραστάσεων (2.9) and (2.10) προκύπτει από τις ιδιότητες των 
κανονικών προβληµάτων ιδιοτιµών, βλ., π.χ., Coddington and Levinson, (1955, Section 7.4). 
Επίσης, η οµοιόµορφη σύγκλιση των σειρών (2.9) and (2.10) στα κατακόρυφα διαστήµατα 

[ ], 0ih− , 1,3i = , στα αντίστοιχα δυναµικά ( )ϕ 1  και ( )ϕ 3  εξασφαλίζεται από το γεγονός ότι 

ικανοποιούν τις ίδιες συνοριακές συνθήκες µε τις ιδιοσυναρτήσεις ( )( ) , 0,1,2,i
nZ z n = … , 

αντίστοιχα. 
 
Θεωρώντας ως δεδοµένο του προβλήµατος την τιµή του συντελεστή A0  του προσπίπτοντος 

κυµατικού δυναµικού, τα πεδία ( )ϕ 1  και ( )ϕ 3  στα ηµιάπειρα χωρία καθορίζονται πλήρως και 

µοναδικά από τους υπόλοιπους συντελεστές των σειρών (2.9) ( ){ }A CR n
n N

, 1

∈
  , και (2.10) 

( ){ }A CT n
n N

, 3

∈
, αντίστοιχα. Έχοντας αυτό υπόψη γράφουµε στην συνέχεια: 

 

   ( ) ( ) ( ){ }( )ϕ ϕ1 1 1=
∈

x z A CR n
n N

, ; ,   και   ( ) ( ) ( ){ }( )ϕ ϕ3 3 3=
∈

x z A CT n
n N

, ; , , 

 
Εκφράζοντας κατ’ αυτόν τον τρόπο την παραµετρική εξάρτηση των πεδίων αυτών από τους 

συντελεστές ( ){ }A CR n
n N

, 1

∈
 και τις χωρικές µεταβλητές (x,z) στην κάθε ηµιάπειρη λωρίδα. 

 
 

7.2 Αναδιατύπωση του ( )P D, , A0µ  ως πρόβληµα µετάδοσης 
 
Εκµεταλλευόµενοι τις αναπαραστάσεις (2.9) και (2.10) το πρόβληµα µπορεί να 
αναδιατυπωθεί ισοµερώς ως πρόβληµα κυµατικής µετάδοσης στο φραγµένο χωρίο D ( )2 , ως 
εξής: 
 

Πρόβληµα ( )PT D A( ) , ,2
0µ :  Με δεδοµένα τα ( )A i0 0=exp θ  και µ ω= >2 0g , και τις 

αναπαραστάσεις (2.9) και (2.10) στις ηµιάπειρες λωρίδες ( )D 1  και ( )D 3 , να βρεθούν οι 

συντελεστές ( ){ }A CR n
n N

, 1

∈
 και ( ){ }A CT n

n N
, 3

∈
, και η συνάρτηση ( ) ( )ϕ 2 x z, , στο ( )D 2 , που 

ικανοποιούν το ακόλουθο σύστηµα εξισώσεων, µαζί µε τις συνοριακές συνθήκες και τις 
συνθήκες συναρµογής:  
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( ) ( )2 22 2 0,qϕ ϕ∇ − =         ( )1

0 sinq k θ=  ,  στο ( )D 2 ,                                (2.14α) 

 
∂ϕ
∂

µϕ
( )

( )
( )

2

2
2 0

n
− = ,     ( )x z DF, ( )∈∂ 2 ,        

∂ ϕ
∂

( )

( )

2

2 0
n

= ,     ( )x z D, ( )∈∂ Π
2 ,                  (2.14β,γ) 

 

ϕ ϕ
∂ϕ
∂

∂ ϕ
∂

( ) ( )
( )

( )

( )

( ),2 1
2

2

1

1= = −
n n

,     ( )x z DI, ( )∈∂ 12 ,                     (2.14δ,ε) 

 

ϕ ϕ
∂ϕ
∂

∂ϕ
∂

( ) ( )
( )

( )

( )

( ),2 3
2

2

3

3= = −
n n

,     ( )x z DI, ( )∈∂ 23 ,                             (2.14στ,ζ) 

 

όπου ( ) ( ) ( )( )n n ni
x
i

z
i= ,  είναι το µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα στο σύνορο ∂ D i( )   µε 

κατεύθυνση προς το εξωτερικό του αντίστοιχου υποχωρίου D i( ) , i = 12 3, , ;  Βλ. Σχ.3.  Το 
ανωτέρω πρόβληµα θα αναφέρεται στη συνέχεια ως το πρόβληµα µετάδοσης κυµατισµών  

( )PT D A( ) , ,2
0µ  και είναι ισοδύναµο του αρχικού προβλήµατος ( )P D, , A0µ . Το 

προβληµα µετάδοσης επιδέχεται ισοδύναµης µεταβολικής διατύπωσης (π.χ., Bai & Yeung 
1974, Mei & Chen 1975, 1976, Mei 1978, Aranha et al. 1979), η οποία θα παρουσιαστεί 
αναλυτικά στη συνέχεια. 
 
 

7.3  Μεταβολική διατύπωση του  ( )PT D A( ) , ,2
0µ  

 
Θεωρούµε ότι τα µιγαδικά δυναµικά  ϕ ( )1  and ϕ ( )3 , αναπαριστώµενα από τις Εξ. (2.9) 

και(2.10), καθορίζονται πλήρως από τους συντελεστές { }A CR n n N
, ( )1

∈
 and { }A CT n n N

, ( )3

∈
, ενώ 

για το δυναµικό στην ενδιάµεση περιοχή ϕ ( )2  αυτό θεωρείται µέσω του συνόλου των τιµών 

του ( ) ( )ϕ 2 x z, , σε κάθε σηµείο  του χωρίου αυτού, ( )x z D, ( )∈ 2 . Πάνω σε αυτά τα στοιχεία 

ορίζουµε το ακόλουθο συναρτησιακό ενεργειακού-τύπου: 
 

( ) ( ){ } ( ){ }( ) ( )( )
( )

( )( )
( )

F ϕ ϕ µ ϕ

∂

2 1 3 2 2 2 21

2

1

2
2 2

, , , ,A C A C dV dSR n n N T n n N

D DF

∈ ∈
= ∇ − +∫ ∫  

   

( ) ( ) ( ){ }( )
( ) ( ){ }( )

( )

( ) ( ) ( ){ }( )
( ) ( ){ }( )

( ) +⋅






 −+

+⋅






 −+

∈
∈

∈
∈

∫

∫
dS
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C,A
C,A

dS
n

C,A
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D

NnnT

NnnR

D

NnnR
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I
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I
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33
332
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11
112

23

12

2

1

2
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∂
ϕ∂

ϕϕ

∂
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ϕϕ

∂

∂

  

   ( )− A A Jo R
1 ,                                         (3.1) 
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όπου dV  και dS  είναι τα διαφορικά του χωρίου και των συνόρων του, αντίστοιχα, και Ao  
είναι το δεδοµένο µιγαδικό πλάτος (ουσιαστικά η φάση) του προσπίπτοντος αρµονικού 
κύµατος, και  ( )J 1   είναι η ακόλουθη σταθερά του προβλήµατος 

    ( ) ( ) ( ( ) ( ) )J k Z z dz

z h

z

1
0
1

0
1

0

2
2

1

=

= −

=

∫ .                      (3.2) 

Υπό την παρούσα µοντελοποίηση, οι βαθµοί ελευθερίας του υδροδυναµικού συστήµατος που 
µελετάται είναι οι  εξής: 

(α)   οι τιµές του άγνωστου δυναµικού ( )ϕ 2 ,σε όλα τα σηµεία στο εσωτερικό του ( )D 2 , 

(β) οι τιµές του άγνωστου δυναµικού ( )ϕ 2 , σε όλα τα σηµεία πάνω στο σύνορο του ∂D( )2 =  

= ∪ ∪ ∪∂ ∂ ∂ ∂D D D DF I I
( ) ( ) ( ) ( )2 2 12 23

Π , 

(γ) οι (αριθµήσιµα άπειροι) συντελεστές ( ){ }A CR n
n N

, 1

∈
, της αναπαράστασης του δυναµικού 

( )ϕ 1
στην αριστερή ηµι-άπειρη λωρίδα, και 

(δ) οι (αριθµήσιµα άπειροι) συντελεστές ( ){ }A CT n
n N

, 3

∈
, της αναπαράστασης του δυναµικού 

( )ϕ 3
στην δεξιά  ηµι-άπειρη λωρίδα. 

 

Η µεταβολική διατύπωση του προβλήµατος ( )PT D A( ) , ,2
0µ  δίδεται ακολούθως 

 

Θεώρηµα A: Η συνάρτηση ( ) ( ) ( ) ( )ϕ 2 2x z x z D, , , ∈ και οι συντελεστές ( ){ }A CR n
n N

, 1

∈
 και 

( ){ }A CT n
n N

, 3

∈
 αποτελούν λύση του προβλήµατος ( )PT D A( ) , ,2

0µ , υπό την προϋπόθεση ότι 

καθιστούν το συναρτησιακό F  που δίνεται από την Εξ.(3.1), στάσιµο, δηλαδή . 
  

              { } { }( )δ ϕF ( ) ( ) ( ), , , ,2 1 3A C A CR n T n = 0.                                      (3.3α) 

 
Απόδειξη: Υπολογίζοντας τη πρώτη µεταβολή δF  του ανωτέρω συναρτησιακού (βλ., π.χ.,  
Bai & Yeung 1974, Mei & Chen 1975)1, η µεταβολική εξίσωση (3.3α) παίρνει τη µορφή: 
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1 Λεπτοµέρειες παρέχονται στο Παράρτηµα Α. 
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Έτσι, η πρώτη µεταβολή του συναρτησιακού F  έχει εκφρασθεί συναρτήσει των 

µεταβολών: (i) ( )δϕ 2  στο χωρίο ( )D 2  (όρος πρώτος), (ii) ( )δϕ 2
στο σύνορο ( )∂ D 2  (όροι 

δεύτερος έως πέµπτος), (iii) ( )( )δ ∂ ϕ ∂1 x  στο αριστερό σύνορο συναρµογής ( )∂ DI
12  (όρος 

έκτος), and (iv) ( )( )δ ∂ ϕ ∂3 x  στο δεξιό σύνορο συναρµογής ( )∂ DI
23  (όρος έβδοµος). Οι δύο 

συναρτήσεις ( )∂ ϕ ∂i x i/ , , ,= 13  που εµφανίζονται στους δυο τελευταίους όρους, 
αναπαρίστανται µέσω των αναπτυγµάτων τους σε σειρά όπως προκύπτει από την παραγώγιση 

των Εξισώσεων (2.9) και (2.10). Συνεπώς, οι µεταβολές ( )( )δ ∂ ϕ ∂1 x  και ( )( )δ ∂ ϕ ∂3 x  

εκφράζονται, τελικά, συναρτήσει των µεταβολών ( ){ }δ δA CR n n N
, 1

∈
 and ( ){ }δ δA CT n n N

, 3

∈
, 

των συντελεστών AR και AT, αντιστοίχως. 
 
Στη συνέχεια εργαζόµαστε χρησιµοποιώντας τα συνήθη εργαλεία του λογισµού µεταβολών 
(e.g.,  Gelfand and Fomin 1963, ch. 36,  ή Rectorys 1977, ch.22). Κατ’ αρχάς, υποθέτουµε ότι 
όλες οι µεταβολές στην Εξ. (3.3β) µηδενίζονται εκτός από τις συνεχώς απειριζόµενες 

ποσότητες (continuously infinite values) του ( ) ( )δϕ 2 x z,  στο ( )D 2 .  Έτσι, η Εξ. (3.3β) 
γράφεται  
     

    ( )( )
( )

( )∇ =∫ 2

2

0ϕ δϕ2 2

D

dV .                      (3.4) 

 

Για τυχούσα µεταβολή ( )( )δϕ 2 x z, , παρατηρούµε ότι η Εξ. (3.4) επάγει την εξίσωση Laplace 
(2.14α). Χρησιµοποιώντας αυτό το αποτέλεσµα, ο πρώτος όρος του αριστερού µέλους της Εξ. 
(3.3β) «παραβλέπεται» (ακυρώνεται, εκπίπτει, διαγράφεται;;;). Περαιτέρω, επαναλαµβάνουµε 
την ίδια διαδικασία, υποθέτοντας πως µόνο µία από τις ακόλουθες µεταβολές,  
 

     δϕ ( )2   στο  ∂DΠ
( ) ,2     ( )δϕ 2   στο  ∂DF

( ) ,2 δϕ ( )2   στο  ∂ δϕDI
( ) ( ),12 2   στο  ∂DI

( )23 ,  
 
δέχεται τυχούσες τιµές κάθε φορά, ενώ οι υπόλοιπες µηδενίζονται. Έτσι, λαµβάνουµε τις 
Εξ.(2.14β), (2.14γ), (2.14ε), (2.14ζ), αντιστοίχως. Χρησιµοποιώντας αυτά τα αποτελέσµατα, η 
µεταβολική εξίσωση (3.3β) µεταπίπτει στην 
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∂ ∂
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 =∫ ∫x

dS
x

dS

D DI I
( ) ( )

.             (3.5) 

 
∆ιαφορίζοντας την Εξ. (2.9)  λαµβάνουµε µια αναπαράσταση µε τη µορφή σειράς για τη 
µεταβολή 
 

 
( ) ( )( )δ

∂ϕ
∂

δ δ
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( ) ( ) ( ),
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=

∞

∑ ,                (3.6) 
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ενώ διαφορίζοντας την Εξ.. (2.10), λαµβάνουµε µια ανάλογη έκφραση για το ( )δ ∂ϕ ∂( )3 x  

στη θέση x b= . Χρησιµοποιώντας τα προηγούµενα αποτελέσµατα σε συνδυασµό µε την 
ανεξαρτησία των µεταβολών δ δ δ δA C A CR n T n, , ,( ) ( )1 3 , συνάγεται ότι η Εξ. (3.5) είναι 
ισοδύναµη µε το ακόλουθο διακριτό σύνολο εξισώσεων:  
 

   ( )( )ϕ ϕ2 − = = =

−

∫ ( ) ( )( ) , , , , , ,i

h

n
i

i

Z z dz i n

0

0 13 012….             (3.7) 

 

Τότε, λόγω της L2 -πληρότητας των συστηµάτων { }Z zn
i

n N

( )( )
∈

 στα διαστήµατα 

( )− =h ii , , ,0 13, αντιστοίχως, οι Εξ. (3.7) οδηγούν στις Εξ. (2.14δ) and (2.14στ), όπου η 

ισότητα νοείται κατά την ασθενή ( L2 ) έννοια. Υπό την υπόθεση ότι οι συναρτήσεις 
( )ϕ i i, , ,= 13  έχουν συνεχείς πρώτες παραγώγους µέχρι και το σύνορο, οι ισότητες 
( ) ( ) ( ) ( )ϕ ϕ2 1 0a z a z, ,− =  και ( ) ( ) ( ) ( )ϕ ϕ2 3 0b z b z, ,− =  ισχύουν και κατά την ισχυρή έννοια. 

 
Ως εκ τούτου, η ισοδυναµία της µεταβολικής εξίσωσης (3.3) και του προβλήµατος 

( )PT D A( ) , ,2
0µ  έχει δειχθεί και η απόδειξη του θεωρήµατος έχει ολοκληρωθεί.   

 
Σηµείωση: Επί τη βάσει του Θεωρήµατος Α, στο σηµείο στασιµότητας του συναρτησιακού  
F  ικανοποιούνται όλες οι εξισώσεις και οι συνοριακές συνθήκες, Εξ. (2.14). 
Αντικαθιστώντας αυτές στην έκφραση (3.1) και χρησιµοποιώντας το θεώρηµα Green για τη 
µετατροπή του χωρικού ολοκληρώµατος επί του ( )D 2  σε ολοκληρώµατα επί των συνόρων 

του, ( )∂D 2 , καταλήγουµε, µετά από κάποια άλγεβρα στην τιµή F ( )= −A A Jo R
1 , για το 

συναρτησιακό στο σηµείο στασιµότητας, δηλαδή, συµπεραίνουµε ότι η τιµή αυτή είναι 
ανάλογη προς το πλάτος του επ’ αριστερά ανακλώµενου κύµατος. 
 
Εκτός από το θεωρητικό ενδιαφέρον της, η χρησιµότητα της παραπάνω µεταβολικής 
διατύπωσης του προβλήµατος, έγκειται στο γεγονός ότι µας επιτρέπει να επιλέξουµε 

οποιαδήποτε αναπαράσταση για το άγνωστο δυναµικό ( )ϕ 2  στο ( )D 2 . Με αυτό τον τρόπο, 
µπορεί να κατασκευαστεί µια ποικιλία αλγορίθµων για την αριθµητική λύση του υπό µελέτη 
κυµατικού προβλήµατος. Μία δυνατή επιλογή, η οποία επιτρέπει την αντιµετώπιση 
προβληµάτων υδάτινων κυµάτων σε θαλάσσια περιβάλλοντα, χωρίς περιορισµούς για την 
κλίση ή την καµπυλότητα του πυθµένα, θα παρουσιαστεί στην επόµενη ενότητα. 
 
 
7.4  Αναπαράσταση της λύσης µε χρήση σειράς τοπικών ιδιοµορφών 
 
Στο εδάφιο αυτό θα παρουσιάσουµε και θα σχολιάσουµε µια ειδική αναπαράσταση του 

κυµατικού δυναµικού ( )ϕ ( ) ,2 x z  στο υποχωρίο ( )D 2  µεταβαλλόµενης βαθυµετρίας, 
ακολουθώντας τη µέθοδο εργασίας που πρωτοπαρουσιάσθηκε από τον Pierce (1965) για 
προβλήµατα υδροακουστικής. Έκτοτε, η τεχνική αυτή έχει χρησιµοποιηθεί εκτεταµένα στα 
πλαίσια της υδροακουστικής (π.χ., Boyles, 1984 και Fawcett, 1992), ακολούθως δε, και για τα 
υδάτινα κύµατα (Massel, 1993, Porter & Staziker, 1995, Porter & Chamberlain, 1997).  
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∆εδοµένης της συνάρτησης βαθυµετρίας (τοπικού βάθους) ( )h x x R, ∈  , και της 

παραµέτρου κύµατος µ ω= >2 0g , µπορούµε να διατυπώσουµε και να επιλύσουµε την 

τοπική σχέση διασποράς σε κάθε θέση [ ]x a b∈ , : 

 
          ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]µ h x k x h x k x h x= − ⋅tan ,       a x b≤ ≤ ,             (4.1) 

 

λαµβάνοντας, έτσι, τις τοπικές ιδιοτιµές ( ) ( ){ }ik x k x no n, , ,= 12… , και τις τοπικές 

κατακόρυφες ιδιοσυναρτήσεις  
 

  ( )
( ) ( )( )[ ]
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( ) ( )( )

Z z x
k x z h x

k x h x
Z z x

k x z h x

k x h x
nn

n

n

0

0

0

12; , ; , , ,=
+

⋅
=

+

⋅
=

cosh

cosh

cos

cos
… .                (4.2) 

 
Οι ανωτέρω ιδιοτιµές και ιδιοσυναρτήσεις συγκροτούν την λύση του ακόλουθου τοπικού 
κατακόρυφου προβλήµατος Sturm-Liouville (βλ.,. Εξ. (2.9), (2.10)): 
 

( )
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∂

2

2
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; ,+ = − < < ,    (4.3α) 
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∂
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∂
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Z x
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Z x
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;
− =

−
= .     (4.3β,γ) 

 
Πρέπει να σηµειωθεί ότι στις ανωτέρω εξισώσεις η εξάρτηση από την οριζόντια θέση x  είναι 
παραµετρικής φύσης. Συνεπώς, το πρόβληµα Sturm-Liouville, Εξ. (4.3), πρέπει να θεωρείται 
ως µια οικογένεια προβληµάτων, καθένα από τα οποία αντιστοιχεί σε µια τιµή της οριζόντιας 
παραµέτρου x . Οι χαρακτηρισµοί τοπικές ιδιοτιµές (local eigenvalues) και τοπικές 
ιδιοσυναρτήσεις (local eigenfunctions) χρησιµοποιούνται ακριβώς για να τονίσουν το γεγονός 
αυτό. 
 
Με βάση την γενική θεωρία των προβληµάτων Sturm-Liouville, π.χ., Titchmarsh (1962, 

Ch.1), Higgins (1977, Ch. 4), το σύνολο των συναρτήσεων ( ){ }Z z xn n
;

, ,...=0 1
 που εξαρτώνται 

από την κατακόρυφη µεταβλητή z  συγκροτούν ένα πλήρες ορθογώνιο σύστηµα στο 

( )L h x2 0− ( ), , για κάθε τιµή [ ]x a b∈ , . Εποµένως, µπορούµε να θεωρήσουµε την ακόλουθη 

L2 -αναπαράσταση του (άγνωστου) κυµατικού δυναµικού ( )ϕ 2  στο ( )D 2 : 
 

                             ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ϕ ϕ ϕ2
0 0

1

x z x Z z x x Z z xn n

n

, ; ;= +
=

∞

∑ ,    (4.4) 

 
όπου ( )ϕn x n, , , ,= 012… , είναι οι συντελεστές του γενικευµένου κατά Fourier αναπτύγµατος 

του ( )ϕ ( ) ,2 x z  συναρτήσει της L2 -βάσης ( )Z z x nn ; , , , ,= 012… , για κάθε [ ]x a b∈ , . Αυτή η 

αναπαράσταση του κυµατικού δυναµικού ϕ ( )2  θα ονοµάζεται αναπαράσταση τοπικών 
ιδιοµορφών (the standard local-mode representation). 
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Κατ’αναλογίαν των Εξ. (2.9), (2.10), ο πρώτος όρος ( ) ( )ϕ0 0x Z z x;  της σειράς (4.4) θα 
ονοµάζεται διαδιδόµενη ιδιοµορφή (propagating mode), ενώ οι εναποµείναντες όροι 

( ) ( )ϕn nx Z z x n; , , , ,= 12…  θα ονοµάζονται αποσβενόµενες (ή µη-διαδιδόµενες) ιδιοµορφές 

(evanescent modes, non-propagating modes). Οι συναρτήσεις ( )Z z xn ;  αντιπροσωπεύουν την 

κατακόρυφη δοµή της n -οστής ιδιοµορφής. Η συνάρτηση ( )ϕn x  περιγράφει την οριζόντια 
συµπεριφορά της n -οστής ιδιοµορφής και θα αναφέρεται ως το µιγαδικό πλάτος της (complex 
amplitude). 
 
Η ιδιότητα (4.3β) των τοπικών κατακορύφων ιδιοσυναρτήσεων συνεπάγεται ότι το κυµατικό 
δυναµικό ( )ϕ ( ) ,2 x z , οριζόµενο στην Εξ. (4.4), ικανοποιεί ταυτοτικά την συνθήκη ελεύθερης 
επιφάνειας, Εξ. (2.14β). Άρα, η χρήση της ανωτέρω αναπαράστασης µέσω τοπικών 
ιδιοµορφών και ιδιοσυναρτήσεων καθιστά τη συνθήκη ελεύθερης επιφάνειας µια ουσιώδη 
συνθήκη (essential condition) της µεταβολικής διατύπωσης του προβλήµατος, η οποία 
παρουσιάστηκε στο προηγούµενο εδάφιο. Από αριθµητικής απόψεως, αυτό αποδεικνύεται ως 
ευεργετική ιδιότητα της αναπαράστασης (4.4). Εξάλλου, η συνάρτηση ( )ϕ ( ) ,2 x z , οριζόµενη 

µέσω της (4.4), είναι ασύµβατη µε την συνοριακή συνθήκη πυθµένα εάν ( )dh x dx ≠ 0 · διότι, 
αν διαφορίσουµε την (4.4) ως προς z και χρησιµοποιήσουµε την ιδιότητα (4.3γ) των τοπικών 
κατακορύφων ιδιοσυναρτήσεων, λαµβάνουµε  
  

                            ( ) ( )[ ] ( )
∂ ϕ ∂2 0x z z

z h x
, /

=−
= ,                a x b< < ,                 (4.5) 

 
Η οποία αντιφάσκει µε την (2.14γ) στην περίπτωση κεκλιµένου πυθµένα. Η αντίφαση αυτή 
διαταράζει την διατήρηση της ενέργειας. Τη απουσία κάποιου µηχανισµού απωλειών 
(απορρόφησης) ενέργειας, η µέση κυµατική ισχύς ( )P x , που µεταδίδεται µέσω 

οποιασδήποτε κατακόρυφης τοµής η οποία εκτείνεται από τον πυθµένα ( )z h x= −  µέχρι τη 

µέση στάθµη ηρεµίας z = 0, πρέπει να είναι σταθερή, ή, ισοδύναµα, ( )d P x d x = 0 . Η 

ποσότητα ( )d P x dx/  µπορεί να εκφρασθεί αναλυτικά µε χρήση του κυµατικού δυναµικού 

( )ϕ x z, ,  στη µορφή 2  

 

                
( )dP x

dx

g H dh

dx n
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= − + 
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ρ
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z h x
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8
Im * * ,         (4.6) 

 
όπου µε ϕ *  δηλώνεται ο µιγαδικός συζυγής του ϕ . Αντικαθιστώντας,  το δυναµικό By ϕ ( )2  
από την Εξ. (4.4) στην Εξ. (4.6), λαµβάνουµε 
 

   
( )
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dP x

dx

g H dh

dx x
z h x
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8
Im ( )*
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2 Λεπτοµέρειες υπάρχουν στο Παράρτηµα Β. 
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το οποίο είναι οπωσδήποτε µη-µηδενικό σε κάθε θέση της περιοχής µεταβαλλόµενου βάθους 

πυθµένα, αφού, σε αυτήν την περίπτωση, dh dx ≠ 0  και and ( )ϕ ∂ϕ ∂( )* ( )2 2 0x ≠ . Μόνο 

στην περίπτωση, πυθµένα ήπιας κλίσης, δηλαδή, όταν ( )dh d x k h0 1<< , η απόκλιση 

αναµένεται να είναι µικρή και, συνεπώς, µπορούµε να θεωρήσουµε ότι η αναπαράσταση (4.4) 
προσεγγιστικά ισχύει. Το ελάττωµα της αναπαράστασης µέσω τοπικών ιδιοµορφών έχει 
επίσης σχολιαστεί (χωρίς όµως να αντιµετωπισθεί) από τους Rutherford & Hawker (1981) 
στα πλαίσια εφαρµογών υδροακουστικής. Η άρση του µειονεκτήµατος αυτού της µεθόδου µε 
αναπαράσταση µέσω τοπικών ιδιοµορφών είναι ο κύριος σκοπός του παρόντος.  
Το µειονέκτηµα της αναπαράστασης (4.4) στην περίπτωση κεκλιµένου πυθµένα έγκειται στο 
γεγονός ότι η απειροσειρά που εµφανίζεται στο δεξιά µέλος δεν συγκλίνει οµοιόµορφα στο 
διάστηµα ( )[ ]−h x , 0 . Υπενθυµίζεται εδώ ότι το ανάπτυγµα σε σειρά χρησιµοποιώντας όρους 

( )Z z x nn ; , , , ,= 012… , µιας οποιασδήποτε C2 − συνάρτησης ( )f z , συγκλίνει οµοιόµορφα 

στο ( )[ ]−h x , 0  µόνον αν η ( )f z  ικανοποιεί ταυτόχρονα και τις δυο συνοριακές συνθήκες 

(4.3β,γ), βλ. π.χ. Coddington & Levinson (1955, ch. 7.4). Σε άλλη περίπτωση, αν η ( )f z δεν 

ικανοποιεί µια εκ των συνοριακών συνθηκών (4.3β, γ), η σύγκλιση καθίσταται οµοιόµορφη 
µόνο σε υποδιαστήµατα της µορφής ( )[ ]− + −h x ε ε, , και το όριο της σειράς στο z = 0 ή στο 

( )z h x= −  µπορεί να µην συµπίπτει µε την ακραία τιµή (ή τις ακραίες τιµές) της ( )f z . 

Συνεπώς, η αναπαράσταση (4.4) είναι ακατάλληλη για το χειρισµό του προβλήµατος 

συνοριακών τιµών ( )PT D A( ) , ,2
0µ , το οποίο επιβάλλει µια συνοριακή συνθήκη στην 

κατακόρυφη θέση ( )z h x= − , ασύµβατη µε την συµπεριφορά στο σύνορο των συναρτήσεων 
βάσης. Ένας τρόπος να αντιµετωπίσουµε το πρόβληµα αυτό είναι να µεταβάλλουµε 
καταλλήλως το ανάπτυγµα σε σειρά της συνάρτησης που αναπαριστούµε, εξασφαλίζοντας ότι 
η τροποποιηµένη σειρά ικανοποιεί ακριβώς τις απαιτούµενες συνοριακές συνθήκες και στα 
δύο άκρα του κατακόρυφου διαστήµατος, δηλαδή, στις θέσεις z = 0 και ( )z h x= − .  
 
 
7.4.1  Εµπλουτισµένη αναπαράσταση τοπικών ιδιοµορφών 
 
Σε αυτό το υποεδάφιο, θα παρουσιάσουµε την τροποποίηση του αναπτύγµατος (4.4) ώστε να 
εξασφαλίζεται η οµοιόµορφη σύγκλιση της προκύπτουσας σειράς στο κλειστό διάστηµα 

( )[ ]− h x , 0 . Η βασική ιδέα είναι να αφαιρεθεί µια κατάλληλη συνάρτηση The basic idea is to 

( )ϕ−1
2( ) ,x z  από το κυµατικό δυναµικό ( )ϕ ( ) ,2 x z , έτσι ώστε η διαφορά 

 

    ( ) ( ) ( ) ( )f x z x z x z2 2
1
2, , ,( ) ( )= − −ϕ ϕ                                     (4.7) 

 
να ικανοποιεί τις συνοριακές συνθήκες  
 

 
( )

( )∂
∂

µ
f x z

z
f x z z

( )
( ),

, ,
2

2 0 0− = = ,     
( ) ( )

∂
∂

f x z

z
z h x

( ) ,
,

2

0= = − ,           (4.8α,β)

  
για κάθε [ ]x a b∈ , . Οι συνοριακές συνθήκες (4.8α,β) είναι ταυτόσηµες µε τις (4.3β,γ), που 

ικανοποιούνται από τις συναρτήσεις βάσεις ( )Z z x nn ; , , , ,= 012… . Εποµένως, το ανάπτυγµα 

της συνάρτησης ( )f x z( ) ,2  συναρτήσει των ( )Z z x nn ; , , , , . . .= 012 , δηλαδή,  
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     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x z x z x z x Z z x x Z z xn n

n

( ) ( ) ( ), , , ; ;2 2
1
2

0 0

1

≡ − = +−

=

∞

∑ϕ ϕ ϕ ϕ ,                  (4.9) 

 

συγκλίνει οµοιόµορφα στο ( )[ ]− h x , 0 . Βέβαια, οι συντελεστές ( )ϕn x  που εµφανίζονται στην 

Εξ. (4.9) διαφέρουν από τους αντίστοιχους συντελεστές που εµφανίζονται στην Εξ. (4.4). 
 
Ακολούθως, θα κατασκευάσουµε µια αποδεκτή αναπαράσταση για τη συνάρτηση ( )ϕ−1

2( ) ,x z . 
Μια πιθανή επιλογή είναι  
 
    ( ) ( ) ( )ϕ ϕ− − −=1

2
1 1

( ) , ;x z x Z z x  ,                        (4.10) 
 

όπου η ( )Z z x−1 ;  µπορεί να είναι οποιαδήποτε λεία συνάρτηση του z στο ( )[ ]− h x , 0  υπό τον 

όρο ότι ικανοποιεί τις συνθήκες  
 

( ) ( )Z z x Z z x z− −= = = =1 10 0 0 0; , ; /∂ ∂  ,  (4.11α,β) 

( )( ) ( )( )Z z h x x Z z h x x z m− −
−= − = = − =1 1

10 1; , ; /∂ ∂  ,     (4.11γ,δ) 

 
για κάθε [ ]x a b∈ , ,  οπότε η ( )ϕ−1 x  δίνεται από τη σχέση 

 

   ( ) ( )[ ] ( )
ϕ ∂ϕ ∂−

=−
=1

2x z
z h x

/ .                         (4.12) 

 
(Μια ειδική βολική µορφή της συνάρτησης ( )Z z x−1 ;  δίνεται από την Εξ. (6.1)). Η Εξίσωση 

(4.12) αποτελεί την αναγκαία και ικανή συνθήκη, ώστε η ( )f x z( ) ,2  να ικανοποιεί την Εξ. 

(4.8b) υπό τις συνθήκες (4.10) και (4.11). Μολαταύτα, η Εξ. (4.12) δεν µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί για τον υπολογισµό του ( )ϕ −1 x , αφού η παράγωγος ( )∂ϕ ∂2 / z  για 

( )z h x= −  δεν είναι εκ των προτέρων γνωστή. Όντως, η Εξ. (4.12) µας παρέχει τα 

χαρακτηριστικά της συνάρτησης ( )ϕ −1 x , την οποία όµως, θα πάρουµε µαζί µε όλες τις 

υπόλοιπες συναρτήσεις πλατών ( )ϕ n x n, , , . .= 01 , µε χρήση της µεταβολικής εξίσωσης. 

Επισηµαίνουµε επίσης εδώ, ότι ο όρος ( ) ( )ϕ− −1 1x Z z x; , υπό τις συνθήκες (4.11α,β,γ) για την 

( )Z z x−1 ; , ικανοποιεί τις συνοριακές συνθήκες ελεύθερης επιφάνειας και δεν επηρεάζει την 

τιµή του κυµατικού δυναµικού ούτε πάνω στην ελεύθερη επιφάνεια ούτε πάνω στον πυθµένα 
στην περιοχή µεταβαλλόµενης βαθυµετρίας.  
 
Συµπερασµατικά, έχουµε καταλήξει στην ακόλουθη αναπαράσταση για το κυµατικό 
δυναµικό στην περιοχή D ( )2 : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ2
1 1 0 0

1 1

x z x Z z x x Z z x x Z z x x Z z xn

n

n n

n

n, ; ; ; ;= + + =− −

=

∞

=−

∞

∑ ∑  , 

                    (4.13) 
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η οποία, συγκρινόµενη µε την Εξ. (4.4), περιέχει τον επιπρόσθετο όρο ( ) ( )ϕ− −1 1x Z z x; . 
Αυτός ακριβώς είναι ο όρος διόρθωσης που απαιτείται ώστε να ικανοποιείται η συνοριακή 
συνθήκη στον πυθµένα, Εξ. (2.14γ). Αυτός ο όρος θα καλείται, πλέον, ιδιοµορφή κεκλιµένου 
πυθµένα (sloping-bottom mode) και η (4.13) θα αναφέρεται ως εµπλουτισµένη αναπαράσταση 
τοπικών ιδιοµορφών (enhanced local-mode representation). 
 

Είµαστε πλέον σε θέση να διατυπώσουµε τον ορισµό του χώρου ( )( )A D 2  των επιτρεπτών 

συναρτήσεων για την συνάρτηση ( ) ( )ϕ 2 x z, , η οποία θα χρησιµοποιηθεί σε συνδυασµό  µε τη  

µεταβολική αρχή του προβλήµατος ( )PT D A( ) , ,2
0µ , που διατυπώνεται στο Θεώρηµα Α. Ο 

χώρος συναρτήσεων, που ορίζεται ως ακολούθως  
  

   ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ){ }A C CD x z D D z on DF
2 2 2 1 2 20= ∈ ∩ − =ψ ∂ψ ∂ µψ ∂, : / 3,                 (4.14) 

 
είναι πιο περιορισµένος από εκείνον που θεωρήθηκε κατά την διατύπωση και την απόδειξη 
του Θεωρήµατος Α, µια και όλα τα µέλη του ικανοποιούν εκ των προτέρων την συνθήκη 
ελεύθερης επιφάνειας. Αυτή η αποτελεσµατικότερη επιλογή των επιτρεπτών συναρτήσεων 

( ) ( )ϕ 2 x z,  καθίσταται εφικτή µέσω της αναπαράστασης (4.13), η οποία επαναδιατυπώνεται 

ακριβέστερα στο ακόλουθο:  
 

Θεώρηµα Β [Το θεώρηµα αναπαράστασης]: Κάθε συνάρτηση ( ) ( )( )ψ x z D, ∈ A 2  επιδέχεται 

κατά µοναδικό τρόπο ανάπτυγµα σε σειρά της µορφής:  
 

 ( ) ( ) ( ) ( )ψ ψx z x Z z x a x b h x zn

n

n, ; , ,= ≤ ≤ − ≤ ≤
=−

∞

∑
1

0,                                (4.15) 

 
όπου οι συναρτήσεις βάσης ( )Z z xn ;  δίνονται από τις Εξ. (4.2) και (6.1), for n=0,1,2..., και 

n = −1, αντιστοίχως, και οι ( )ψ n x  είναι κατάλληλες συναρτήσεις πλατών ανήκουσες στο 

( )( ) [ ]( )C a b C a b2 1, ,∩ . Η αναπαράσταση (4.15), όπως επίσης και οι όρο προς όρο παράγωγοί 

της, συγκλίνει απολύτως και οµοιόµορφα στο κλειστό χωρίο 
( ) ( ) ( ){ }D x z a x b h x z2 0= ≤ ≤ − ≤ ≤, , , . 

 
 
7.5  Το σύστηµα συζευγµένων ιδιοµορφών  
 
Ας επαναθεωρήσουµε τη µεταβολική αρχή που εµφανίζεται στο Θεώρηµα Α, υποθέτοντας ότι 

( ) ( ) ( )( )ϕ 2 2x z A D, ∈ . Τότε, µέσω της εµπλουτισµένης αναπαράστασης (4.13) (δες επίσης και 

                                                 
3 Στην Εξ. (4.14)  ( )( )C 2 2D είναι ο χώρος συναρτήσεων στο ανοικτό χωρίο  ( )D 2

 που έχουν συνεχείς 

παραγώγους δεύτερης τάξης, και ( )( )C 1 2D  ο χώρος συναρτήσεων στο κλειστό χωρίο ( )D 2
 

( ( ) ( )= ∪D D2 2∂ ) που είναι συνεχείς και διαθέτουν συνεχή πρώτη παράγωγο έως και το σύνορο ( )∂ D 2
. 
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το Θεώρηµα Β), το συναρτησιακό ( ) ( ){ } ( ){ }( )F ϕ 2 1 3, , , ,A C A CR n
n N

T n
n N∈ ∈

, οριζόµενο στην Εξ. 

(3.1), µετασχηµατίζεται σε ισοδύναµο της ακόλουθης µορφής 
 

( ) ( ) ( ){ } ( ){ }F = F ϕ ϕ−

=

∈ ∈

































1

0 1 2

1 3

b

x

a

b

x

a

A C A Cn

n

R n
n N

T n
n N

, , , , ,

, , ...

 ,                                  (5.1) 

 
όπου η γραφή του a άνωθεν και του b κάτωθεν της συνάρτησης δείχνει το εύρος τιµών της 
ψευδοµεταβλητής x (βοηθητική µεταβλητή) σύµφωνα µε το συµβολισµό κατά Volterra. Κατ’ 
αυτόν τον τρόπο, οι βαθµοί ελευθερίας του συστήµατος που συνδέονται µε το επιτρεπτό 

κυµατικό δυναµικό, δηλαδή, ( ) ( )ϕ 2 x z,  στο ( )D 2  (εσωτερικά σηµεία) και ( ) ( )ϕ 2 x z,  στο ( )∂DΠ
2  

(συνοριακές τιµές  πυθµένα) περιγράφονται ισοδυνάµως από τα πλάτη 
( ) ( )ϕ n x x a b n, , , , , ,..∈ = −101 , των ιδιοµορφών. Άρα, η νέα πληρέστερη καταγραφή των 

βαθµών ελευθερίας, που αναδύεται λόγω της αναπαράστασης (4.13), έχει ως εξής: 
   
(i) το αριθµήσιµο σύνολο (απειροσύνολο) των µιγαδικών συναρτήσεων πλάτους 

( ){ }ϕ n n
x

=−1 0 1, , ,...
, επί όλων των τιµών ( )x a b∈ ,  , 

(ii) το αριθµήσιµο σύνολο (απειροσύνολο) ( ){ }ϕ n n
a

=0 1, ,...
 στη θέση x a= , δηλαδή, των 

συνοριακών τιµών των πλατών στην αριστερή κατακόρυφη διεπιφάνεια, 
(iii) το αριθµήσιµο σύνολο (απειροσύνολο) ( ){ }ϕ n n

b
=0 1, ,...

 στη θέση x b= , δηλαδή, των 

συνοριακών τιµών των πλατών στην δεξιά κατακόρυφη διεπιφάνεια, 

και τέλος, το σύνολο των συντελεστών ( ){ }A C nR n, , , , . .1 012=  και ( ){ }A C nT n, , , , . . .3 012= , 

όπως αυτοί ορίζονται στα στοιχεία (γ) και (δ) της καταγραφής που ακολουθεί τον ορισµό του 
συναρτησιακού F , Εξ. (3.1) και (3.2).  
 
Ιδιαίτερα, για την περίπτωση του πλάτους της ιδιοµορφής κεκλιµένου πυθµένα ( )ϕ−1 x , 
υιοθετούνται οι ακόλουθες συνθήκες άκρων 
 
            ( ) ( )ϕ ϕ− −= =1 1 0a b ,       και     ( ) ( )′ = ′ =− −ϕ ϕ1 1 0a b ,     (5.2) 

 
οι οποίες, επάγονται από την Εξ. (4.12) και τις υποθέσεις λειότητας για τη συνάρτηση 
βαθυµετρίας ( )h x · δες Εξ. (2.2) και (2.3). 
 
Η χρήση ενός διαφορετικού (ισοδύναµου) συνόλου βαθµών ελευθερίας του συστήµατος στη 
µεταβολική αρχή οδηγεί σε ένα διαφορετικό (ισοδύναµο) σύνολο εξισώσεων για το ίδιο 

πρόβληµα ( )PT D A( ) , ,2
0µ , µε την µορφή ενός συστήµατος συζευγµένων ιδιοµορφών 

(Coupled-Mode System) ως προς τα άγνωστα µιγαδικά πλάτη ( )n xϕ , n=-1,0,1,2,…, του 

πεδίου στην ενδιάµεση περιοχή µεταβαλλόµενης βαθυµετρίας. 
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7.5.1 Παραγωγή του συστήµατος συζευγµένων ιδιοµορφών (CMS) 
 
Λαµβάνοντας υπ’ όψιν ότι οποιαδήποτε επιτρεπτή συνάρτηση ( )ϕ 2  ικανοποιεί την συνοριακή 
συνθήκη ελεύθερης επιφάνειας, Εξ. (2.14b), το τρίτο ολοκλήρωµα του αριστερού µέλους της 

Εξ. (3.3b) αµελείται. Περαιτέρω, υποθέτοντας ότι όλες οι µεταβολές, εκτός της ( ) ( )δϕ 2 x z,  

στο ( )D D2 2∪ ∂ Π
( ) , είναι µηδενικές, τα τελευταία τέσσερα ολοκληρώµατα της Εξ. (3.3b) 

επίσης αµελούνται, κι έτσι λαµβάνουµε 
 

             ( )( )
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+∇− ∫∫ dS
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δϕϕ

Π∂

.                          (5.3) 

Εισάγοντας, στην ανωτέρω εξίσωση την αναπαράσταση (4.13) για το ( )ϕ 2 ,  και την εξ αυτής 

της τελευταίας επαγόµενη έκφραση  

               ( ) ( ) ( ) ( )2

1

, ;n n
n

x z x Z z xδϕ δϕ
∞

=−

= ∑ , ( ) ( )x z D D, ( )∈ ∪2 2∂ Π ,                        (5.4) 

 

για τη µεταβολή της, ( )δϕ 2 , χρησιµοποιώντας επιπλέον, τελικά, και τη γεωµετρική σχέση  
 

  ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )n n h x h xx z
2 2 2

1 1, , / ,= − ′ + ′  ( ) ( )x z D, ∈∂
Π

2 ,                (5.5) 

 
λαµβάνουµε τη µεταβολική εξίσωση: 
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∞

∑∫∑
11

0 ,                      (5.6) 

 
όπου το τονούµενο µέγεθος αναφέρεται στην παραγώγιση ως προς x.  
 

Οι από το x -εξαρτώµενοι συντελεστές ( )a xmn , ( )b xmn  και ( )c xmn  δίνονται στον Πίνακα 1. 

Τα σύµβολα || ||⋅  και < >⋅ ⋅,  , που εµφανίζονται στον Πίνακα 1, επισηµαίνουν τη νόρµα και το 

εσωτερικό γινόµενο του χώρου ( )L h x2 0− ( ), , όπου η ολοκλήρωση πάντοτε πραγµατοποείται 

συναρτήσει της κατακόρυφης µεταβλητής z h x∈ −[ ( ), ]0 . Για την παραγωγή των Εξ. (5.6) 
χρησιµοποιήθηκαν, επίσης, οι ιδιότητες (4.3α) και (4.3γ) της τοπικής κατακόρυφης βάσης 

( ){ }Z x zn n
,

, ,...=0 1
. Αφού οι µεταβολές ( )δϕ m x m, , , . . .= −101  είναι τυχούσες, ανεξάρτητες 

µεταβολές, η Εξ. (5.6) είναι ισοδύναµη µε το ακόλουθο απειροσύστηµα  
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a b cmn n mn n mn n

n

x x x x x x′′ + ′ + =
=−

∞

∑ ϕ ϕ ϕ
1

0, a b< < = −x m, , , ,..101 ,             (5.7) 

 
το οποίο θα καλείται σύστηµα συζευγµένων ιδιοµορφών των οριζοντίων εξισώσεων (coupled-
mode system of horizontal equations). Από την ως άνω παραγωγή του, είναι φανερό ότι το 
σύστηµα (5.7) σχετίζεται τόσο µε την εξίσωση Laplace (πεδιακή εξίσωση) όσο και µε την 
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συνοριακή συνθήκη πυθµένα. Αυτή η πρόσθετη ιδιοµορφή κεκλιµένου πυθµένα είναι που 
επιτρέπει την ταυτόχρονη ικανοποίηση και των δύο εξισώσεων.  
 
Πριν προχωρήσουµε περαιτέρω, ας εξετάσουµε δύο ειδικές περιπτώσεις που περιλαµβάνονται 
στην Εξ. (5.7). Στην περίπτωση που ο κεκλιµένος πυθµένας αµελείται, λαµβάνουµε την 
επεκταµένη εξίσωση ήπιας κλίσης (σύστηµα εξισώσεων, extended mild-slope equation), όπως 
παράχθηκε από τους Massel (1993) και Porter & Staziker (1995). Αν, επιπροσθέτως, όλες οι 
αποσβενόµενες ιδιοµορφές παραλειφθούν και η αναπαράσταση αποµείνει µόνο µε την 
διαδιδόµενη ιδιοµορφή (n=0), η Εξ. (5.7) µεταπίπτει στην τροποποιηµένη εξίσωση ήπιας 
κλίσης, που παράχθηκε από τους Massel (1993) και Chamberlain & Porter (1995). 
 
7.5.2 Συνοριακές συνθήκες για τα πλάτη των ιδιοµορφών 
 
Μια και το σύστηµα (5.7) είναι ισοδύναµο µε την Εξ. (5.3), κρατώντας το δεύτερο καθίσταται 
το πρώτο ταυτότητα. Έτσι, η µεταβολική εξίσωση (3.3β) απλοποιείται και γράφεται ως εξής: 
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Υποθέτοντας ότι όλες οι µεταβολές στην Εξ. (5.8), εκτός της ( )δϕ 2  πάνω στο ( )∂ DI
12 , 

κρατούνται µηδενικές, λαµβάνουµε την εξίσωση  
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Η κάθετη παράγωγος ( ) ( )∂ ϕ ∂1 1/ n  του κυµατικού δυναµικού πάνω στο αριστερό σύνορο 

συναρµογής ( )∂ DI
12  υπολογίζεται µε κατά όρους διαφόριση της σειράς (2.9), ως προς την 

οριζόντια συντεταγµένη, ως εξής  
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Από την άλλη, µε χρήση των Εξ. (4.13) και (5.2), λαµβάνουµε, 
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και  

  ( ) ( ) ( ) ( )δϕ δϕ2

0

x a z a Z z an

n

n= =
=

∞

∑, ; , − ≤ ≤h z1 0.                         (5.12) 

 
Αντικαθιστώντας τις Εξ. (5.10), (5.11) και (5.12) στην Εξ. (5.9), λαµβάνουµε  
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Καθώς το x a→ + 0, η ( )h x h→ 1  κατά C2 − έννοια και, συνεπώς, η τοπική βάση 

( ){ }Z z xn n
;

, ,...=0 1
 συγκλίνει οµοιόµορφα στη βάση ( ) ( ){ }Z zn n

1

0 1= , ,...
 της αριστερής ηµιάπειρης 

λωρίδας για [ ]z h∈ 1 0, . Εκµεταλλευόµενοι αυτήν την ιδιότητα σε συνδυασµό µε την 

ορθογωνιότητα των συναρτήσεων ( ) ( )Z z nn
1 012, , , . . .= , και την «τυχαιότητα» των µεταβολών 

( )δ ϕn a , λαµβάνουµε από την Εξ. Το ακόλουθα σύστηµα συνθηκών στη θέση x a= : 
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1a ik A ik a A ik aRexp exp ,      ( ) ( ) ( )′ = =ϕ n n na k C n1 1 12, , , . .       (5.14a,b) 

 
Ας συνεχίσουµε τώρα θεωρώντας ότι όλες οι µεταβολές στην Εξ. (5.8), εκτός της 

( )( )δ ∂ ϕ ∂1 x  επί του ( )∂ DI
12 , µηδενίζονται. Με βάση αυτό, λαµβάνουµε 
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Η µεταβολή ( )( )δ ∂ ϕ ∂1 x  πάνω στο ( )∂ DI
12 , υπολογίζεται χρησιµοποιώντας την Εξ. (5.10): 

 

 
( )

( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )δ
∂ϕ
∂

δ δ
∂

1

0
1

0
1

0
1 1 1

1

1

12x
ik ik a Z z A k Z z C

D

R n n

n

n

I









 = − − +

=

∞

∑exp .                (5.16) 

 
Αντικαθιστώντας τις Εξ. (5.16), (4.13), και (2.9) στην Εξ. (5.15), και χρησιµοποιώντας την 
(5.2), παίρνουµε την εξίσωση: 
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Εκµεταλλευόµενοι το γεγονός ότι ( ){ }Z z xn n
;

, ,...=
→

0 1

( ) ( ){ }Z zn n

1

0 1= , ,...
 καθώς x a→ + 0, σε 

συνδυασµό µε την ορθογωνιότητα των ( ) ( )Z z nn
1 012, , , . . .= , και το αυθαίρετο των µεταβολών 

των συντελεστών ( ){ }δ δA C nR n, , , , ..1 012= ,  από την Εξ. (5.17) λαµβάνουµε το ακόλουθο 

σύστηµα συνθηκών για τη θέση x a= , 
 

( ) ( )( ) ( )( )ϕ 0 0 0
1

0
1a A ik a A ik aR= + −exp exp  ,         ( ) ( )ϕ n na C n= =1 12, , ,…   .     (5.18α,β) 

 
Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία, σε συνδυασµό µε τους όρους της Εξ. (5.8) που ορίζονται 

επί του δεξιά ορίου συναρµογής ( )∂ DI
23 , λαµβάνουµε ακόλουθο σύστηµα συνθηκών για τη 

θέση x b= : 
 

 ( ) ( )( )ϕ 0 0
3b A ik bT= exp ,       ( ) ( )ϕn nb C n= =3 12, ,…       ,               (5.19α,β) 

 

            ( ) ( ) ( )( )′ =ϕ 0 0
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0
3b i k A ik bT exp ,        ( ) ( ) ( ) ,...,nCkdx/bd nnn 2133 =−=ϕ    .       (5.20α,β) 

 

Πράγµατι, οι άγνωστοι συντελεστές ( )A C n A C nR n T n, , , ,... , , , ...( ) ( )1 312 12= =  µπορούν να 

παραληφθούν από τις Εξ. (5.14), (5.18) (Εξ. (5.19), (5.20)), οδηγώντας σε συνοριακές 
συνθήκες Robin για τα ϕ 0  και ϕ n n, , ...=12  στη θέση ( )x a x b= = . Ανακεφαλαιώνοντας τα 

αποτελέσµατα ανωτέρω µπορούµε να διατυπώσουµε το ακόλουθο: 
 
Θεώρηµα Γ [Το σύστηµα συζευγµένων ιδιοµορφών]:  Η µεταβολική εξίσωση (3.3) και, 

εποµένως, το πρόβληµα διάδοσης ( )PT D A( ) , ,2
0µ , είναι ισοδύναµα µε το ακόλουθο 

σύστηµα διαφορικών εξισώσεων δεύτερης τάξης: 
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µε a x b< < , το οποίο συµπληρώνεται µε τις εξής συνοριακές συνθήκες  
 

( ) ( )ϕ ϕ− −= ′ =1 1 0a a ,   ( ) ( )ϕ ϕ− −= ′ =1 1 0b b ,                            (5.22β,β΄) 
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Οι συντελεστές A C A CR n T n, , ,( ) ( )1 3  υπολογίζονται µε χρήση των εξισώσεων: 
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( )3 = ϕ ,     n = 12 3, , ,…  .                (5.23β,β΄) 
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Παρατηρήσεις: (i) Η διατύπωση µε τη µορφή στου συστήµατος συζευγµένων ιδιοµορφών, Εξ. 
(5.21), (5.22), προσφέρει µείωση κατά µια της διάστασης του αρχικού προβλήµατος, Εξ, 
(2.14), ελαττώνει τις διαστάσεις του αρχικού προβλήµατος κατά µία, Eqs. (2.14), µε κόστος 
την ολοκλήρωση ενός απειροσυστήµατος συνήθων διαφορικών εξισώσεων µε µεταβλητούς 
συντελεστές. (ii) Παρά τη σύζευξη των διαφορικών εξισώσεων, οι συνοριακές συνθήκες 
(5.22) είναι ασύζευκτες. (iii) Η διέγερση του συστήµατος από το προσπίπτον κύµα 
εµφανίζεται µόνο στη συνοριακή συνθήκη (5.22γ). (iv) Κάτω από τις υποθέσεις λειότητας, 
Εξ. (2.2),  όλοι οι συντελεστές ( )a xmn , ( )b xmn , ( )c xmn  του συστήµατος είναι συνεχείς 
συναρτήσεις του x και µπορούν να υπολογισθούν µέσω της λύσης του τοπικού 
(κατακόρυφου) προβλήµατος ιδιοτιµών. (v) Ασυνέχειες της ( )h x  ή ( )′h x  µπορούν να 
αντιµετωπισθούν εισάγοντας καταλλήλως την αποσύνθεση του χωρίου µαζί µε συνθήκες 
συναρµογής συνόρου στα σηµεία ασυνέχειας, βλ., Porter & Chamberlain (1997). (vi) Η 
παρούσα θεωρία µπορεί να επεκταθεί άµεσα και στην περίπτωση κατά την οποία έχουµε 
προσπίπτοντες κυµατισµούς και από τις δυο και από τις δύο κατευθύνσεις ( )± ∞ ταυτόχρονα, 

όπως επίσης και στην περίπτωση πλαγίως προσπιπτόντων κυµατισµών. 
 
Η θεωρητική διερεύνηση του συστήµατος συζευγµένων ιδιοµορφών, δηλαδή, η επιλογή 
κατάλληλου χώρου συναρτήσεων, η ύπαρξη και µοναδικότητα της λύσης και άλλες ιδιότητες 
της τελευταίας αποτελούν πολύ ενδιαφέροντα θέµατα για περαιτέρω διερεύνηση. 
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7.6  ∆ιακριτοποίηση και  υπολογιστικά παραδείγµατα 
 
Σε αυτή την ενότητα περιγράφεται το διακριτό σχήµα για την αριθµητική λύση του 
συστήµατος συζευγµένων ιδιοµορφών (CMS) και παρουσιάζονται  αριθµητικά αποτελέσµατα 
σχετικά µε το πρόβληµα διάδοσης υδάτινων κυµατισµών για διάφορες τιµές των 
εµπλεκόµενων παραµέτρων. Επίσης, παρουσιάζονται αποτελέσµατα από  συγκριτικούς 
υπολογισµούς που λήφθηκαν µε τη χρήση της παρούσας µεθόδου (εµπλουτισµένη σειρά 
τοπικών ιδιοµορφών), σε σύγκειση µε την αντίστοιχη αναπαράσταση  χωρίς τον πρόσθετο 
όρο κεκλιµένου πυθµένα  (Massel 1993, Porter & Staziker 1995), καθώς και µε χρήση της 
τροποποιηµένη εξίσωση ήπιας κλίσης (Msssel 1993, Champerlain & Porter 1995). 
 
 
7.6.1 ∆ιακριτoποίηση του συστήµατος CMS 
 
 
Προκειµένου να παρουσιασθεί µε περισσότερες λεπτοµέρειες το διακριτό σχήµα, πρέπει 
πρώτα να ορίσουµε τη µορφή της ισιοµορφής κεκλιµένου πυθµένα που θα χρησιµοποιηθεί. 
Μια απλή σχετικά επιλογή που ικανοποιεί τις απαιτούµενες συνθήκες είναι η ακόλουθη 
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Στη συνέχεια, η σειρά (3.20) περικόπτεται κρατώντας ένα πεπερασµένο αριθµό όρων (modes) 

2eN + , και λαµβάνεται η ακόλουθη προσέγγιση του κυµατικού δυναµικού κύµατος στο 

ενδιάµεσο χωρίο   ( )D 2  µεταβαλλόµενης βαθυµετρίας 
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Στην συνέχεια το διάστηµα [ ]a b,  διακριτοποιείται σε  N ισοδιαστήµατα µήκους δx, 

χρησιµοποιώντας τη διαµέριση ( )x a i x i Ni = − + − = +1 1 2 1δ , , ..., . Κατόπιν 
χρησιµοποιείται ένα σχήµα κεντρικών διαφορών δεύτερης τάξης για την πρόσέγγιση πρώτων 

και δεύτερων παραγώγων που εµφανίζονται στο σύστηµα CMS τάξεως προσέγγισης  ( )O xδ 2 . 

Με τον τρόπο αυτό προκύπτει η ακόλουθη διακριτή µορφή   
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Το ανωτέρω διακριτοποιηµένο σύστηµα  (6.3)  συµπληρώνεται µε τις συνοριακές συνθήκες 
στα άκρα του διαστήµατος x x a= =1 , και  x x bN= =+1 . Ένα σχήµα εµπρός και πίσω 

πεπερασµένων διαφορών δεύτερης τάξης ακρίβειας ( )O xδ 2  χρησιµοποιείται για την 

προσέγγιση των συνοριακών συνθηκών Εξ.(5.21) και  (5.22)  και οι διακριτοποιηµένες 
συνθήκες λαµβάνουν την ακόλουθη µορφή µε  10 =A  ( 00 =θ )  και 0=a ,   

 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )− − − + = −2 2 2 41 1 2 2

1 2 0
1β δ β δ ϕ ϕ δ β δn n n n n nx x x x x( ) ( ) ( ) ,   x x= 1 ,                (6.5a) 

 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )2 2 2 01 1 2 2

1ϕ β δ β δ ϕn N n n n Nx x x x+ − − − =+
( ) ( ) ,   x xN= +1,                   (6.5b) 

 

όπου δ mn  το δέλτα του Kronecker, ενώ οι συντελεστές ( )β n
1 3,  ορίζονται ως ακολούθως 
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Κατ’αυτόν τον τρόπο το διακριτοποιηµένο CMS σύστηµα έχει προσεγγισθεί µε ακρίβεια 
δεύτερης τάξης και καταλήγει στην µορφή ενός αλγεβρικού γραµµικού συστήµατος ως προς 
τις κοµβικές τιµές των πλατών των ιδιοµορφών στο πλέγµα που χρησιµοποιήθηκε. Ο 
αντίστοιχος διακριτός πίνακας έχει διάσταση ( )( )N N Nd e= + +2 1  και είναι κατά τµήµατα 

τρι-διαγώνιος.  Η διέγερση (δεξί µέλος του συστήµατος) εµφανίζεται µόνο για τον όρο 
( )n =0 ,  στο αριστερό άκρο  x a=  (Εξ. 6.5a). 

 
 
7.6.2 Παρουσίαση αριθµητικών αποτελεσµάτων  
 
Πριν προχωρήσουµε σε µια λεπτοµερή παρουσίαση των αριθµητικών αποτελεσµάτων, 
εισάγουµε κάποια ορολογία. Οι συντµήσεις ER, SR και MMS θα χρησιµοποιούνται στη 
συνέχεια για να υποδηλώσουν τα αποτελέσµατα που λαµβάνονται χρησιµοποιώντας τη 
βελτιωµένη αναπαράσταση (Enhanced Representation, παρούσα µέθοδος), την τυπική 
αναπαράσταση (Standard Representation,) και την τροποποιηµένη εξίσωση ήπιας κλίσης, 
(Modified Mild Slope representation), αντίστοιχα. Επίσης, οι ίδιοι όροι ER, SR, MMS, θα 
χρησιµοποιηθούν για να διακρίνουν τις φυσικές ποσότητες που υπολογίζονται µε τη βοήθεια 
αντίστοιχων µεθόδων (π.χ., πλάτη ER κ.λπ.). 
 
 
(i) Η περίπτωση οµαλής υποθαλάσσιας ρήχωσης 
 
Αυτή η τοπογραφία έχει εξετασθεί από τον Massel (1993) προκειµένου να διερευνηθεί η 
επίδραση της κλίσης και της καµπυλότητας του πυθµένα στη λύση. Το περιβάλλον 
χαρακτηρίζεται από την ακόλουθη συνάρτηση βάθους 
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η οποία αναπαριστά µια οµαλή, αλλά απότοµη ρήχωση, µε µέγιστη κλίση smax = 0 94.  και 
µέση κλίση smean = 0 2. . Ένα σκίτσο της γεωµετρίας του πυθµένα φαίνεται στο Σχ. 4 
παρακάτω. Η γωνιακή συχνότητα του προσπίπτοντος κύµατος λαµβάνεται ως ω = 2rad/sec, 
υποδηλώνοντας ότι και οι δύο λόγοι ρηχότητας h1 1 0 4λ = .  και  h3 3 017λ = .   είναι εκτός 
των ορίων της θεωρίας βαθέως ή ρηχού ύδατος. 
 
Στο Σχ. 4 παρουσιάζονται οι τα πλάτη των ιδιοµορφών ( )ϕ n x ,  a x b≤ ≤ , µε χρήση τόσο της 

ER όσο και της SR. Ο οριζόντιος άξονας στο Σχήµα 4 είναι ένα πολλαπλό αντίγραφο του 
διαστήµατος [ ]a b, . Στο n-οστό αντίγραφο του διαστήµατος απεικονίζεται το πλάτος του n-

στης ιδιοµορφής. Για παράδειγµα, στο διάστηµα που υποδεικνύεται από τον αριθµό 7, 
παρουσιάζεται το µέτρο ( )ϕ 7 x  στο διάστηµα [ ]x a b∈ , ,  όπως λαµβάνεται από το ER και 

SR, αντίστοιχα. 

 
Σχήµα 4. Πλάτη των ιδιοµορφών ( )ϕ n x ,  όπως υπολογίζονται µε χρήση της SR και ER 

αναπαράστασης,για την περίπτωση περιβάλλοντος οµαλής ρήχωσης. 
 
 
Τα αριθµητικά αποτελέσµατα που δείχνονται έχουν αποκτηθεί µε υποδιαίρεση της περιοχής 
σε τµήµατα και συγκράτησης καταστάσεων σε ER και τρόπους λειτουργίας σε SR, 
αντίστοιχα. Αυτή η επιλογή έγινε για να διατηρηθεί η ίδια διάσταση του διακριτού 
συστήµατος στις δύο περιπτώσεις. Επίσης, στο ίδιο σχήµα, οι καµπύλες και οι γραµµές είναι 
σχεδιασµένες, οι οποίες δεσµεύουν τα µέγιστα των πλάτους των µεταφορικών λειτουργιών 
όπως λαµβάνονται από το ER και το SR, αντίστοιχα. Έτσι, αν υποτεθεί ότι αυτές οι καµπύλες 
οριοθέτησης παραµένουν έγκυρες για όλα τα n, µπορούµε να υποθέσουµε ότι τα εύρη ER 
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διασπούν όπως, ενώ τα πλάσµατα SR αποσυντίθενται όπως. (Οι αριθµητικές αποδείξεις 
υποστηρίζουν πλήρως αυτήν την εικασία · µια αυστηρή µαθηµατική απόδειξη είναι επίσης 
πολύ επιθυµητή). Ας σηµειωθεί ότι ο ρυθµός αποσάθρωσης των SR-πλάτους δεν επαρκεί για 
να εξασφαλίσει την οµοιόµορφη σύγκλιση (µέχρι τον πυθµένα) της σειράς που 
αντιπροσωπεύει το πεδίο ταχύτητας, το οποίο έτσι µπορεί να συγκλίνει µόνο µε την έννοια. 
Το πρόβληµα αυτό διορθώνεται µέσω της λύσης ER, δεδοµένου ότι ο ρυθµός αποσύνθεσης 
των εύρους ER είναι, πράγµα που εξασφαλίζει την απόλυτη και οµοιόµορφη σύγκλιση έως 
και (και συµπεριλαµβανοµένων) των ορίων. 
 
Τα παρατιθέµενα αριθµητικά αποτελέσµατα λήφθηκαν µετά από διαµέριση του εύρους 
b a m− =20  σε N =100 τµήµατα και διατηρώντας N e =13 ιδιοµορφές (modes) στον ER και 
N e =14  ιδιοµορφές (modes) στον SR, αντιστοίχως. Η επιλογή αυτή πραγµατοποιήθηκε  ώστε 
αν διατηρηθεί ίδια η διάσταση του διακριτού συστήµατος ( N d =1515 ) και στις δυο 

περιπτώσεις. Επίσης, στο ίδιο σχήµα,  γράφονται οι καµπύλες 01 4. n−  και 01 2. n− , οι οποίες 
φράσουν τα µέγιστα των πλατών των συναρτήσεων των ιδιοµορφών όπως αυτά λαµβάνονται 
από τα ER και SR, αντιστοίχως. Εποµένως, υποθέτοντας πως αυτές οι καµπύλες φράγµατος 
παραµένουν εν ισχύ για όλα τα n, µπορούµε να εικάσουµε ότι τα ER-πλάτη αποσβένονται 

κατά ( )O n−4 , ενώ τα SR-πλάτη αποσβένονται κατά ( )O n−2 . (Παρ’ όλο που οι αριθµητικές 

ενδείξεις υποστηρίζουν πλήρως αυτήν την εικασία, µια αυστηρή µαθηµατική απόδειξη είναι 

εξαιρετικά επιθυµητή). Ας σηµειωθεί ότι ο ρυθµός απόσβεσης ( )O n−2  των SR-πλατών δεν 

είναι επαρκής για να εξασφαλίσει την οµοιόµορφη σύγκλιση (µέχρι και τον πυθµένα) της 
σειράς που αναπαριστά το πεδίο ταχυτήτων, το οποίο, ακολούθως, µπορεί να συγκλίνει µόνο 
κατά την L2 - έννοια. Το πρόβληµα αίρεται µε χρήση της ER-λύσης, µια και ο ρυθµός 

απόσβεσης των ER-πλατών είναι ( )O n−4 , πράγµα που εξασφαλίζει την απόλυτη και 

οµοιόµορφη σύγκλιση ως τα (και πάνω στα) σύνορα. 
 
 

Στο Σχήµα 5 παρουσιάζεται η µεταβολή της κυµατικής ροής ισχύος ( )P x  µέσω µιας 

κατακόρυφης διατοµής στην περιοχή της µεταβαλλόµενης βαθυµετρίας. Το επίπεδο 100% 

του κατακόρυφου άξονα αντιστοιχεί στην τιµή οροφής της κυµατικής ροής ισχύος, δηλαδή, 

την τιµή εισόδου στο χωρίο στη θέση x=a, η οποία θα πρέπει να διατηρείται σταθερή σε όλες 

τις οριζόντιες θέσεις, για όλα τα x . Τα αριθµητικά αποτελέσµατα λαµβάνονται 

χρησιµοποιώντας τα µοντέλα ER, SR και MMS. Τα αποτελέσµατα µέσω των µεθόδων ER και 

MMS είναι σχεδόν/αρκούντως συµβατά µε τη διατήρηση της ενέργειας (βλέπε, σχολιασµό 

στο Εδάφιο 4). Αντιθέτως, τα αποτελέσµατα της SR-µεθόδου επιδεικνύουν µεγαλύτερη 

απόκλιση από την διατήρηση της ενέργειας και, µάλιστα, αυτή η απόκλιση αυξάνει µε την 

αύξηση του αριθµού των αποσβενόµενων ιδιοµορφών που λαµβάνονται υπ’ όψιν. Αυτό το 

αναπάντεχο αποτέλεσµα είναι εκδήλωση της ασυµβατότητας της SR-µεθόδου µε την 

συνοριακή συνθήκη κεκλιµένου πυθµένα· βλέπε, Εξ. (4.6). 
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Σχήµα 5. Μεταβολή της ροής κυµατικής ισχύος ( )P x , όπως υπολογίζεται µε χρήση της SR 

και ER αναπαράστασης, για την περίπτωση περιβάλλοντος οµαλής ρήχωσης. 
 
 
 
Στο Σχήµα 6 σχεδιάστηκαν οι ισοδυναµικές γραµµές (για το πραγµατικό και το φανταστικό 
µέρος) του κυµατικού πεδίου στο υποχωρίο  της µεταβαλλόµενης βαθυµετρίας και η 
ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας, όπως υπολογίσθηκαν µε εφαρµογή του ER-µοντέλου. Το 
ύψος του προσπίπτοντος κύµατος είναι H m=1 . Τα αποτελέσµατα που απεικονίζονται στο 
σχήµα αυτό λήφθηκαν δεσµεύοντας έξι (6) αποσβενόµενες ιδιοµορφές ( N e =6 ) στην 
αναπαράσταση, αριθµός ικανοποιητικός για να επιτευχθεί αριθµητική σύγκλιση της λύσης. 
Τα απεικονιζόµενα χαρακτηριστικά του πεδίου στο Σχήµα 6 είναι λογικά και οι ισοδυναµικές 
γραµµές τέµνουν κάθετα το βαθυµετρικό προφίλ, ως οφείλουν. Αυτό το αποτέλεσµα 
δικαιολογεί την αρχική σύλληψη της έννοιας της ιδιοµορφής κεκλιµένου πυθµένα, που 
αποτελεί κεντρική έννοια του παρόντος εδαφίου. Για την εξέταση των διαφορών στα 
αποτελέσµατα που παρέχονται από την εφαρµογή των µοντέλων ER και SR, εστιάζουµε στην 
περιοχή µεταβαλλόµενου βάθους, όπως αυτή επισηµαίνεται στο Σχήµα 4 µε το βοηθητικό 
διακεκοµµένο ορθογώνιο. Η κοινή απεικόνιση των ισοδυναµικών γραµµών και για τις δυο 
µεθόδους παρουσιάζεται στο Σχήµα 5. Το γεγονός ότι η SR-λύση ικανοποιεί την συνθήκη 

( )∂ϕ ∂2 0/ z =  στον πυθµένα φαίνεται εµφανώς σε αυτό το σχήµα: οι SR-γραµµές κάµπτονται 
και γίνονται κατακόρυφες κοντά στον πυθµένα, ανεξαρτήτως της κλίσης της βαθυµετρίας. 
Αυτή η εσφαλµένη εκτίµηση της ταχύτητας κοντά και πάνω στην επιφάνεια του πυθµένα 
είναι επίσης υπεύθυνη για την παραβίαση της αρχής διατήρησης ενέργειας.. 
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Σχήµα 6. Ισοδυναµικές γραµµές (πραγµατικό και φανταστικό µέρος) πεδίου διαδιδόµενου 
κύµατος πάνω από οµαλή ρήχωση, όπως υπολογίσθηκε µε την ER αναπαράσταση. Η 
τροποποίηση της λύσης µε χρήση της SR αναπαράστασης παρουσιάζεται µε διακεκοµµένη 
γραµµή. 
 
 
 

(ii) Υποθαλάσσιος πυθµένας τύπου ρήχωσης µε πτυχώσεις 
 
Για την καλύτερη κατανόηση της αριθµητικής συµπεριφοράς της ER-λύσης, εστιάζουµε στην 
περίπτωση βαθυµετρίας µε περιπλοκότερα χαρακτηριστικά, όπως για παράδειγµα επάγεται 
από γεωµετρία πυθµένα που προκύπτει µε χρήση της ακόλουθης συνάρτησης βαθυµετρίας 
 

( ) ( ) ( )h x h x h xm c= +  ( ) ( )( ) ( )= + − − −h x x x mm 0 67 0 05 12 5 12 5
2

. . . .exp cos ,         (6.8) 

 
όπου το µέσο βάθος ( )h xm  αντιστοιχεί στην οµαλή ρήχωση οριζόµενη από την Εξ. (6.7), ενώ 

η ( )h xc  εκφράζει µια διαταραχή που διαµορφώνει πτυχώσεις πυθµένα, οι οποίες µηδενίζονται 

σταδιακά οδεύοντας προς το άκρο του υποχωρίου µεταβαλλοµένης βαθυµετρίας. (Ένα 
σκαρίφηµα της γεωµετρίας του πυθµένα φαίνεται στο Σχήµα 7). Η κυκλική συχνότητα του 
προσπίπτοντος κύµατος λαµβάνεται, όπως και πριν, ίση µε ω = 2rad/sec, και ο λόγος του 
µήκους κύµατος των πτυχώσεων πυθµένα προς το µήκος κύµατος του προσπίπτοντος 
αρµονικού κυµατισµού είναι Λ / .λ1 0 42≈ . Η µέγιστη τιµή της κλίσης πυθµένα τοπικά 
υποτίθεται smax ≈12.  και θεωρείται πως την λαµβάνει στο µέσον περίπου της περιοχής 
µεταβαλλοµένης βαθυµετρίας.  
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Σχήµα 7. Ισοδυναµικές γραµµές (πραγµατικό και φανταστικό µέρος) πεδίου διαδιδόµενου 
κύµατος πάνω από πυθµένα τύπου ρήχωσης µε πτυχώσεις, όπως υπολογίζεται από τη 
παρούσα µέθοδο. 
 
Στο Σχήµα 7 παρουσιάζονται οι ισοδυναµικές γραµµές (πραγµατικό και φανταστικό µέρος) 
πεδίου διαδιδόµενου κύµατος πάνω από πυθµένα τύπου ρήχωσης µε πτυχώσεις, όπως 
υπολογίζεται από τη παρούσα µέθοδο. Παρατηρούµε την πολύ καλή απόδοση του πεδίου 
όπως έχει υπολογιστεί κρατώντας συνολικά 6 όρους. Και πάλι οι ισοδυναµικές γραµµές 
τέµνουν τον πυθµένα κάθετα πράγµα που ισοδυναµεί µε τη πολύ καλή ικανοποίηση της 
συνθήκης µη εισχώρησης εκεί. 
 
Στο Σχήµα 8 παρουσιάζονται συγκριτικά τα µέτρα ( )ϕ n x  των συναρτήσεων πλάτους των 

ιδιοµορφών για τις περιπτώσεις των µοντέλων ER και SR, αντιστοίχως. Η παρατηρούµενη 
πολυπλοκότητα των απεικονιζοµένων χαρακτηριστικών των συναρτήσεων πλατών 
αντικατοπτρίζει την πολυπλοκότητα της επιλεχθείσας συνάρτησης βάθους. Παρόλα αυτά, οι 
καµπύλες 01 4. n−  και 01 2. n−  που φράζουν τα µέγιστα των πλατών για τα µοντέλα ER και SR, 
αντιστοίχως, παραµένουν πρακτικά οι ίδιες. Για την επιλεχθείσες γεωµετρικές διαµορφώσεις 
του πυθµένα, στα πλαίσια του παρόντος, εκτενή αριθµητικά αποτελέσµατα παρέχουν την 
απόδειξη ότι οι πιο σηµαντικές παράµετροι που ελέγχουν τις καµπύλες φράγµατος των 
πλατών των ιδιοµορφών είναι οι h h1 1 3 3/ , /λ λ  ή, για δεδοµένη βαθυµετρία, η κυκλική 
συχνότητα ω . Τούτο απεικονίζεται λεπτοµερέστερα στο Σχήµα 8, όπου οι καµπύλες οι οποίες 
φράζουν τα µέγιστα των πλατών σύµφωνα µε το µοντέλο ER και SR, αντιστοίχως, 
σχεδιάζονται συναρτήσει του αριθµού των εµπλεκοµένων  ιδιοµορφών για τέσσερις (4) 
διαφορετικές τιµές κυκλικής συχνότητας, από ω =05. /secrad  (που αντιστοιχεί σε συνθήκες 
ρηχού νερού και στα δυο άκρα) έως και ω =4 rad /sec  (που αντιστοιχεί σε συνθήκες βαθιού 
νερού και στα δυο άκρα).   
   



   285 

 
Σχήµα 8. Πλάτη των ιδιοµορφών ( )ϕ n x ,  όπως υπολογίζονται µε χρήση της SR και ER 

αναπαράστασης, για την περίπτωση περιβάλλοντος τύπου ρήχωσης µε πτυχώσεις. 
 
Από τη συστηµατική διερεύνηση προκύπτει ότι καθώς οι h h1 1 3 3/ , /λ λ  αυξάνονται (προς το 
όριο βαθιού νερού, h/ .λ ≈0 5, και πέραν αυτού) ή καθώς µειώνονται (προς το όριο ρηχού 
νερού, h/ .λ ≈0 07, και πέραν αυτού) οι συντελεστές των καµπυλών που φράσουν τα πλάτη 
των ιδιοµορφών µειώνονται, ενώ οι εκθέτες (που ελέγχουν το ρυθµό απόσβεσης) παραµένουν 
αµετάβλητοι. 
 
(iii) Σκέδαση  Bragg από διπλά περιοδικό πυθµένα 
 
Ως τελευταίο παράδειγµα θεωρούµε ένα διπλά περιοδικό πυθµένα, που έχει µελετηθεί 
εκτενώς από τους Mei (1985) και Guazzelli et al. (1992), σε σχέση µε τη φαινόµενα σκέδασης 
Bragg. Η γεωµετρία του πυθµένα ορίζεται από την ακόλουθη συνάρτηση βάθους (βλέπε 
επίσης Σχήµα 9) 
   

( ) ( )( ) ( )( )h x

cm x cm

K x K x cm cm x cm

cm x cm
b =

≤

− − − − < <

≥









2 5 12

2 5 12 12 12 60

2 5 60
1 2

. ,

. ,

. ,

sin sin ,                       (6.10) 

 
όπου K cm1

1052= −.  και K cm2
1105= −.  είναι οι χαρακτηριστικοί κυµαταριθµοί της 

θερούµενης βαθυµετρίας.  Λόγω του ιδιαίτερου ενδιαφέροντος για ανακλάσεις συντονισµού, 
στην περίπτωση αυτή εστιάζουµε στην υπολογισµό του συντελεστή ανάκλασης για διάφορες 
συχνότητες, όπως παρουσιάζεται στο Σχήµα 9. Τα αριθµητικά αποτελέσµατα έχουν ληφθεί µε 
χρήση των αναπαραστάσεων ER και SR (εξαιρώντας την ιδιοµορφή κεκλιµένου πυθµένα) και 
του µοντέλου MMS. Σε όλες τις περιπτώσεις χρησιµοποιήθηκαν N = 201 σηµεία για την 
οριζόντια διακριτοποίηση του χωρίου στην περιοχή µεταβαλλόµενης βαθυµετρίας. Στο ίδιο 



   286 

σχήµα απεικονίζονται επίσης αριθµητικά αποτελέσµατα (που δείχνονται µε σταυρούς), που 
ελήφθησαν από τους Guazzelli et al (1992) µε κλιµακωτή προσέγγιση της γεωµετρίας του 
πυθµένα (staircase approximation). 
 

Στην περίπτωση που µελετήθηκε, ο συντονισµός Bragg πρώτης τάξης, που αντιστοιχεί σε 
05 051 2. .K Kand , συµβαίνει στις συχνότητες f Hza1 193= .  και f Hzb1 335= . , αντίστοιχα. Ο 

συντονισµός Bragg δεύτερης τάξης, που αντιστοιχεί σε ( )K K K K1 2 2 105, , . −  και 

( )05 2 1. K K+ , λαµβάνει χώρα στις συχνότητες f Hza2 335= . , f Hzb2 507= . , f Hzc2 193= .  και 

f Hzd2 4 33= . , αντίστοιχα. Τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από τη χρήση των µοντέλων ER 
και SR φαίνεται γενικά να είναι συγκρίσιµα. Ωστόσο, υπάρχει µια µετατόπιση συχνότητας 
δηµιουργώντας αποκλίσεις σε ορισµένες περιοχές συχνοτήτων (π.χ., 1.9-2.2Hz, 3.25-3.4Hz, 
4.2-4.35Hz). Ο συντελεστής ανάκλασης που υπολογίζεται από το µοντέλο MMS 
µετατοπίζεται περισσότερο προς τις υψηλότερες συχνότητες, µε αποτέλεσµα να 
παρουσιάζονται σηµαντικές αποκλίσεις σε ευρύτερα διαστήµατα συχνότητας (π.χ., 3.3-3.7Hz, 
4.1-4.4Hz). Επιπλέον, µπορεί να παρατηρηθεί στο Σχ. 7 (κάτω) ότι οι προβλέψεις µοντέλου 
MMS του συντελεστή ανάκλασης διαφέρουν σηµαντικά από εκείνες όλων των άλλων 
µεθόδων στη γειτονία των συχνοτήτων συντονισµού Bragg δεύτερης τάξης. 
 

 
Σχήµα 9. Εξέταση φαινοµένων σκέδασης Bragg από διπλά περιοδικό πυθµένα, και 
υπολογιζόµενος συντελεστής ανάκλασης. 
 

Γενικά, τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από το µοντέλο ER είναι σε άριστη συµφωνία µε 
εκείνα που λαµβάνονται µε τη µέθοδο της κλιµακωτής προσέγγισης. Αυτό αναµένεται επειδή 
και οι δύο µέθοδοι αντιµετωπίζουν το πλήρες γραµµικό πρόβληµα, δηλαδή δεν εισάγουν 
απλουστευτικές υποθέσεις. Ωστόσο, σηµαντική διαφορά µεταξύ των δύο µεθόδων έγκειται 
στον υπολογισµό του πεδίου ταχύτητας κοντά και πάνω στην επιφάνεια του πυθµένα. Ενώ το 
µοντέλο ER µπορεί να προβλέψει µια οµαλή και ρεαλιστική προσέγγιση της εφαπτοµενικής 
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ταχύτητας πυθµένα, η µέθοδοςκλιµακωτής προσέγγισης εισάγει τεχνητές γωνίες που 
καθιστούν την ταχύτητα κύµατος τοπικά ιδιόµορφη. 
 
Τέλος, στα Σχήµατα 10-15 παρουσιάζονται πρόσθετα αποτελέσµατα από την επέκταση του 
παρόντος  στις τρεις διαστάσεις και την εφαρµογή του σε διάφορες ενδιαφέρουσες 
περιπτώσεις, όπως κυµατική διάδοση πάνω από ελλειπτικό ύφαλο που εδράζεται σε κεκλιµένο 
πυθµένα και σύγκεριση µε πειραµατικές µετρήσεις (Berkhoff et al 1982), καθώς επίσης και 
για την πρόβλεψη διάδοσης κυµατισµών πάνω από πραγµατική τοπογραφία υποθαλάσσιου 
φαραγγιού στην περιοχή Scripps, California. 
 

 
Σχήµα 10. Ελλειπτικός ύφαλος πάνω από κεκλιµένο πυθµένα (πείραµα Berkhoff). 
 

 
Σχήµα 11. Συνολικό πεδίο στην ελεύθερη επιφάνεια πάνω από ελλειπτικό ύφαλο εδραζόµενο 
σε κεκλιµένο πυθµένα (πείραµα Berkhoff), όπως υπολογίζεται από τη παρούσα µέθοδο. 
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Σχήµα 12. Ελλειπτικός ύφαλος εδραζόµενος σε κεκλιµένο πυθµένα (πείραµα Berkhoff). Πεδίο 
σε κατακόρυφη διατοµή κατά µήκος της κεντρικής γραµµής  από όπως υπολογίζεται από τη 
παρούσα µέθοδο. 
 

 
 
Σχήµα 13. Ελλειπτικός ύφαλος εδραζόµενος σε κεκλιµένο πυθµένα (πείραµα Berkhoff). 
Σύγκριση ανύψωσης ελεύθερης επιφάνειας µε πειραµατικές µετρήσεις στις διατοµές 1-8 του 
Σχήµατος 11.   
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Σχήµα 14. Βαθυµετρία υποθαλάσσιου φαραγγιού στο Scripps-California. 
 

 
Σχήµα 15. Υπολογιζόµενο πεδίο στην περίπτωση προσπιπτόντος κυµατισµού από τα δυτικά 
στη περιοχή του υποθαλάσσιου φαραγγιού στο Scripps-California. 
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7.7 Συµπεράσµατα – πρόσθετο υλικό 
 
Το µοντέλο συζευγµένων ιδιοµορφών (CMS) που παρουσιάσθηκε όντας ισοδύναµο µε 
οποιοδήποτε άλλο πλήρες γραµµικό µοντέλο, παρουσιάζει ένα αριθµό πλεονεκτηµάτων, 
όπως:  
 

(i) Μόνο λίγοι όροι (ιδιοµορφές) είναι επαρκείς για τον ακριβή υπολογισµό του πεδίου 
κύµατος σε ολόκληρη την εξεταζόµενη περιοχή. Έτσι, η παρούσα µέθοδος αντιµετωπίζει 
αποτελεσµατικά τον µη τοπικό χαρακτήρα του προβλήµατος στον χώρο διάδοσης.  

 

(ii) Η βελτιωµένη αναπαράσταση και το σύστηµα µπορεί φυσικά να απλουστευθεί είτε στην 
εξίσωση ήπιας κλίσης είτε στην τροποποιηµένη σε υποπεριοχές όπου το επιτρέπουν οι 
φυσικές συνθήκες.  

 

(iii) Η παρούσα µέθοδος παρέχει πληροφορίες υψηλής ποιότητας σχετικά µε την πίεση και 
την εφαπτοµενική ταχύτητα στον πυθµένα, η οποία είναι χρήσιµη για τη µελέτη της 
ταλαντευόµενης οριακής στιβάδας πυθµένα και της απόσβεσης της ενέργειας των 
κυµάτων, καθώς και για την κίνηση της θαλάσσιας κλίνης και τη µεταφορά ιζηµάτων 
σπουδές.  

 

(iv) Λόγω της πληρότητας της απεικόνισης του πεδίου ταχύτητας, µπορεί να χρησιµοποιηθεί 
για την κατασκευή και την αποτελεσµατική αριθµητική επεξεργασία της αντίστοιχης 
λειτουργίας του Green, το οποίο είναι το κύριο εργαλείο για τη µελέτη προβληµάτων 
αλληλεπίδρασης κύµατος-σώµατος σε περιοχές µεταβλητής βαθυµετρίας.  

 
Το περιγραφέν µοντέλο διάδοσης υδάτινων κυµατισµών σε γενική βαθυµετρία έχει 
παρουσιασθεί στην ακόλουθη εργασία: 

Athanassoulis, G.A., Belibassakis, K.A., 1999, A consistent coupled-mode theory for the 
propagation of small-amplitude water waves over variable bathymetry regions, Journal of 
Fluid Mechanics, Vol 389, pp275-301.  
 

Περαιτέρω αποτελέσµατα, συµπεριλαµβανοµένων διαφόρων επεκτάσεων της µεθόδου  και 
πληθώρα εφαρµογών παρέχονται  στις παρακάτω εργασίες:  
 
 

Belibassakis, K.A., Athanassoulis, G.A., Gerostathis, Th., 2001,  A coupled-mode system for 
the refraction-diffraction of  linear waves over steep three dimensional topography, Applied 
Ocean Research, Vol. 23, pp. 319-336. 
 

Belibassakis, K.A., Athanassoulis, G.A., 2004, Three-dimensional Green's   function of 
harmonic water-waves over a bottom topography  with different depths at infinity, Journal of 
Fluid Mechanics, Vol. 510, pp.267-302. 
 

Gerostathis, T., Belibassakis, K.A., Athanassoulis, G.A., 2008, A coupled-mode model for the 
transformation of  wave spectrum over steep 3d topography.  A Parallel-Architecture 
Implementation,  Journal of  Offshore Mechanics and Arctic Engineering, JOMAE, Vol.130  
 

Belibassakis, K.A., Gerostathis, Th., Athanassoulis, G.A., 2011, A coupled-mode model for 
water wave scattering by  horizontal, non-homogeneous current in general bottom topography, 
Applied Ocean Research, Vol.33, pp. 384– 397 
 

Belibassakis, 2012, Water-wave induced groundwater pressure and flow in variable 
bathymetry regions and sandy beaches by an enhanced coupled-mode model,  Ocean 
Engineering Vol. 47, pp. 104–118. 
 

Belibassakis, K.A., Athanassoulis, G.A., Gerostathis, Th., 2014, Directional wave spectrum 
transformation in the presence of strong depth and current inhomogeneities by means of 
coupled-mode model, Ocean Engineering, Vol. 87, 84–96. 
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ΠΑΡΑΤΗΜΑ  A.  Πρώτη µεταβολή του συναρτησιακού F  
 
Για να υπολογίσουµε την πρώτη µεταβολή του συναρτησιακού F  που ορίζεται από την Εξ. 
(3.1), το συναρτησιακό αποσυντίθεται στους ακόλουθους όρους, οι οποίοι ορίζονται στα 
διάφορα υποχωρία και στα σύνορά τους,  
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In Eq.(A.1) the various components  of  F  are defined as follows: 
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Σε συµφωνία µε την αποσύνθεση ανωτέρω , η µεταβολή δ F του συναρτησιακού F  

λαµβάνεται ως το άθροισµα των µεταβολών όλων των ανωτέρω όρων. Η µεταβολή ( )
( )δ F

D 2

2  

του πρώτου όρου υπολογίζεται εύκολα και είναι:  
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όπου η µετάβαση στην τελική έκφραση της Εξ. (A.7) πραγµατοποιείται µε εφαρµογή του 

Θεωρήµατος Green στις συναρτήσεις ( )ϕ 2  και ( )δϕ 2  στο ( )D 2 . Οι µεταβολές του δεύτερου 
και τρίτου όρου, βλ. Εξς. (A.3) και (A.4), αντιστοίχως, δίνονται ως εξής, 
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          ( )
( ) ( )

( )

( )δ
∂

∂

µ ϕ δϕF
D

2 2

F
2

2 = − ∫
DF

dS

2

                (A.8) 

και  

                ( )δ δF ∞− = −2 A A JR0
1( )  .              (A.9) 

 
Για να υπολογίσουµε τους δυο τελευταίους όρους τους συναρτησιακού, όπως αυτοί δίνονται 
από τις Εξς. (A.5) και (A.6), αντιστοίχως, πρέπει πρώτα να αποδείξουµε το ακόλουθο λήµµα 
για το ολοκλήρωµα Green των δυο κυµατικών δυναµικών στην ηµι-λωρίδα. Έτσι, ας 
υποθέσουµε τις αρµονικές συναρτήσεις Φ Ψ,  που ορίζονται στην αριστερά ηµιάπειρη 

λωρίδα. Οι συναρτήσεις αυτές υποτίθεται πως ικανοποιούν την εξίσωση Laplace στο D∞− , τη 

γραµµικοποιηµένη συνοριακή συνθήκη ελεύθερης επιφάνειας πάνω στο σύνορο 

( ){ }∂ D x zF
∞− = , : 0x < , z =a  και την συνοριακή  συνθήκη µη εισχώρησης στον πυθµένα 

στο στερεό σύνορο ( ){ }∂ D x zΠ
∞− = , : x < , z = -ha . Επιπροσθέτως, υποθέτουµε την 

ακόλουθη συµπεριφορά των συναρτήσεων Φ Ψ,  στο άπειρο, x → −∞ , 
 
     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Φ Ψx z P f x z P f x z x z p f x z p f x zR R, , , , , , ,* *= + = +0 0   ,       (A.10) 

 
όπου P P p pR R0 0, , ,  είναι µιγαδικές σταθερές, ( )f x z,  είναι οποιαδήποτε φραγµένη 

συνάρτηση µε φραγµένες παραγώγους, ενώ ο αστερίσκος συµβολίζει τον µιγαδικό συζυγή. 
Τότε, το ακόλουθο λήµµα ισχύει:  
 
Λήµµα [Το ολοκλήρωµα Green των δυο κυµατικών δυναµικών στην ηµι-λωρίδα]: Υπό την 
υπόθεση ισχύος της συνθήκης (A.10) για την συµπεριφορά των δυο αρµονικών συναρτήσεων 
στο άπειρο, ισχύσει η ακόλουθη σχέση για το ολοκλήρωµα Green αυτών των κυµατικών 

δυναµικών επί του δεξιά κατακόρυφου συνόρου ( ){ }∂ D x z x a h zI
∞− = = − < <, ,: 0 : 
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0 0 ,                      (A.11) 

 
οπου η J ∞−  δίνεται από την σχέση 

        J i f
df

dx
dS

D

∞− =


























∞
∞−

∫2 Im
*

∂

.            (A.12) 

 
Στην Εξ. (A.12) µε ∂ D∞

∞−   συµβολίζουµε οποιοδήποτε κατακόρυφο σύνορο σε µεγάλα 

αρνητικά  x X= < 0 τα οποία διαχωρίζουν το D∞−  στο 

( ){ }ɵ , ,D x z X x a h z D∞− ∞−= < < − < < ⊂: 0  και στο συµπληρωµατικό του σε σχέση µε το 

D∞− . 
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Απόδειξη: Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα Green για τις αρµονικές συναρτήσεις Φ Ψ,  στο 

υποχωρίο ɵD∞−  και λαµβάνοντας υπ’ όψιν τόσο την συνοριακή συνθήκη ελεύθερης 

επιφάνειας επί του ∂ ɵDF
∞−  όσο και την συνοριακή συνθήκη πυθµένα επί του ∂ ɵDΠ

∞−  λαµβά-
νουµε  
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∫ ∫ .               (A.13) 

 
Εκµεταλλευόµενοι την ασυµπτωτική συµπεριφορά των συναρτήσεων Φ Ψ,  στο x = −∞ , Εξ. 

(A.10), και λαµβάνοντας υπ’ όψιν and πως το κάθετο διάνυσµα στο ∂ ɵD∞−  έχει κατεύθυνση 

προς τα αρνητικά x, το ολοκλήρωµα στο δεξιό µέλος της εξίσωσης ανωτέρω 
µετασχηµατίζεται ως εξής: 
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,                        (A.14) 

 
και το Λήµµα αποδείχτηκε.       
 
Παρατήρηση:  Όταν ( ) ( ) ( )f x z ikx Z z, exp= 0 , όπου ( ) ( )( ) ( )Z z k z h kh0 = +cosh / cosh , τοτε ο 

όρος J ∞−  δίνεται από την ακόλουθη σχέση, 
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Παρόµοιο αποτέλεσµα µπορεί να παραχθεί για τις αρµονικές συναρτήσεις Φ Ψ, , που 

ορίζονται στη δεξιά ηµι-λωρίδα ( ){ }D x z x b h z∞+ = > − < <, : , 0 . 

 
Επί τη βάσει του προηγουµένου λήµµατος, προχωρούµε στον υπολογισµό των µεταβολών 
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23 . Η µεταβολή ( )
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12  µπορεί να γραφτεί ως ακολούθως, 
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Λόγω της ασυµπτωτικής συµπεριφοράς της συνάρτησης ( )ϕ 1  στο ( )D 1  για x → −∞ , όπως 

εµφανίζεται στην Εξ. (2.7), και µε εφαρµογή του Λήµµατος για τις συναρτήσεις ( )δϕ 1  και 
( )ϕ 1  επί του ∂ DI

( )12 , ο τρίτος όρος του δεξιού µέλους της Εξ. (A.16) µετασχηµατίζεται ως 
εξής 
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Συνεπώς, η µεταβολή δ

∂
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12  δίνεται από την ακόλουθη σχέση  
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Οµοίως, η µεταβολή ( )
( )δ

∂
F

DI
23

23 , εκφράζεται ως εξής: 
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           (A.19) 

 
Ακολουθώντας  όµοια διαδικασία και εκµεταλλευόµενοι την Παρατήρηση 2, λαµβάνουµε 
τελικά, 
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              (A.20) 

 
Συνδυάζοντας την αποσύνθεση (A.1) µε τα ενδιάµεσα  αποτελέσµαταwith των Εξ. (A.7), 
(A.8), (A.9), (A.18) και (A.20), η µεταβολή του συναρτησιακού F  γράφεται, τελικά, ως 
εξής: 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ B.  Ροή κυµατικής ισχύος µέσω κατακόρυφης διατοµής  
 

Έστω ϕ ϕ ϕ= +R Ii  µια λύση του προβλήµατος ( )P D A, ,µ 0 . Εφαρµόζοντας το θεώρηµα 

Green για τις συναρτήσεις ϕ R  και ϕ I , σε οποιοδήποτε υποχωρίο Ω ⊂ D  οριζόµενο ως το 
στρώµα ρευστού που περιέχεται µεταξύ δυο οποιονδήποτε κατακορύφων διατοµών I L  and 
I R , βλ., Σχήµα B.1, λαµβάνουµε 
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όπου ∂ ∂ ∂Ω Ω ΩΠ= ∪ ∪ ∪F L RI I . Από τις συνοριακές συνθήκες ελεύθερης επιφάνειας και 
πυθµένα, Εξ. (2.6β) και (2.6γ), the integrand of the right-hand side is zero at points 
( )x z F, ∈ ∪∂ ∂Ω Ω Π . Συνεπώς, από την Εξ. (B.1) λαµβάνουµε 
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Μια και το κάθετο διάνυσµα έχει διεύθυνση προς το εξωτερικό του Ω , Εξ. (B.2)  µπορούµε, 
επίσης, να γράψουµε: 
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 Σχήµα B.1 Χωρίο µεταβαλλόµενης βαθυµετρίας 

 
Η Εξ. (B.3) εκφράζει το γνωστό αποτέλεσµα ότι η ποσότητα 
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η οποία είναι ανάλογη προς τη µέση (ανά περίοδο) ροή κυµατικής ισχύος (Stoker, 1957)  από 
κατακόρυφη διατοµή της µορφής ( ) ( ) ( ){ }I x x z h x z x R= − < < ∈, ,: 0 , πρέπει να διατηρείται. 

Το ανωτέρω αποτέλεσµα µπορεί, επίσης, να διατυπωθεί ως ακολούθως: ένα η συνάρτηση 
( )ϕ x z, , ( )x z D, ∈ , ικανοποιεί την εξίσωση Laplace (2.6α), την συνοριακή συνθήκη 

ελεύθερης επιφάνειας, Εξ. (2.6β), και την συνοριακή συνθήκη στον πυθµένα, Εξ. (2.6c), τότε 
 

    
( )d x

d x
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Π
= ∈0, .                     (B.5) 

 
Παρατηρούµε εδώ ότι οι Εξς. (B.4) και (B.5) µπορούν να τύχουν περαιτέρω εκµετάλλευσης 
ούτως ώστε να λαµβάνεται µια σχέση µεταξύ τετραγώνων πλατών του αριστερά 

προσπίπτοντος, του αριστερά ανακλώµενου και του δεξιά διαδιδόµενου κύµατος· βλ., π.χ., 
Wehausen & Laitone (1960, Sec. 17), Porter & Chamberlain (1997, Ch. 1). 
Θα µελετήσουµε, στη συνέχεια, την παράγωγο της κυµατικής ροής ισχύος ( )Π x , Εξ. (B.4), 

υπό την ασθενέστερη παραδοχή ότι η ( )ϕ x z,  ικανοποιεί µόνο την εξίσωση Laplace και τη 
συνοριακή συνθήκη ελεύθερης επιφάνειας. Τότε, εφαρµόζοντας τον κανόνα Newton-Leibniz  
για την παραγώγιση υπό το ολοκλήρωµα λαµβάνουµε,  
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όπου για τη µετάβαση στο αριστερά µέλος χρησιµοποιήθηκε η εξίσωση Laplace και η 
συνοριακή συνθήκη ελευθερης επιφάνειας. Η Εξ. (B.6)  µπορεί, επίσης, να γραφτεί στη 
µορφή 
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όπου µε ∂ ∂/ n  δηλώνουµε διαφόριση κατά το κάθετο στην ∂ DΠ  διάνυσµα µε φορά προς 
τα έξω. Η τελευταία εξίσωση µας επιτρέπει να συσχετίσουµε το σφάλµα στη διατήρηση της 
ροής κυµατικής ισχύος µε το σφάλµα της ικανοποίησης της συνοριακής συνθήκης στον 
πυθµένα, υπό την υπόθεση ότι και τα  σφάλµατα που συσχετίζονται µε την εξίσωση Laplace 
και την συνοριακή συνθήκη πυθµένα είναι αµελητέα.  
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Γ.  Αναλυτικές εκφράσεις συντελεστών του συστήµατος CMS  

 
Στο παρόν Παράρτηµα καταγράφονται οι αναλυτικές εξισώσεις που παρέχουν τους 
συντελεστές του συστήµατος εξισώσεων συζευγµένων ιδιοµορφών, στην περίπτωση 
κατά την οποία η ακόλουθη µορφή  
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Χρησιµοποιείται για την ιδιοµορφή κεκλιµένου πυθµένα. Ο ορισµός των συντελεστών 

mna , mnb  και mnc  είναι ως εξής: 
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Γ.1 Αναλυτικές εκφράσεις συντελεστών 
 
Περίπτωση I:    m = −1  και  n = −1 0 1 2, , , ,…  
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Περίπτωση II:    m = 0 1 2, , ,…    και   n = −1 
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Περίπτωση  III:   m = 0 1 2, , ,…    και  n = 0 1 2, , ,…  (βλ. και  Porter & Staziker (1995) ) 
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Γ.2 Εύρεση ριζών  της σχέσης διασποράς 

Για όλες τις ανωτέρω εκφράσεις είναι απαραίτητη η  επίλυση της σχέσης διασποράς 

( )tanh kh khµ = −  για κάθε τιµή του βάθους h και η εύρεση των ριζών{ }0 , , 1,2,nik k n = … . 

Παρατηρούµε ότι όταν η σταθερά διαχωρισµού είναι καθαρά φανταστικός αριθµός, η σχέση 
διασποράς γίνεται ( )tanh kh khµ = . Ετσι οι ανωτέρω δύο εκδοχές ονοµάζοντας S kh=  και 

x kh=  έρχονται στη µορφή 
 

( )tanh
S

x
x
=     και     ( )tan

S
x

x
= −  

 
Στην πρώτη πείπτωση έχουµε µια ρίζα στο θετικό τεταρτηµόριο ενώ στην δεύτερη περίπτωση  
προκύπτει ένα άπειρο πλήθος διακριτών ριζών, µία σε κάθε υποδιαστηµα 

( ) ( )( )0.5 , 0.5n nπ π− + , που προκύπουν ως τοµή των γραφηµάτων των  ανωτέρω 
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συναρτήσεων, Σχήµα Γ.1. Εξ’αυτού προκύπτει εύκολα και η ασυµπτωτική προσέγγιση 
/nk n hπ=  , για n →∞ . Στην συνέχεια δίνεται ένα  Matlab πρόγραµµα υπολογισµού των 

ριζών που βασίζεται στη µέθοδο Newton-Raphson  (fzero.m). 
       

 
Σχήµα Γ.1  Ρίζες της σχέσης διασποράς  στην πρώτη και δεύτερη περίπτωση 
 
 
 

Matlab πρόγραµµα υπολογισµού των ριζών της εξίσωσης διασποράς κυµατισµών βαρύτητας 
 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
function f=disrel(n,Str) 
% Water wave dispersion relation 
% n: number of roots, Str=om*om*h/gi (frequency parameter) 
imu=sqrt(-1); 
for m=0:n 
if m==0, 
   x0=Str;co=ιµθ;if Str<1,x0=sqrt(Str);end 
else 
   x0=m*pi-0.4*pi;co=1; 
end   
fi(m+1)=co*fzero(@(x) disrel0(x,Str,m),x0); 
end 
f=fi; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
function f=disrel0(x,Str,m) 
if m==0, 
fi= (Str/x)-tanh(x);    
else 
fi=Str*cos(x)+sin(x)*x; 
end 
f=fi; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
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A COUPLED-MODE METHOD  FOR ACOUSTIC PROPAGATION  AN D 

SCATTERING  IN  INHOMOGENEOUS  OCEAN WAVEGUIDES 
 

 K.A. Belibassakis G.A. Athanassoulis 
 
ABSTRACT :  We consider the problem of acoustic propagation and scattering in 
inhomogeneous waveguide governed by the Helmholtz equation. We focus on an ideal, 
cylindrically symmetric ocean waveguide, limited above by an acoustically soft boundary 
modelling the free surface, and below by a hard boundary modelling the impenetrable seabed 
with general bottom topography. The wave field is excited by a monochromatic point source, 
and thus, the present solution is equivalent to the construction of the Green’s function in the 
inhomogeneous domain. An improved coupled-mode method is developed, based on an 
enhanced local-mode series for the representation of the acoustic field, which includes an 
additional mode accounting for the effects of the bottom slope and curvature. The additional 
mode provides an implicit summation of the  slowly convergent part of the series, rendering 
the remaining part to converge much faster, pemitting truncation of the modal expansions 
keeping only a few evanescent terms. Using the enhanced representation, in conjunction with 
an appropriate variational principle, a system of coupled-mode equations on the horizontal 
plane is derived for the determination of the complex modal-amplitude functions.  Numerical 
results are presented including comparisons with analytical solutions illustrating the role and 
significance of the additional mode and the efficiency of the present coupled-mode tmodel, 
which can be naturally extended to treat propagation and scattering problems in three-
dimensional, multi-layered ocean acoustic waveguides. 

1. INTRODUCTION 
Acoustic propagation in an inhomogeneous waveguide is an interesting mathematical problem 
finding important applications, as, e.g., underwater acoustic propagation and scattering in 
shallow water environment and seismoacoustics [1,2], atmospheric acoustics [3] and other. 
Similar problems governed by the Helmholtz equation are also encountered in variable cross-
section electromagnetic waveguides [4]. In particular, the problem of underwater acoustic 
propagation is very important for a variety of applications concerning monitoring, exploration 
and exploitation of ocean environment, underwater communication and other. Several 
methods for treating this, generally non-separable, boundary value problem have been 
proposed, ranging from fully numerical, finite element and finite difference methods, to semi-
analytical ones, like wavenumber integration, boundary integral equation and coupled-mode 
techniques, as well as various asymptotic models, like ray theory and parabolic 
approximations; see e.g., [1,2,5]. Fully numerical methods, are computationally intense and 
thus, their use is more appropriate for short-range/low-frequency propagation and local 
scattering problems. These methods have been proved very useful, in the case of general 
ocean-acoustic propagation problems, for providing benchmark solutions. Boundary element 
methods are suitable in the case of a homogeneous medium (see, e.g., [6]), but they become 
less practical in the presence of inhomogeneities, due to the difficulties associated with the 
calculation of the Green's function.  In environments with steep boundary/interface slopes 
and/or media with variable index of refraction the method of coupled modes [7,8] has been 
developed to treat the problem, by subdividing the waveguide  into a finite number of adjacent 
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columns of different depth where the speed of sound exhibits vertical variation. The wave 
field is represented as a normal-mode series based on vertical eigenfunctions and the 
coefficients are obtained by  matching the expansions on the inter-element vertical interfaces. 
The main feature of this model is the full coupling between the modes and the accurate 
representation of the backscattering effect. However, the approximation of  continuous 
distributions of acoustic parameters by horizontally piecewise  constant  functions  may   
require  a  large number of  
steps, in  order  that the horizontal stair-step  size  to  be  small   
enough  for avoiding   strong  numerical backscattering, [9]. Also, the stepwise approximation 
of the bottom renders the numerical solution procedure cumbersome in the case of a 
continuously varying bottom boundary. An efficient and numerically stable solution has been 
recently presented by Luo et al [10], by combining a forward and backward marching 
technique. Another approach for treating the non-homogeneous waveguide in the context of 
coupled-mode theory is based on local mode expansions, [1,11]. In this case, the local-mode 
series may exhibit slow convergence, as illustrated in Ref.[12], where the expansion has been 
derived analytically in the case of a two dimensional wedge problem, showing that it consists 
of a slowly convergent part with terms of order ( )2O n−  and another, fast convergent part with 

terms of order ( )4O n− , where  n  denotes  the mode index. 

 
In the present work, an improved coupled-mode system is developed for modeling acoustic 
propagation and scattering in non uniform waveguides, governed by the Helmholtz equation. 
We consider a cylindrically symmetric, range-dependent waveguide containing fluid, 
characterized by a general, continuous sound speed profile presenting both horizontal and 
vertical variability. The layer is confined between a pressure-release (top) surface and a 
perfectly rigid (bottom) boundary of irregular shape; see Fig. 1. The wave field is excited by a 
point acoustic source, and thus, our development is equivalent to the construction of the 
Green’s function. Our method is based on an enhanced local-mode series, which includes an 
additional mode enabling the consistent satisfaction of the boundary condition on the non-
horizontal parts of the  bottom and ensures energy conservation in the case of a lossless 
acoustic waveguide. The improved coupled-mode system is derived by means of an 
appropriate variational principle and is shown to be fully equivalent to the boundary value 
problem. We note here that the concept of the additional mode has been first introduced and 
studied by the authors in the context of small-amplitude water waves propagating over 
variable bathymetry regions [13, 14, 15]. This approach has been extended to non-linear water 
waves [16, 17]  and hydrodynamic interaction problems with floating rigid and elastic bodies 
[18, 19].  

The present paper is structured as follows: In Section 2 the studied problem is formulated as a 
transmission problem, using decomposition of the acoustic domain into three subdomains: (i) 
a bounded, range-independent subdomain in the vicinity of the source, (ii) the range-
dependent subdomain which includes the bottom irregularity, and (iii) the unbounded, range-
independent subdomain extended to infinity. The acoustic field in the two range-independent 
regions (near field and far field) is represented by the usual normal-mode series. Then, an 
equivalent variational formulation of the transmission problem is formulated in the 
intermediate bounded subdomain. In Sec. 3, the enhanced local-mode series is constructed for 
the representation of the pressure field in the middle subdomain, which includes an additional 
mode accounting for the effects of the bottom slope. For the enhanced series it is shown that 
the rate of decay  is ( )4O n− , for any smooth bottom profile.  
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Figure 1. Geometrical configuration and basic notation. The point source is denoted by an 
asterisk. 
 
Using the enhanced representation, in conjunction with the variational principle, the system 
coupled-mode equations on the horizontal plane is derived in Sec. 4, for the determination of 
the complex modal-amplitude functions. The present system contains an additional equation 
associated with the sloping-bottom mode and coupling terms with all other modes. Also, 
appropriate end-conditions are derived, ensuring the complete matching of the acoustic field 
on the vertical interfaces separating the three subdomains. Numerical examples are presented 
and discussed in Sec. 5.  Finally, the main conclusions and  directions for further study are 
provided in Sec. 6.  
 
2. FORMULATION OF THE PROBLEM 
 
A cylindrical co-ordinate system ( ), ,r z θ  is introduced with origin at the free-surface, the 

vertical axis z  being positive upwards. The wave field is excited by a monochromatic point 
source,  located at the axis of symmetry (0r = )  at an arbitrary depth 0z .   
 
The bottom boundary is described by a general smooth function ( )h r , attaining constant (but 

possibly different) values  in the near and far subregions  , inN Nh h r r= ≤ , 

, inF Fh h r r= ≥ respectively; see Fig. 1. The domain D  is decomposed into three subdomains: 

(i) the  bounded subdomain ND , characterised by constant depth Nh  and a sound speed profile 
presenting only vertical variability ( )Nc c z= , (ii) the intermediate, range dependent subdomain 

ID ,  with variable sound speed ( ),c c r z= ,  (iii) the unbounded subdomain FD  ( )F Nr r r> > , also 

characterised by constant depth Fh  and a sound speed profile ( )Fc c z= . The  vertical  

(artificial)  interface  between  ND   and ID  is denoted by NI , and the one between ID  and FD  
by is denoted by FI . The sound speed distribution is assumed to be continuous at the vertical 
interfaces, i.e. ( ) ( ),N Nc z c r z=  and ( ) ( ),F Fc z c r z= .  The parts of the pressure-release surface and 

the hard bottom surface lying between the two cylinders Nr r=  and Fr r=  are denoted by 0I  

and BI , respectively. For time-harmonic waves ( ) ( ) ( ){ }, ; Re , expp r z t p r z i tω= − , with ( ),p r z  

denoting the complex amplitude, the examined propagation/scattering problem is governed by 
the inhomogeneous Helmholtz equation for ( ),r z D∈ , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
0

1
, , , ,

2

r
p r z k r z p r z z z

r

δ
δ

π
∆ + = − −                                                                                (1) 
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where δ denotes the Dirac delta function, supplemented by the boundary conditions 

( )
( )( ),

,0 0,    0
p r h r

p r
n

∂ −
= =

∂
    ,                                                                                  (2a,b) 

and the radiation condition stating that the solution  behaves like outgoing cylindrical waves as 

r →∞ . In Eq. (1), ( )
2

2

1
,

p p
p r z r

r r r z

∂ ∂ ∂ ∆ = + ∂ ∂ ∂ 
 is the Laplacian operator in cylindrical coordinates 

(taking into account the independence from the azimuthal angle θ in the examined case) and 
( ) ( ), / ,k r z c r zω=  denotes  the wavenumber, where ω=2πf  is the angular frequency. The 

outward normal derivative on the bottom boundary, appearing in  Eq. (2b), is expressed by 

( )( )( ) ( )
1/22

1 h r h r
n z r

−∂ ∂ ∂ ′ ′= − + + ∂ ∂ ∂ 
,                                                                                            (3)  

 
where a prime denotes differentiation of a quantity with respect to the (single) argument. The 
above problem can be reformulated as a transmission problem in the bounded subdomain ID , 
with the aid of the following normal-mode representations of the acoustic field in the 
subdomains ND  (near field)  and FD (far field): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0 0 0

1 14
N N N N N N N

n n n n n n
n n

i
p Z z Z z H k r C Z z J k r

∞ ∞

= =

= +∑ ∑  ,   ( ), Nr z D∈  ,                                          (4a)              

( ) ( ) ( )1
0

1

F F F F
n n n

n

p C Z z H k r
∞

=

=∑ ,                ( ), Fr z D∈  ,                                                                        (4b)                  

 
where 1i = − . Eqs. (4) are obtained from the eigenfunctions of Helhholtz equation (expressed 
in terms of Bessel and Hankel functions) in ND  and FD , respectively. Clearly, the first term in 
the right-hand side of Eq. (4a) represents the point-source field [1,2] and the second term is the 
scattering field in ND , having the property to be finite everywhere. Moreover, the right-hand 
side of Eq. (4b) represents the propagating field in FD  consisting of outgoing cylindrical 
modes and evanescent modes. In formulas (4) the functions of ( ),N F

nZ z  and the numbers ,N F
nk , 

1,2,..n = , are obtained as the eigenfunctions and eigenvalues, respectively, of the following, 
regular Sturm-Liouville problems: 

( )
( )

( ) ( )
2 * 2

2* *
22 *

d
0

d
n

n n

Z z
k Z z

z c

ω 
 + − =
 
 

,    * 0h z− ≤ ≤ ,                                                                         (5a)  

( )* 0 0nZ = ,                  ( )*
*d

0
d

nZ h

z

−
= ,                                                                                        (5b,c)                                     

where { }* ,N F∈ . We recall here that each of the set { }* , 1,2..nZ n =  constitutes a basis in 

( )2
* ,0L h− . Thus, the function ,Np   given by Eq. (4a),  satisfies Eqs. (1) and (2a,b) in ND . 

Besides, the function ,Fp   given by Eq. (4b),  satisfies the homogeneous Helhmoltz equation 
in FD , and  Eqs. (2a,b) as well as the radiation condition. 

 
2.1 The transmission problem 

Given ( ) ( ), / ,k r z c r zω=  and the representations (4) of the pressure field in ND and FD , we are 

able to reformulate the original problem in the bounded subdomain ID  and  find the 
coefficients { }, 1,2..N

nC n =  and { }, 1,2..F
nC n = , and the field ( ),Ip r z ,  in ID , satisfying the 

homogeneous Helmholtz equation 
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( )2 , 0,I Ip k r z p∆ + =          ( ), Ir z D∈     ,                                                                                (6a) 

 

the following boundary conditions on the pressure-release surface 0I  and on the bottom BI  

( ), 0 0,Ip r z = =    
( )( ),

0
Ip r z h r

n

∂ = −
=

∂
  ,                                                                               (6b,c)  

and the corresponding matching conditions at NI  and   FI   

I Np p= , 
I Np p

r r

∂ ∂
=

∂ ∂
,      for  Nr r=  ,                                                                                     (6d,e)  

 
I Fp p= , 

I Fp p

r r

∂ ∂
=

∂ ∂
,       for  Fr r=   .                                                                                   (6f,g)  

 
The above reformulation of the original problem as a transmission problem reduces the 
original problem to a bounded-domain and admits of a variational formulation. The variational 
principle, in conjunction with an enhanced local-mode representation of ( ),Ip r z   in ID ,  will 

serve as the basis for the derivation of the present improved coupled-mode system of 
horizontal differential equations for the numerical solution of the problem. 
 
2.2  Variational formulation 
 
Given the domain ID , characterized by a smooth depth function ( )Ih h r= , and a range-

dependent wavenumber ( ) ( ), / ,k r z c r zω= , we proceed to formulate a functional F allowing us 

to state a variational formulation of the transmission problem. The admissible function space 
for the acoustic field ( ) ( ), ,  ,I Ip r z r z D∈  is  defined  to be: 

( ) ( ) ( ) ( ){ }2 1 : ; 0 0
II ID p C D C D p r z = ∈ ∩ = =  

A   ,                                                                        (7) 

where ( )2 IC D  denotes the space of functions having continuous derivatives up to the second 

order in ID , and ( )1 IC D  is the space of functions  having continuous first order derivatives in 
ID (up to and including the boundary ID∂ ).  Consider now the functional: 

   

{ } { }( ) ( ) ( )2 221
, , d d  

2 I I

I N F I I
n nn N n N

D D

p C C p V k p V
∈ ∈

= ∇ − +∫ ∫F { }( ) { }( )1
d

2
N

N N
nI N N n N

n n N
I

p C
p p C S

r

∂

∂
∈

∈

 + − ⋅ + 
 ∫      

{ }( ) { }( )
( )0

1

1 1
d ,

2 2
F

F F
nI F F N Nn N

n n nn N
nI

p C
p p C S C Z z

r

∞
∈

∈
=

∂ − − −  ∂ 
∑∫                                                             (8) 

where dS and dV  denote the elements of the boundary surface and of the volume, respectively. 
The independent arguments of functional F  (the degrees of freedom) are, as indicated in the 
left-hand side of the Eq. (8), the continuously distributed values of ( ) ( ),I Ip r z D∈ A  over the 

field points in ID , and  the sets of  coefficients { }N
n n N

C
∈

 and { }F
n n N

C
∈

, associated with the 

representations of Np   and Fp , respectively. The functions ( ) ( ), ,I Ip r z D∈ A  and 

{ }( ), ;N N
n n N

p r z C
∈

, { }( ), ; ,F F
n n N

p r z C
∈

as defined by means of Eqs. (4a,b), constitute a solution of 
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the problem ( )( ), ,I
TP D k r z  if and only if they render the functional F stationary, i.e. they 

satisfy the variational equation: 
 

{ } { }( ),  ,  0I N F
n nn N n N

p C Cδ
∈ ∈

=F  .                                                                                                    (9) 

 
By calculating the first variation Fδ of the functional (8), and using Green’s theorem, the 
variational equation (9) takes the form  
 

( )2 d d
ID B

I
I I I I

I

p
p k p p V p S

n
δ δ δ

∂
− ∆ + + +

∂∫ ∫F ====

    
( )d d

N N

N I N
I I N

I I

p p p
p S p p S

r r r
δ δ

   ∂ ∂ ∂
− + − +   ∂ ∂ ∂   

∫ ∫     

      ( )d d 0
F F

F I F
I I F

I I

p p p
p S p p S

r r r
δ δ

   ∂ ∂ ∂
− + − − =   ∂ ∂ ∂   

∫ ∫  ,                                                                 (10)            

 
Using standard arguments of calculus of variations [20,21], in conjunction with the 
completeness of the sets ( ){ }, , 1,2..N F

nZ z n =    [22,23], we obtain that Eq.(10) is equivalent to the 

transmission problem, Eqs.(6).  
 
The usefulness of the above variational principle hinges on the fact that it gives us the freedom 
to choose any particular representation for the unknown acoustic field Ip  in ID , provided that 
it will satisfy the admissibility condition, Eq. (7). In this way, a variety of possible algorithms 
for the numerical solution of the problem can be constructed. One possible choice is based on 
local-mode series and will be presented in the next section. 
 
3.  ENHANCED LOCAL-MODE REPRESENTATION 
From now on the pressure field Ip  in the indermediate subdomain ID   is  simply denoted as 
p . The standard local-mode representation (briefly denoted by SR [1,10]) of the acoustic 
pressure p in the intermediate subdomaiun ID  is  given by 

( ) ( ) ( )
1

, ;n n
n

p r z P r Z z r
∞

=

=∑  .                                                                                                          (11)  

In Eq. (11) the functions ( );nZ z r , 1,2..n = , are obtained as the eigenfunctions of  the local 

vertical eigenvalue problem, formulated at each  horizontal position r 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2

2 2
2

;
; ; 0, 0 ,n

n n

Z z r
k z r k r Z z r h r z

z

∂
+ − = − ≤ ≤

∂
 (12a) 

(0; ) 0,nZ r =     ( )( );
0 ,nZ h r r

z

∂ −
=

∂
                                                                     (12b,c) 

where ( )nk r , 1,2..n = , are the corresponding  eigenvalues. For any given [ ],N Fr r r∈ , the 

functions ( );nZ z r   are orthogonal. In addition we consider them to be normalized, i.e. 

( )
( )

( )
0

; ; d , , 1,2,3.......n m nm

z h r

Z z r Z z r z n mδ
=−

= =∫  ,                                                                      (12d) 

where nmδ  is Kronecker’s delta. In order to emphasize the parametric  dependence of problem 
(12) on the horizontal position r , we use the terms local eigenvalues and local eigenfunctions, 
for ( )nk r  and ( );nZ z r , respectively. In the series expansion (11), the first pN  terms, 
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corresponding to  real horizontal eigenvalues (2 0nk > ), are the propagating modes, and the rest 
terms, pn N> , corresponding to  imaginary  eigenvalues (2 0nk < ),  are  the evanescent modes.  

 
According to the general theory of Sturm-Liouville problems (see, e.g. Higgins [22]) the set of 
z − functions ( ){ }; , 1,2..nZ z r n =  constitutes a complete orthonormal system in ( )( )2 ,0 ,L h r−  for 

each value of [ ],N Fr r r∈ . Consequently, Eq. (11) is an 2L - representation of the (unknown) 

pressure field p  in ID , with ( )nP r   the r-dependent coefficients of a generalized Fourier 

expansion of ( ),p r z  with respect to the local vertical 2L -basis ( ){ }; , 1,2..nZ z r n = . The function 

( )nP r  is called the (complex) amplitude of the nth mode.  

 
The convergence properties of the series (11) or, equivalently, the rate of decay of the 
amplitudes ( )nP r  with respect to n, is slow 

 
( ) ( )2

nP r O n−= ,    as      n →∞  ,                                                                                                (13)                                           

 
for each [ ],N Fr r r∈ , and this estimate cannot, in general, be  further improved. Two conclusions 

can be drawn from Eq. (13). First, the acoustic field ( ),p r z , as defined by Eq. (11), satisfies 

identically the pressure-release boundary condition (6b), because of property (12b) of the local 
vertical eigenfunctions. Secondly, the series (11) cannot, in general, be differentiated term-by-
term, a fact that has been emphasized also in Ref. [12]. Besides, for any truncated version of  
(11), the approximate field 

( ) ( ) ( )
1

, ; , ,
N

n n
n

p r z P r Z z r N
=

= < ∞∑                                                                                              (14) 

 
satisfies the condition  
 

( )
( )

, / 0,  N Fz h r
p r z z r r r

=−
∂ ∂ = < <   ,                                                                                   (15)  

 
which is incompatible with the bottom boundary condition (6c), when ( ) ( ) / 0h r dh r dr′ = ≠ . Eq. 

(15) is obtained by termwise differentiation of the series (14), in conjunction with Eq. (12c). 
From the physical point of view, condition  (15) could lead to an inconsistency concerning the 
conservation of energy. By calculating the (average in one period)  acoustic power flux ( )WP r  

through any cylindrical surface of radius r  centered at the origin and extended from the upper 
surface to the bottom, we obtain  

( )d
Im

d
W

z h

P r r p p
p h p

r z r

π
ωρ =−

 ∂ ∂ ′= − +  ∂ ∂  
   =   ( )( )2

1 Im
z h

r p
h r p

n

π
ωρ

=−

  ∂ ′+   ∂   
,                              (16)  

where p  denotes the complex conjugate of the acoustic pressure and ρ is the medium density, 
which is assumed to be constant. From Eq. (16) it is quite clear that the total energy is 
conserved if and only if / 0p n∂ ∂ =  at ( )z h r= − . However, by substituting the representation 

Eq. (14) into Eq. (16) we obtain d / d 0WP r ≠ , since, in the case of a slopping bottom, ( ) 0h r′ ≠  

and 0N
N

p
p

r

∂
≠

∂
. In the present paper we propose a simple extension of the SR (11) in order to 

overcome this deficiency. As explained in the introduction, the idea is to introduce a specific 
field element ( ),r zϕ , such  that the difference 
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( ) ( ) ( ), , ,Rp r z p r z r zϕ= −                                                                                                           (17) 

 
satisfies exactly  the same boundary conditions as the vertical eigenfunctions ( );nZ z r , 

( ),0 0,Rp r =
( )( ),

0.Rp r h r

z

∂ −
=

∂
                                                                                         (18a,b) 

 
Then, the residual field ( ),Rp r z  is expanded in terms of the 2L -basis  ( ){ }; , 1,2..nZ z r n = ,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
1

, , , ; ,R R n n
n

p r z p r z r z P r Z z rϕ
∞

=

= − =∑                                                                               (19) 

 
the latter series exhibiting much better convergence properties in the closed z-interval  

( ) , 0h r−   .  In fact, the series in the right-hand side of Eq. (19) converges as fast as 4

1n

n
∞

−

=
∑  and, 

thus, it can be legitimately differentiated term-by-term. We proceed now to construct an 
appropriate representation for the function ( ),r zϕ . A possible choice is  given by 

 

( ) ( ) ( ),0 0, ;Rr z P r Z z rϕ = ,  where ( ) ( )

( )
,0

,
R

z h r

p r z
P r

z
=−

∂ 
=  ∂ 

 ,                                                      (20a,b) 

 
and ( )0 ;Z z r  is any sufficiently smooth function in ( ) ,0h r−   , satisfying the conditions 

 
( ) ( ) ( )2 2

0 0 00; 0,  0; / 0,     ( ); / 1Z r Z r z Z h r r z= ∂ ∂ = ∂ − ∂ =  ,                                                      (21a,b,c) 

 
for each [ ],N Fr r r∈ . A specific convenient form of the function  ( )0 ;Z z r  is given by the low-

degree polynomial 

( ) ( )
( ) ( )

4 3

0 ;  
z z

Z z r h r
h r h r

    
 = − +           

,                                                                                         (22) 

however, other choices are also possible. Condition (21a)  implies that both ( ),r zϕ  and 

( ),Rp r z  satisfy the pressure-release condition (6b). The role and significance of condition 

(21b) will be made clear in the sequel. Condition (21c), in conjunction with Eqs. (17) and 
(20a,b),  implies that  
 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

, , ,
0R

z h r z h r z h r

p r z p r z r z

z z z

ϕ

=− =− =−

∂ ∂ ∂     
= − =     ∂ ∂ ∂     

.                                                            (23) 

 
The function  ( ),0RP r  can be interpreted as an additional degree of freedom, accounting for the 

non-homogeneity in the vertical derivative caused by the sloping bottom.  However, Eq. (20b) 
cannot be used for the direct calculation of ( ),0RP r , since ( ), /p r z z∂ ∂ , at ( )z h r= − , is not known 

a priori. The function ( ),0RP r  will be calculated along with all other amplitude functions 

( ), ,  1,2..R nP r n = , during the solution procedure. By substituting Eq. (20a) into Eq. (19), we 

obtain the following, enhanced local-mode representation (briefly denoted by ER) in the range 
dependent subdomain ID : 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ),0 0 ,
1

, ; ;R R n n
n

p r z P r Z z r P r Z z r
∞

=

= +∑ = ( ) ( ),
0

;R n n
n

P r Z z r
∞

=
∑ ,                                             (24)  

The additional term ( ) ( ),0 0 ;RP r Z z r , included in the right-hand side of Eq. (24), will be called 

the sloping-bottom mode; see also Ref.[13].  
 

3.1 Convergence of  the enhanced modal expansion 
To illustrate the role and significance of the extra sloping-bottom mode in the ER,  let us 
consider here the two-dimensional  problem concerning a wedge of angle α , filled by a 
homogeneous ideal fluid. In this case, x denotes the horizontal distance measured from the 
edge, and z is the vertical coordinate (positive upwards). The depth function is then 
( )  tanh x x α= . The wedge-modes of the 2D Helmholtz equation are obtained by separation of 

variables and are given by (see, e.g., [11]) 

( ) ( ) ( )11 2 2, sin tan ,
z

p x z H k x z
xν νν −  = − +  

  
   ( )0.5

,
π

ν
α

+
=
ℓ

 ℓ=0,1,2…   .                               (25) 

In this case, the SR and ER are defined by formulas similar to Eqs. (11) and (24) respectively. 
The convergence of SR series has been studied in [11], where the  amplitudes associated with 
each wedge mode  ( ),p x zν  are shown to be: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )4
22

, 14 2

2 1

n

n

p x z hh h
P x O n

z n

ν ν

π
−∂ = − −

= +
∂ +

.                                                                          (26) 

The summation of the slowly convergent ( )2O n−  part of the infinite series (25) is obtained 

analytically in [11], showing that the acoustic pressure field satisfies the correct bottom 
boundary condition. Moreover, in this particular 2D case, we clearly see that the remaining 
part of the infinite series representation of the solution consists of  terms of order ( )4O n− . Both 

findings are in full agreement with our general results. In our case the summation of the 
slowly convergent part of series is achieved by means of the additional sloping-bottom mode 
of the ER series (24), and will be illustrated below for the wedge problem. 

 
As an example we consider the second wedge mode for a 450-wedge  (ℓ=1 and / 4α π=  in Eq. 
25), for frequency  f=15Hz,  and  sound speed c=1500m/sec  ( 12 / 0.063k f c mπ −= = ). The 

present modal amplitudes ,R nP  and nP  have been calculated at a horizontal position x =300m 

from the edge, and  are  shown  in  Fig.3.  For  both  representations (ER and SR, 
respectively), the modal amplitudes are plotted as  functions of the mode number  n (up to 
n=500), by using thick solid lines. 
 
It is clearly verified, with the aid of the logarithmic scale in Fig.3,  that the ER- coefficients 
exhibit a decay ( )4O n− , while the SR-coefficients show a decay ( )2O n− , for large n. The ER 

series have been calculated by using the form (22) for ( )0 ;Z z r .  This result also has a 

significant effect on the solution scheme, since the number of modes required by the truncated 
SR-series to produce numerically convergent results is much larger than the one required by 
the truncated ER-series.  For example, as it can be seen in Fig.3, for obtaining an error 
(controlled by the amplitude of the local modes) ε=0.001, a number of 70 modes has to be 
retained in SR, while using ER reduces this requirement to only 20 modes. (Let it be noted 
that in the local depth of x =300m the number of propagating modes is 6).  
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Figure 3. Coefficients ( )nP x  and ( ),R nP x  of the local-mode series in the case of a 045 − wedge, 

at 300x m= − , in terms of the mode number n, as obtained by SR and ER, respectively, for the 
second wedge mode ( )1=ℓ . Wave frequency f=15Hz. Sound speed  c=1500m/s ( )10.0628k m−= .  

 
Figure 4. Contour lines of the second mode ( )1=ℓ  in the case of a 045 − wedge. (a) In the left 

subplot the real part of the second-mode field is shown, as obtained by SR (dashed lines) and 
ER (solid lines), using 11 terms in the corresponding local-mode series. (b) Detail of (a) in the 
subarea near the bottom shown by a dashed box. The acoustic parameters are the same as in 
Fig. 3. 
 
This fact also enables the application of the present ER model to much higher frequencies and 
larger range-dependent domains than the standard model based on SR.  The  thin  solid  lines 
also plotted in Fig.3 as ER2, represent the ER-amplitudes, which was obtained using 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )3 2

0 ; / /  Z z r h r z h r z h r = +
 

, that does not satisfy condition  (21b). It can also clearly 

seen that, in this case, the ER-amplitudes present a slower decay of order ( )3O n− , for large n. 
 

The acoustic field associated with the second ( )1=ℓ  wedge-mode, in the range of 300m from 

the edge, is plotted in Fig. 4  by using equipotential (iso-pressure) lines, as obtained by the SR 
(dashed lines) and the ER (solid lines), respectively. In this range, the number of propagating 
modes pN  associated with the local-mode series varies from 6 (at x =300m from the edge) to 

0 (at x =20m from the edge). Numerical results have been obtained by truncating the local 

modes series (both SR and ER) to 11 terms. At the scale of Fig 4(a),  both representations 
more or less agree each other, and with the analytical expression (Eq. 25, for 1=ℓ ).   
 
Fig 4(b) is a zoom on the left-down corner of the domain, indicated by using a dashed box in 
Fig. 4(a). The pattern shown by the solid lines in this figure is quite reasonable and in perfect 
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agreement with the analytical expression, Eq. (25). Moreover, the equipotential lines intersect 
the bottom profile perpendicularly (i.e. / 0Np n∂ ∂ = , at ( )z h x= − ).  It is also clearly seen in this 

figure that SR-lines bend and become vertical near the bottom, independently of the bottom 
slope,   indicating that the SR numerical solution satisfies the condition / 0Np z∂ ∂ =  at the 
bottom  ( )z h x= − .  

 
4. THE COUPLED MODE SYSTEM  (CMS) 

Let us reconsider the variational principle, Eq. (9) or Eq. (10), assuming that ( ) ( ),I Ip r z D∈ A  

is represented by means of the ER series, Eq. (24). In this way, the functional 

{ } { }( ), ,I N F
n nn N n N

p C C
∈ ∈

F , given by Eq. (8),  is transformed to an equivalent one of the form 

( ){ } { } { }( )0,1,2...
, ,N F

n n nn n N n N
P r C C

= ∈ ∈
=F F    ,                                                                                     (27) 

where, from now on, for simplicity of the presentation, we use the symbol ( )nP r , instead of 

( ),R nP r , to denote the modal amplitudes of the ER series. 

 
Thus, the degrees of freedom of the system associated with the admissible wave potential 
( ),p r z  in ID  are equivalently described by the modal amplitudes ( ) , , 0,1,..n N FP r r r r n< < = .  

Associated with the vertical interfaces  NI  and FI  are the degrees of freedom ( ){ }
1,2,...n N n

P r
=

 and 

( ){ }
1,2,...n F n

P r
=

of the amplitude values at the left-endpoint Nr r= , and at the right-endpoint Fr r= , 

respectively, as well as the sets of coefficients { }, 1,2..N
nC n =  and { }, 1,2...F

nC n = . Especially for 

the sloping-bottom amplitude ( )0P r , the following end conditions are assumed 

 

( ) ( )0 0 0,N FP r P r= =      and     ( ) ( )0 0d d
0

d d
N FP r P r

r r
= =  ,                                                                   (28) 

 
in accordance with  Eq. (20b) and the smoothness assumptions concerning the depth function 
( )h r .  The use of a different (equivalent) set of degrees of freedom of the system in the 

variational principle leads to a different (equivalent) set of equations for the present 
transmission  problem.  
 
4.1 Derivation of the coupled-mode system 

In order to derive the coupled-mode equations, we first assume that all the variations except 
( ),Ip r zδ  in I

BD I∪  are kept zero. Thus, the last four integrals of the variational equation (10) 

can be dropped, obtaining 
 

( )2 d d 0
I

B

I
I I I I

D I

p
p k p p V p S

n

∂
δ δ

∂
− ∆ + + =∫ ∫   .                                                                              (29)  

 
By using the enhanced representation for ( ),Ip r z , Eq. (24), we obtain the following system of 

second-order differential equations on the horizontal plane (CMS): 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
0

d d
0,

d d
n n

mn mn mn n
n

P r P r
a r b r c r P r

r r

∞

=

+ + =∑                                                                       (30) 
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in N Fr r r< < ,  0,1,2,3...m = ,  The r − dependent coefficients ( ) ( ) ( ),  ,  mn mn mna r b r c r  are all real 

quantities and are defined  as follows: 
 

( )= ,mn n ma r Z Z ,                                                                                                                       (31a) 

( )mnb r = (1/ ) ,  2 / ,  n m n mr Z Z Z r Z+ ∂ ∂ + ( ) ( ) ( )/ n mdh dr Z h Z h− −     ,                                             (31b) 

( )mnc r 2 2 2 2/ / , +(1/ ) / ,n n m n mZ z Z r Z r Z r Z= ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ ∂
( ) ( ) ( )d

d
n n

m

Z h Z hh
Z h

z r r

∂ − ∂ − 
+ + − ∂ ∂ 

,               (31c) 

 

where  ( ) ( )
0

, d
z

z h

f g f z g z z
=

=−

< >= ∫   is the inner product of 2L  space of functions,  the integration 

always considered with respect to the vertical variable ( )( ),0z h r∈ − . The CMS is 

supplemented by the following boundary conditions 
 

( ) ( )0 0d d
0

d d
N FP r P r

r r
= =     ,                                                                                                           (32a) 

 
( ) ( )

d
,

d
n N

n n N n

P r
A P r B

r
+ =       1,2,3...n = ,                                                                                     (32b) 

 
( ) ( )

d
0

d
n F

n n F

P r
D P r

r
+ =    1,2,3...n =       ,                                                                                     (32c) 

 
where the coefficients ,  ,  n n nA B D  are defined by  

      ( ) ( ) ( ) ( )1 0 0 0/ , / 2 ,N N N N N
n n n N n N n n N n NA k J k r J k r B Z z r J k rπ= = −                                                  (33a,b) 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 0/ ,    1,2,3...F F F

n n n F n FD k H k r H k r n= =   .                                                                           (33c) 

  
Also, from the solution of the above system, the coefficients ,N F

n nC C  are calculated as follows 
 

( ) ( ) ( ) ( )(1)
0 0 0/ ,  1,2,3...

4
N N N N
n n N n n N n N

i
C P r Z z H k r J k r n

 = − = 
 

                                                          (34a) 

( ) ( )(1)
0/ ,   1,2,3...F F

n n F n FC P r H k r n= =      .                                                                          (34b) 

                                                                                      
4.2  Remarks 

(i) Despite of the coupling between the differential equations (60), the boundary conditions 
(47)  are uncoupled. (ii) Under the smoothness assumption for the depth function ( )h r , all the 

coefficients ( ) ( ) ( ),  ,  mn mn mna r b r c r  of the CMS are continuous functions of r  and can be 

calculated in terms of  ( )0 ;Z z r  and ( ){ }; , 1,2..nZ z r n = . (iii) Discontinuities of ( ) ( ),  ,h r h r′  and 

( )h r′′  can also be treated by introducing appropriate domain decomposition with matching 

boundaries/interfaces at the points of discontinuities. (iv) An important result concerning the 
present CMS is that it provides conservation of the  acoustic power flux ( )WP r  through any 

vertical cylindrical surface, which is the correct result in the case of a lossless waveguide. 
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5.  NUMERICAL RESULTS AND DISCUSSION 
 
In this section, the discrete scheme for the numerical solution of the CMS is introduced, and 
numerical results are presented for upslope environments in shallow water. Comparisons of 
results obtained by using the present improved method based on ER, vs. the ones obtained by 
using SR, are presented and discussed. By truncating the ER local-mode series to a finite 
number N  of terms (modes), and retaining the sloping-bottom mode, the propagating modes 
and a number of evanescent modes, the following approximation of the acoustic wave field  is 
obtained 

                       
( ) ( ) ( )

0
, ;

N

n n
n

p r z P r Z z r
=

= ∑      .                                                                             (35) 

The discrete system  is obtained by  using central, second-order finite differences to 
approximate the derivatives of the unknown modal-amplitude functions ( ) , 0,1,2,...,nP r n N= , 

appearing in the CMS, for m=0,1,..N. Discrete boundary conditions are obtained from Eqs. 
(32) by using second-order forward and backward differences to approximate r-derivatives. 
Thus, the discrete scheme is uniformly of  second order in the horizontal direction. On the 
basis of the above considerations, the present system of differential equations is finally 
reduced to a linear algebraic system. The coefficient matrix of the system is block structured, 
with three-diagonal subblocks, and has a total dimension ( ) ( )1 1d sN N N= + + , where sN  is the 

number of segments subdividing the interval [ ],N Fr r . The forcing appears only at the left 

endpoint  Nr r= ; see Eq. (32b). All numerical results presented in this section are based on the 
choice (22) for the function  ( )0 ;Z z r . However, extensive numerical experimentation using 

other admissible functions for ( )0 ;Z z r  has shown that the final results concerning the acoustic 

wave field, as obtained by the ER,  remain the same for all valid forms of the vertical structure 
of the sloping-bottom mode. 
 

5.1 A steep smooth upslope 

In order to examine the effects of steep bathymetry on the numerical solution, we consider a 
smooth but steep underwater shoal, with maximum bottom slope 120%  and  mean bottom 
slope 25%. A sketch of this bottom profile is shown in Fig. 5. The pulsating source is located 
at r=0, at depth 0 25mz = − , and its frequency  is 50f = Hz. The  sound  speed of the 
environment is taken to be constant 1500c = m/s (corresponding to seawater). In this case, the 
number of propagating modes in the deep and the shallow water regions is 7 and 3, 
respectively. Also, in the examined case, in  Fig. 5 the equipotential lines of the modulus of 
the acoustic  field ( ),p r z  in the variable bathymetry subdomain  have been plotted,   as 

obtained by using the ER model (solid lines) and retaining  15 modes in the series. The pattern 
shown by the solid lines in Fig. 5 is  quite  reasonable  and  the  equipotential  lines  intersect 
the bottom profile perpendicularly, as they ought. This result fully justifies the usefulness of 
the sloping-bottom mode, especially in subareas where the boundaries exhibit significant 
variation. 
 
Next, in Fig. 6 the moduli of the modal-amplitude functions, i.e. the quantities ( ) ,nP r  

N Fr r r≤ ≤ , are presented, as obtained by using both the ER and the SR, for mode-numbers n in 
the regime of evanescent modes (8 14n≤ ≤ ).  
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Figure 5. Contour plot of the modulus of the acoustic pressure field ( ),p r z , for the case of the 

steep upslope. 

 
Figure 6. Moduli ( )nP x  and ( ),R nP x   of mode amplitudes vs. [ ],N Fr r r∈ , for various modes: 

n=8,9,…,14, as obtained using SR and ER, respectively. 
 
The horizontal axis in  Fig. 6 is a multiple replica of the interval [ ],N Fr r . In the n-th replica of 

interval [ ],N Fr r  the amplitude ( ) ,nP r  of the n-th mode is plotted.  For example, in the interval 

indicated by the number 9, the function  ( )9 ,P r  is plotted vs. [ ],N Fr r r∈ , as obtained by means 

of ER and SR, respectively. Numerical results shown have been obtained by subdividing the 
range  F Nr r−  into 300sN =  segments and by retaining a total number of 15 modes in ER and 
SR. This choice was made in order to keep the same dimension of the discrete system in the 
two cases ( 4515dN = ). Also, in the same figure, two curves ( )4O n−  and ( )2O n−  have been 

drawn,  which  bound  the  maxima  of  the  amplitudes  of the  modal functions in the interval 
[ ],N Fr r ,  as obtained by the ER and the SR, respectively. It is verified from this figure that the 

ER-amplitudes present a decay ( )4O n− , while the SR-amplitudes decay as ( )2O n− , uniformly 

for  [ ],N Fr r r∈ . 

 
5.2 Linear bottom profile  

Next, the case of a linear upslope isovelocity environment is considered  with bottom slope 
α =3deg, as shown in Fig.7. The acoustic field is excited from a point source of frequecy 
f=25Hz, located at depth 100m. The  sound  speed is 1500c = m/s and again, the number of 
propagating modes at the deep region is 7.  
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Figure 7. Acoustic field in the case of linear upslope environment. Transmission Loss in dB. 

 
Figure 8. Calculated TL(dB) in the case of linear upslope. 
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The calculated acoustic field in the domain by the present CMS, using a total number of 15 
modes and N=750 horizontal segments, is shown in Fig.7(a). In particular, the transmission 
loss (TL in dB) is plotted with referece to the modulus of the fiels at 1m from the point source  

1r mp = ,  

                               
( )

( )
1

,
, 20log

r m

p r z
TL r z

p =

 
= −   

 
 .                                                                      (36) 

In this case, due to the small horizontal extent of the upslope environment, the effect of 
geometrical spreading is small, andwe may use for indication purposes the analytical solution 
of the acoustic field in the case of a Cartesian wedge, bounded above by a Dirichlet and below 
by a Neumann boundary,  generated by a point source, derived by Buckingham [24]; see also 
Qin et al [25]. The latter  solution for the same source depth and frequency  is plotted in 
Fig.7(b). Furthermore, the calculated TL distribution over the horizontal range, at the level of 
source depth (indicated by using dashed line in Fig.7), is comparatively plotted in Fig.8. Thick 
solid line is used for the present CMS solution corresponding to the field in the cylindrical 
environment, and is compared against the Cartesian wedge analytical solution, for the same 
depth profile, shown by using dashed line in Fig.8. 
 
6.   CONCLUSIONS  

In this work, an enhanced local-mode representation of the acoustic field in range dependent 
environments (with variable bathymetry) is introduced, which includes, except  of  the  local  
propagating  and  evanescent  modes, an additional term, the sloping-bottom mode, effectively 
present only in the subregions of variable bathymetry. Using this  representation, in 
conjunction with a variational principle, an improved system of horizontal coupled-mode 
equations is derived for the modal amplitudes, which produces a rapidly convergent series 
solution, consistent with the  bottom boundary condition and the conservation of energy. The 
key feature of the present method is the introduction of the additional sloping-bottom mode, 
which provides an implicit summation of the slowly convergent, ( )2O n− , part of the local-

mode series, rendering the remaining part to converge much faster, like ( )4O n− . The obtained 

coupled-mode system of horizontal equations, being fully equivalent to  any  other  complete 
model, presents a number of advantages as:  (i) The number of modes required for an accurate 
numerical solution is relatively small, even in environments with steep bottom profiles. (ii) It 
provides high-quality information concerning the acoustic pressure and velocity up to and 
including  the bottom boundary. (iii) It is naturally reduced to simplified models as the 
standard coupled-mode model or  the adiabatic approximation, in subareas where the physical 
conditions permit such a simplification. In this sense, the present method shares characteristics 
of both a top-down approach, ensuring completeness and consistency, and a down-top 
approach, letting the user to go back up to a very simple uncoupled model, saving  a lot of 
computational burden. Finally, the present theory can be extended to treat acoustic 
propagation and scattering problems in 3D multi-layered waveguides. First results in this 
direction have been presented in Athanassoulis et al [33]. 
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